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Séminaire BOURBAKI
l6e année, 1963/64, m° 261 Décenbre 1963

MEMOTRE DE LANGLANDS
SUR IA DIMENSION DES ESPACES DE FORMES AUTOMORPHES

par Hervé JACQUET

La formule des traces de Selberg raméne le calcul de la dimension des espaces
de formes automorphes & 1!'évaluation de certaines intégrales, du moins lorsqu'il
y @ un domaine fondamental compact [2]s Ces intégrales sont calculées par LANGLANDS

[13].

1. Domaines symétriques bornés et fonctions noyauxs

Soit G 1la composante neutre du groupe des transformations conformes d'un
domaine symétrique borné. Op sait que G est semi~simple avec un centre trivial,
et que tout sous-groupe compact maximal d'une composante simple a un centre non
discret. Réciproquement si G est un groupe comnexe semi-simple possédant ces
propriétés, c'est la composante neutre du groupe des transformations conformes d'wn
domaine symétrique borné que lion peut construire comme suit. Soient g 1'algdbre
de Lie de G, g, sa complexification, G(: le groupe de Lie complexe simplement
connexe d'algébre % et enfin G le sous—groupe réel connexe d'algdbre ¢ .
Donnons-nous une décomposition de Cartan g= % + p de g, llinvolution de Cartan

© correspondante. Soient tc et P, les complexifications de % et p .

Pour toute racine a de g, par rapport & h , on a soit g, C i, (on ait
alors que a est compacte), soit gy € P, I1 est possible d'ordonner les racines

de telle maniére que P,=P. @7 , P, désignant la sommre des espaces 8y O

a parcourt les racines positives non compactes. On a alors

9. "8, @ P .9 P_
[P+ ’ P+]=O s [fc ’ P+]CP+ ’ [P__ ) P+] Cfc

etc. Désignons par P, sP_, Kc s K les sous—groupes ccnnexes de Gc d'alggbres
P, P fc s T « On sait que GKc P_ est un ouvert de P, Kc P_, lequel est
lui-méme ouvert dans Gc . Comme G n Kc P_=K et P n Kc P ={1}, on voit
que /K™ Gk P_/K P_ s'identifie & wa ouvert B de P, K, P/k_P %P .
L'exponentielle définit une bijection de p, sur P+ 3 donc P+ est muni d'une

structure d'espace vectoriel complexe et B est dans P un domaine symétrique
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bornés Enfin G opére dans G/K ™ B par des transformations conformes. Si 2
désigne le centre fini) de G, on sait que Z est contenu dans le compact maxi-

ml K et G=G/Z est exactement la composante neutre du groupe des transfor-
mations conformes de B .

Soient o une représentation unitaire irréductible de K_ dans un espace hil-
bertien F de dimension finie d . Pour tout p (1 <p <+« , %P (6) aési-

gne l'espace des applications holomorphes ¢ de W =P_ Kc G dens F satisfai-
sant

6 p(pke) = o(k) ¢(e)
dont la restriction &8 G est une fonction de puissance p-iéme intégrable.

Dtaprés (1) ces fonctions sont bien déterminées par leur restriction & G .
Ainsi Rz(o) g'interpréte comme sous-espace fermé de LZ(G) ® F . Ce sous-espace
admet une fonction noyau K application de W x W dans £(F) caractérisée par
les propriétés suivantes @

(i) x- Ko(x , J) est holomorphe

(i) K (x , »F = Ky » x)

(i11) KX, (pkxg , y@) = o(k) K (x , ¥) keX , peP_, g0
(1v) Powr toute g (o) , 9k = /oK (x, v o) oy -

Soient ’I:(': 1'algébre dérivée de t et ¢ son centre. On a

fc'—'fé+c et bc:bcafé+c .

Toute racine compacte @ est nulle sur le centre et s'interpréte comme racine de
1l'algébre semi-simple fé par rapport & la sous-algdbre de Cartan h n il « Le
vecteur de Weyl H, correspondant est dans I)c n f(': « Au contraire si a est
Lon compacte, a ntest pas nulle sur ¢ . Désignons par I\0 le poids dominant

a

de ¢ (i. e. la restriction de Ny 2 he n T, est le poids dominant de la res-—
triction de o & fé ) et par 1]10 un vecteur unitaire de F correspondant 3 ce
poids dominant. Pour toute racine positive, Ao (H,) est un entier positif si §

est compacte. Si pour toute racine positive non compacte /\O(H ) +p(E) <0 (p
désigne la demi-somme des racines positives), l'espace 3(’.2 () n'est pas nul ([6],

pe 612). Nous ferons désormais cette hypothése.

Nous allons calculer la fonction f(g) = (K(g , 1) Yy l{)o) « Pour cela on remar-
que que
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DIMENSION DES ESPACES DE FORMES AUTOMORPHES

(i) f(ng = f(g si n est dans le groupe engendré par 1l'algdbre X X

( « parcourant les racines positives compactes) .

(11) f£(pe) = y(& , (PeP)
(iii) f(exp Hg = exp AO(H) f(H si He g

(iv) £(g exp H)

Dtaprés [5], lesmmes 6 et 14, il n'existe qu'une fonction & un facteur constant
prés satisfaisant & ces conditions. Pour la cslculer introduisons la forme 1liné-
aire A sw ), qui colncide avec A  sur b, nt, , et est nulle sur les Hj
ou a est une racine positive non compacte. Cette forme linéaire est donc 3 valeurs
entiéres positives sur tous les Ha . C'est le poids dominant d'une représentation

exp (= /\O(H)) f(H) si Heb .

by

irréductivle & de Gc bien déterminée & une équivalence preés. Soit ¢I>O un vec~

teur unitaire correspondant a A .

Dtautre part, soient gch et z ep+ t2ls que gexp 2z GP+ Kc P_«Ona
gexpz =p_kp_ (p, €P , kek, , p_€P) .

Nous poserons p(g, z) =k et p, = exp(g.z) « Du reste gexpz; est encore
dans P+ Kc P_ powr 1z, voisinde z , et l'application 2z, - go z, de P,
dans p, @ pour application linéaire tangente au point 2z la restriction de
adu(g , z) 2 P, » Finalement [ est une application holomorphe d'un ouvert de

Gx p, dans K_ et vérifie
p.(gl g » z) = },l(g1 , gz.z) et pk ,0) =k (k€ 1\0) .

Elle est notamment définie sur G x B (si on regarde B comme plongé dans P, )e
Comme B est slmplemcnt connexe, W définit une application encore notée p de
G x B dans K ( G revétement de G y ﬁc revétement de Kc )« Enfin Ec est
produit direct “dtun groupe compact et dun groupe abélien C d'algétre ¢ . Neus désignerons
par n l'application composée de la projection de I'E sur C ot du logarithme
(en sorte que si X € k, , n(exp X) n'est autre que le composant de X dans ¢
pour la somme direcEe ’f;c = 1,' ® c) par v la projection de G swr G, et nous

poserons pour g € G
Mg = np—l(g-l , 0)) et V(g = (CHv(g) <I>0 , ¢o) exp AG(F(g))
avec A = A - A .
o] o)

o
Alors

£(v(@) = £(1) y(d pour tout geG .
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Soit p, la demi~-gomme des racines positives non compactes. Si pour toute racine
non compacte f ,

AO(HB)' + p(Hp) + 2p+(H]3) <1

la fonction ¢ est intégrable ([6], p. 610). Comme o est irréductible, il en
est de méme de K(g , 1) « I1 en résulte que, pour tout ¢ € 0O (L<pg+w),
on a encore

o(x) = [y Kix, 3) o dy  «

Nous ferons désormais cette hypothése supplémentaires

2s Dimensions des espaces de formes autonorphes.

Soit T un sous-groupe discret de G & quotient compact.

L'espace ®R([ , o) des formes automorphes d'espéce o pour I se définit
comme llespace vectoriel des applications helomorphes @

¢ s W:P-—KCG»F
vérifiant
¢ (pkey) = o(k) ¢(g (peP_ , keXk , geG, yel) .
Cc

Ces applications s'interprétent encore comme des applications de G ou de G/l"
dans F . Comme G/T est compact, toutes ces fonctions sont bornées ¥(I' , o)
est donc un sous-espace de X" (o) et de ? (6/T y F) « Il est de dimension finie,

donc fermé.
Pour toute ¢ € (T , 0) on a3
90 = [ Kix, 9) o) ay -

On en ¢onclut que la projection orthogonale A de L2 (o/T s F) sur le sous-
espace fermé #(I' , o) est donné par

@) x= /[ K&x, 5 o( ay -

On a done dim %(T , o) = tr A . D'aprés la formle des traces [2], on a le théo-

réme suivant :
THEOREME
dim ®(T , o =X v(G/T) x(¥)
for)
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DIMENSION DES ESPACES DE FORMES AUTOMORPHES

-1 .
W) = Joje telk(eve™ , D1ag .
Y
La somme est étendue & un ensemble de représentants des classes d'éléments conju—

EEéS de .

Pour Y € G, on désigne par GY 12 centralisateur de Y dans G et, si

yeTl , par I’Y le centralisateur de Yy dans T .

Remarque. = Il est clair que G/G, admet une mesure G.invariante. Dy reste
tout élément y e T est semi-simple ([1], p. 525), et le centralisateur G, dlun
élément Yy semi-simple est réductif donc unimodulaire : cela entrafne 1'existence

d'une mesure invariante df swr G/GY . On impose naturellement que dg = dg, ag .

D'autre part, pour tout g € G, le déterminant de la restriction de ulg 5 0)
4 p ne dépend que de la classe de g dans B = G/K , d'od une fonction A (z)
sur B . Choisissons une fois pour- toutes une mesure euclidienne pu(z) sur p+ H
alors |A(z) |2 H(z) = dz est une mesure invariante sw B . Nous imposerons & la

mesure dk de K d'étre de masse 1 , et 3 dg de vérifier dg = dk dz .

Calculons y(y) (y €M . D'aprés les relations d'orthogonalité de Schur

X0 =a /e [ tleere™ ¥ akap
Y

Soit y' un élément de G qui se projette sw vy » L'intégrale précédente s'éerit
-1  ~1 .
xty) =ar) Joo S wlkey'd k) dr di
Y

=ar@e : ST/ S ylkeyet 7Y akag .
Y G/Go
1 1 Y
(On écrit gy'g ™ pour g'y'e'” g' étant un élément de G qui se projette
sw g.) On caleule facilement df(l) = x(1)

VO pep |\~ PO

ar(1) = x(1) =

v (B) désignant le vwolume euclidien de B et b 1la dimension complexe d¢ B ,
Nous allons calculer X par une méthode de prolongement analytique.
Pour toute forme lindaire A de Y)C nulle sur fé n §, s posons

dy = - 113)b n /A(H) * Pl
) P@(\ gem

) (A:)\+I\O)
/
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Y@ = (6@ ¢, ,9) expA(T()  (ge )
et considérons 1'intégrale

0 =1 . -1 -1 . ~
e, o017/ o fnkereT k) akdg (yed, wwen .

o/ GVY

PROPOSITION 1. ~ I3 existe un domaine D dans c¢® tel que, pour tout AeD ,
1'intégrale comverge absclument pour tout y e & se projettant dans I' . L'inté~

grale est une fonction continue de A sur D et holomorphe & 1'intérieur,
>\o €D.

Soient Yl Y2 YS des racines positives non compactes telles que

a=3 R()(Y #+ X - ‘yi) soit une sous-algdbre abélienne maximale de p o Alors si

i
Re ?»(HY ) (1<1<s) est négatif assez grand, A €D o (cfe [13], po 109-111).
i
I1 suffit donc de calculer 1'intégrale précédente lorsque MHY ) est négatif
i
assez grande

PROPOSITION 2. - Soient y un élément semi-simple de G o Pour Mg, ) nége-
i
tif assez grand q;)\(kgyg—l k—l) est une fonction intégrable par rapport & dg dk.

(efe [13], p. 122-124)

Si 1|;>"(kgyg-l k-l) est intégrable, 1l'intégrale double, précédente se réduit
3 ureintégrale sur G/CC . Finalement y étant un élément semi-simple de G , il

nous faut calculer 1'intégrale

Iy , N =4, /G/Go v, (eve™) ag
Y

définie pour A(H Y) négatif assez petit (on derit GY pour GvY )« Bien entendu
i
J(Y, N ne dépend que-de la classe de Yy dans G .

Remarquons d'autre part que tout élément vy semi~simple centralise une sous—
algebre de Cartan i de g que 1'on peut supposer invariante par © » quitte a

remplacer y par un élément conjugué ([7]).

Nous allons prouver que J(y , A) =0 si y n’a pas de point fixe dans B .

Observons & ce sujet :

PROPOSITION 3. —~ Pour Y & G (ou Y € G) semi-simple, les assertions suivantes

sont équivalentes
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(i) y admet un point fixe dans G/K

(11) y est conjugué & un élément de K .

(1ii) y centralise une sous-algébre de Cartan de g conjuguée & b .

(iv) Y centralise une sous-algébre de Cartan de g qui engendre dans G un

sous—groupe compacte

(v) Yy est conjugué & un élément de la forme exp H (Hedl) .

(1) <== (ii) puisque G = K.exp P «»
(ii1) <=> (iv), évident.

(i) => (iii). On peut supposer Yy € K . Ajors Y centralise une sous-alge-
bre de Cartan de g contenue dans I . Une telle algtbre est conjuguée & ) .

(iii) => (v). Le centralisateur de % est connexe, c'est-a~dire est le

groupe connexe A d'algébre de Lie b .

(v) ==> (iii), évident.

3. Calcul de J{y ,A) pour Y régulier ayant un point fixe dans B .

On peut supposer que Y =expH (Hel) . Comme Y est régulier G$ =A,
groupe engendré par b ., Normalisons la mesure de Haar de A en lui imposant

d'étre de masse 1 . Ajors
-1
J(Y }}‘)=d)\/(', ‘{’)\(ng )dg o

Pour chaque A , posons A=A + A, « Comne A est nulle sur 170 n f(': y A
coincide avec A y Sur 170 n f(': » donc prend des valeurs entiéres positives sur
les H, ot & est ure racine positive compacte. HARISH-CHANDRA ([4] et [5])
associe & A une représentation n, de G dont le caractére districution est

donné par :

T(f) = tr(/G £(x) n(x) ax)

1

dy /; e /a tleg &) Wle) dg

f fonction de classe G a support compact.

D'autre part d'aprés [5] et [7], T coincide sur 1l'ensemble des éléments régu—

liers avec une fonction r
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T(£) =/af(g1) r(g) dg
f & support contenu dans 1'ensemble des léments réguliers.
Donc
r(y) = a Jy by leve™) ag=I0, N .

Comme on connait r , on en tire

T, N = {1 (epGE) -eml-2M)I" 2 els) exp(sald) + p(1)
aepP sew

w est le groupe de Weyl de Kc et efs) = 11 suivant que s est produit d'un

nombre pair ou impair de réflections.

Remarque., — Si A= 7\0 y T

3‘«2(0) .

, n'est aulre que la représentation de G dans
o]

4e J(y , N) =0 pour vy régulier sans point fixe dans B «

On peut supposer que Y centralise une sous-algébre de Cartan 1 de g inva-

riante par 6 . Ona i=int+inp avec tnpt0.

Introduisons pour toute forme lindaire p sur 4 np le sous-espace g, des
Xeg telsque [X, H] = p(H) X (He i) . Ordonnons les p tels que gp £1{0}
et soit n= X gp et m llorthogonal die i n p dans son centralisateur pour

la forme - (X, 6Y) . Désignons par N et M, les sous=groupes correspondants.

Onaﬁ

1y a -1 -1 1
/G/GO W leve ) dg = / Ky ¥y (kmyn™ m k) dk dm dn
Y

( GCY> est le groupe d'algdbre i puisque Y est régulier, cf. [9], p. 212).
On fait le changement de variable n'y = nyn‘1 , puis n'm=m , il'vient
-1 -1 -1
= £ () Sy gqgr ¥ Gemyn T K7 e dm dn

ot &(yY) est de déterminant de la restriction de I -ady & n , celui de la

restriction de adm & n étant 1 .

On peut supposer i npca =2 R(XY +X_ ) . Posons
iy,
i

t=exprad(Z X, ~X ) .
- =1 Yi "Yi
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DIMENSION DES ESPACES DE FORMES AUTOMORPHES

On a
t(X,, +X ) =H, .
oy
Done
t(¢ np) ctl) =2 RH
Yi
et
X ,t®]=y, t®) X pour Heinp .
Y, ¢ Yy
Soit ¢
-1 \ -1
7@ ), Hl=y, 60 £7& ) .
Ve Ve
Donc t-l(X ) ou t_l(X ) ‘est dans n_ par exemple t—l(XJ ) «Ona
Ve Yy ¢ Ve
-1 1
T )=5E, ~-X_ ~-H)
la semi-involution de g, &ssocie & g transforme XY en X , donc HY
- )2 Y L
2
en H , et finalement gt X. ) en = gt (X_ ) « En définitive :
-1
X=2it (X =iX =X -H
o, ) = a0, “ v}

est dans n .
Désignons par N, le sous-groupe & un paramétre engendré par X . N, est
fermé, et 1'intégrale s'éerit

£ ) / RN {27 (k exp () oyt k7Y dt} akam .

On va montrer que, pour )\(HY ) négetif assez petit, la fonction & intégrer est

2

mne fonction holomorphe de t dans le demi-plan Imt > —-% majorée par

c(l + |8l) 2 . La formile intégrale de Cauchy montre alors que 1l'intégrale est
nulle.

On a :
(1) G oxp X nmym ™ 17
= (60 Glexp &) Glomym™ K7) @, &) exp A(D
avec g = exp (X) nmym"l et
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@ (@ =~ rplm™ 2™, exp(- t2).0) - nlulexp(- X)) ,0) .
Or
exp(— tX) =
= exp(- 16(1 - 16) ™0 X ) exp(log(l - it) H ) exp(it(t ~ i)™ x ) .
Yg Yz -Y£
Done
exp (- tX) 40 = - 14(1 = 18)"% ¥
Yo
Blexp(~ tX) , 0) = exp(log(l ~ it) H, ) .

L

Dans (1), le premier factewr est un polyn8me en % s donc est majoré par

C(L + Itl)n pour tout t . Pour majorer 1z deuxidme facteur, remarquons que le
premier terme dans (2) est une fonction holomorphe et bornée de + pourvu que
expg- tX) .0 = it(l - it) -1 Xy, eappartienns & B . Or ceci a lieu si

561 = 3) ™| <1, soit In't> -5 . En offet :

LEME 1. ~S1 te€C et [t] <1, tf ~ est dems B.
2

Soit Hel, tel que exp Y, H = ﬁ ( Y, (H) est imaginaire pure).
t

Remplagant tXY par ad exp H(tXYg) =texpy, (H) XY s on voit que 1'on peut
supposer t € R . Dans ce cas, posons t = tht' , et caléulons

exp (+! (XY +X_ )) =exp tht'XY exp log ch't,'HY exp tht'X_
2 Yy )2 2 Yp

exp(t' (X +X_ )).0 = tht'X_ = tX_, est dans B » puisque exp(t' (X, +X_ ))
e Ty, Yo Vg vy,
est dans G .

Le deuxiéme terme dans (2) s'éerit

~ n(plexp(- tX) , 0) = log(l ~ ti) n(exp(H_ ) = log(l - ti) H!
Yy Yy

( H; composant de HY dans ¢ ). C'est une fonction holomorphe pour Im t > =
L L

Pour ces valeurs de t , on a finalement une majoration de la forme
ReAM(H )
[ G exp X mm o k) | < o(1 4 |6 |1 = i ¢

et si )\(HY ) est négatif assez petit
L i -
Iq;}\(k exp tX nmym xh [<c@+ |t]) 2 .

Donc J(y 4 A) =0 &

268
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5« Pagsage du cas régulier au cas singulier,

Soit toujours i une sous-algébre de Cartan d¢ g telle que Y appartienne
au centralisateur I de # . On peut supposer 6(i) =i . Alors 6(g) = g+ 9y
désignant le centralisateur de Y . L'algdbre réductive gY est somme directe de
son algebre dérivée g, et de son centre a tous deux invariants par 6 . La
restriction de © & g; est une involution de Cartan. Soit &, une sous-algebre
de Carten de g, invariante par 6 et fondamentale (i. e. la trace de i, sur
t ng; est un sous-espace abélien maximel). Alors i, + a est une sous-algdbre
de Cartan de g invariante par © et centralisée par Y . On peut donc prendre
i= il + a « Désignons par G, le sous-groupe connexe de & dtalgébre de Lie
g, » par I1 le centralisateur de il daans Gy « Pour passer du cas régulier au

cas singulier, on utilise les lemmes suivantis.

LEMME 2. - Soient m une fonction numérique sur El (revétement de G1 ) et

<I>m la fonction numérique définie sur l'ensemble des -éléments réguliers de ‘fl

lcentralisateur de i, dans G, ) par :

%0ry) =0) /. e’ g ag

171

B(Y,) = exp(- P, (H,)) GQP (exp(a(H;)) - 1)
1

H1 € ilc et exp H st l'image de Y, dans le groupe simplement connexe d'al—~

gébre 916 * Pl est 1l'ensemble des racines positives de 9, bar rapport & il y

et p; leur demi-somme. Soit p 1'opérateur différentiel invariant M H, sur
aEP
1

~

I1 « Alors, lorsque Y1 tend vers 1 en restant régulier,

lim D@m(yl) = am(1)

8i m est continue 4 support compact et ob & est une constante non nulle indé-

pendante de m (cf. [10]).

IEMME 3. - Soit f continue & support compact sur G « Pour g e G, posons
-1
m (g") = £lgve'e ) .
Alors

/G/GO dg Dbmg(yl) > a /G/Gz ag mg(l)
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Jorsque Y, € I1 tend vers 1 en restant régulier ainsi que YYqy o

Ce lemme est facile. Notons que

g g = : 0—1/ g / -~ a¢
/G/Io (® ag = 1, : 1] G/&?d / f(ggl) &

dono

- -1 -] - [
/G/Io £levy, € ag=[1, : 1¥] /G/GO dg /G 10 fleve, v, & € dg,

-<
b
-

clest-a-dire

200 /o teny &) ag=[1, : 1077 Lo % o ()

Y
et finalement

X -1 o] -1 [ -1
1aDAly) / _fleyy, &) ag=1[1, : 197 a /  ak £(aye .
Yl"’l 1 G/Io 1 1 1 G/G$

IEME 4. ~ Le résultat précédent s'applique & f = 4, 2 Yy lorsque 7\.(H ) est
négatif assez petit (cf. [13], p. 116-125), Y1

On a done (I° = GYY puisque vy, est régulier)
1
~1
LmDA(y,) Tlyy, » N = [1; 2 1317 a d(y , N .
Yl->l
5i Y n'a pas de point fixe dans B , °=c n'est pas compact, donc YY,
n'a pas non plus de point fixe. Alors T(OY; » N 20 (cfe n° 3), Done J(y , N=0.

Si Y a un point fixe, I° est compact, donc YY; @ aussi un point fixe. On
peut supposer que
y:epo,yl:epol(H,HleI)), t=9, L =hng .

Alors I1 est connexe et

Iy, » M)

=T (expG®) - exp(- 2()) 1 I e(s) explsal +H) +s (H+H)
acp SEW

8(Y,) = exp(~ p; (8, ))ﬂ (exp(a(ﬂl)) - 1)
1
a0 Tbry N = T (exp<2(ﬂ + 1)) = expl- 3 + BT

agp,
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(pourvu gue 1l'on ait ordonné les racines de hn <f} de telle sorte que les raci-
nes positives de §H n 9 soient les racines positives o de Y dont le vecteur

Xa est dans 91,:: )e
On tire facilement de 1a que :

lim DA(yl) Jlyyy » N
Yl-»l

ggg (exp @) - exp(- $E)) ™ w X s T (o008 + op)) e (on ol
1

1
W, est le groupe de Weyl de fc N g, et W son ordre.

Reste & calculer a . I est facile de prouver que

glc = flc * Py * Paa ol flc = g"lc n flc 4 P1+ = glc n P+ °
I1 en résulte que (}l/K1 a une structure complexe.

C'est un domaine symétrique borné BY « Le groupe G1 est localement isomorphe
au produit d'un groupe compact et du groupe des transformations conformes de BY o
On peut alors définir, pour toute forme lirédaire )\.1 sur I)c N g, nulle sur
cng, dx1 et %\1 « Le lemme 2 s'applique &4 m= \|)>\1 et

-l L]
ady, = lim / ¥ (g, Y, &) dg
A Yol 6,/1° ML 1

Y, régulier

}%li-!)no D{2 e(s) exp(sh (H,) + sp, (1))}

H1 régulier

w T (A ) +p (H))
otePl 1Yo la)

1}

et d'autre part
A]_ (Ha) + pl (Ha)
Py ()

b
. = (= 1) Yy
d.,\1 = (-1) 1/ (BY) agpl

( bY = dimensions complexes de BY ).
Dol
-1 -
a = (- 1)bY/V(BY) py (Hy) ! .

(Bien entendu les mesures sur G BY s Ilo ont été normalisées comme sur
G,B, I )
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D'od J(y , A) (voir n® 6).

6. Le résultat final.

din T , o) = fv(GY/PY) X (Y)

la somme (finie) étant étendue & un ensemble de représentants des classes 4'élé~
ments conjugués de I' qui ont un point fixe dans B .

b
XW = 0 Vee) (o ) T @) T (mGE) - ook 5017

aféPY
x sewYZ/w e(s) (IEPY (s/\(Ha) + sp(Hu)) exp(sA(H) + sp(H) .

H est un élément de L tel que exp H soit conjugué & y «
gY désignant le centralisateur de H dans g et gY sa partie semi-simple,
1

P, est l'ensemble des racines positives de gY par rapport & § =g, n}
Y 1 Yi TNy

et pY leur demi-somme, w_, est le groupe de Weyl de fng, .

Y Y1

B, est le domain Stri borné ' dré par
Y e e symétrique borne Q{,L/&l (G.Y1 groupe engendré par ng ,

et KYl groupe engendré par ¥ n ng ). bY est la dinension complexe de BY °

Les mesures invariantes sont normalisées de la fagon suivante ¢ on part d'une
megure euclidienne sur B, , on en déduit une mesure GY invariante sur
By = G /1% puis une mesure invariante sur G, . Les éroupes compacts A
1 1 1
(groupe engendré par ) ) et IY1 {groupe engendré par ng ) ont des mesures de
magse égale & 1 .la megure sur le centralisateur G de y dans G, ouce qui

revient au méme; le centralisateur Gexp y de H dans G, est déterminé par la
formule 4'intégration
- . ~
/@ ag=/ ag / £(gg,) dg; o
G/A G/GO G /I 1
exp H Yi Y1

Remarque, ~ Si y est régulier, il faut vérifier que la formule précédente
redonne le résultat du n® 3. Or dans ce cas, g, =10 , BY est réduit & un point,
v(B) =1, P, est vide et v = {1} . La mesure de Haar de G, qui est compact
est égale 3 1 . On retombe bien sur ses pieds. De méme si Yy =1, GY =G,

B =B, P =P, wy, = v et la normalisation de la mesure de Haar de G est
celle du n° 1 . On retombe encore sur ses piedse
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