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Séminaire BOURBAKI
16e annde, 1963/64, n° 259 Décembre 1963

L4 ’ - ’ 4
DEMONSTRATION E?I_EMENTAIRE D!'UN THEOREME DE PERIODICITE DE BOTT

par Adrien DOUADY

[d'aprés un exposé de ATIYAH et BOTT, fait & Seattle en 1963]

Dans cet exposé, quand on parlera de fibrés, il s'agire de fibrés vectoriels
complexes (on n'exige pas que la dimension soit la mdme sur les différentes com-
posantes connexes de la base). Tous les espaces considérés seront supposés para~

compacts.

I. Sorites sur le foncteur K .

A. Les foncteurs K et K,

Pour tout espace X , soit J(X) l'ensemble des classes d'isomorphie de fibrés
sur X . Mpni de 1'opération @ (somme directe), J(X) est un monofde commta~
tif. On note K(X) son groupe symétrisé. Ll'application canonique J(X) - K(X)
n'est pas injective en général, car il peut y avoir dans J(X) des éléments non
réguliers. 51 E est un fibré sur X , on notera E 1a classe de E dans KX »

On a done
A A
E=E' <= 31 F, E@FXE' @F .

K est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces paracompacts et clas—
ses d'homotopie d'applications continues dans la catégorie des groupes commtatifs

Soit SPc rO*

°e=(,0,..,0) .S0it D} (resp, D)) llensemble des 5= (s , eer , s)
tels que s >0, (resp. <0),0na Do nD =s"" 5,

e

la sphére unité euclidienne j on prend pour point de base

-n
On pose K (X) =Ker[e® : K(S® xX) »K(X)], ou & est 1'injection de
n
X=exX dans S xX ., Si 7 SnxX-rX est la projection, on a
* % -
€ on = IK(X) , et K(s" x xX) =KX 0 E(X) «

B. Fibré différence.

Boit E un fibré sur X , notons E° 1le fibtré sur S™F x X , image réeiproque.

Sn-l

de E par la projection de xX suwr X , et soit f un automorphisme de
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A. DOUADY

E° . Nous allons définir un &lément d€ , £f) de K(X) . Notons E' (resp.
ET ) le fibré sur Dx: x X (resp. Df_l x X ) image réciproque de E . Soit Y 1e
fibré sur S" x X obtenu en reeollant E' et E- & 1'aide de

N+
E 3E H
1%t st
& a3 . ‘2 ~-n 7 2
on pose d(E , f) =E - E" . Clest bien un &lément de K - (X) , car les fibrds

Ef ot E! induisent sur X =e x XA des fibrés isomorphes & E : pour o , qui

£

n'est autre que l'image réciproque de E par la projection, ctest évident, et
pour Ef y c'est deux fois plus évident car on a le choix entre deux isomorphis—
IeSe

. . o L % * % =1

Si f est un automorphisme de E° , son normalisé f=1f o (1" &* £) est un
al\;;tomorphism de E° induisant 1'identité au~dessus de X =e x X , et on a
it~ pf . Yo

X< E” . On a également =1f.

Tout endomorphisme a de E donne naissance & un endomorphisme de E° que
nous noterons encore a .

Propriétés élémentaires.

(1) dE€ , 1) =0.

(i1) si f et g sont homotopes parmi les automorphismes de E° ,
aE ’ f) = d(E ’ E) .

(ii1) d@ , D) =dE , ) .

iv) dEeE' ,fef') =dE , £) + dE' , £1) .
b
(v) si f et g sont deux automerphismes de E° ,
aE , fo g =dE, f) +4dE , g .

La propriété (v) se déduit des précédentes en remarquant que les automorphismes
o
fogel et fog de E®E sont homotopes.

Co Description de KR .

Pour tout fibré E sur X , notons A(E) le groupe des automorphismes norma-
lisés de E° (i. e. qui induisent 1'identité au-dessus de e x X )« Nous écrirons
fY¥ g si f et g sont homotopes dans A(E) « Le théoréme suivent fait appa-
raftre K-n(X) comme quotient de l'ensemble (?) des couples (E , f) ob
f € A(E) par une relation d'équivalence.
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THEOREME DE PERIODICITE DE BOIT

THEOREME 1.
(a) Tout élément & de K (X) se met Sous la forme d(E , £f) , ot E est
un fibré sur X et fe A(E) ;

(b) Soient fe A[E) et f'e AE') ; pour que d(E , f) = dE' , £1) , il
faut et 11 suffit qu'il existe un fibré F suwr X tel que

fel,,elznlef' el

dans AE ©E' @ F) .

Démonstration.
(a) & stéerit G - él »ou G et G sontdes fibrés sur s %X ; posons
E=¢ G. Comme Dl: et Dx: sont contractiles, on a des isomorphismes normali-

sés ¢': E'oa n (respe ¢ ), qui se recollent en un isomorphisme ¢ de

D+x

Bl s G , en posant f = (q>+)"1 o ¢ .0nadonec G ~EF s et de mfme G, mEf.
A ~ ~ A~
Or £E~E =¢&*(G-G) =0 per hypothdse, donc

Aaf AT Af AT ~1
=E -E ~E] +E =dE , 1) ~dE, , ;) =dEeE, ,fef) .
(b) Procédons en plusieurs pas :

f

@ Vv f,geh@®) , B ~E8 = ru g « En effet, soit ¢ un isomor-

hY + -

. ‘2 £ + - y=1
phisme normalisé de E° sw Ef 5oma g=g¢ oofO((pE) y00 ¢ et o

Iz
sont les automorphismes de E” et E~ induite par ¢ o Mais (p+ ¥g NI, donc
fNg.,

() Pour £, gel(@®) ,si AE ,f) =dE , @ , il existe un fibré F sur
X tel que f@IFNgeIF.Eneffet dE€ , f) =dE , 9 => ﬁf=ﬁg,etn
existe un fibré H sur S x X tel que Ef ® H ~EE ® H « On peut supposer
= y o8 heA(F) . Diaprées (@), fohN goh ; en composant avec I @ h™ R
on en déduit f@IF'!gQIF.

() a€ , %) =aE' , ') = dE 0E' ,feI) =dE e B! y I f1) , et
on déduit de (B) qu'il existe un fibré F sur X tel que

O

f@IE,@IF(‘_’IEeaf'@L .

La réciproque est immédiate.
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A. DOUADY

II. ie théoréme de Botte

Dans ce paragraphe, n =2 et l'espace X est supposé compact, sauf & la sec—
tion F .

A, Enoncé du théoréme.

Notons § 1la fonction définie sur S1 par C(so ’ Sl) =s + :i.s1 « Pour tout
)
fibré E sur X, GL, € AE) ; posons n() =dE , CIE) .

’ h —
THEOREME 2 (BOTT)« - L'application n: K(X) » K 2(X) egt un isomorphisme.

Nous démontrerons ce théoréme & partir du théoréme 1 par une suite de réductions.

E étant un fibré sur X , un automorphisme f de E® sera dit laurentien

(respe polynomial, resp. affine) s'il se met sous la forme X Ck 8 (resp.
keZ

~

keN,resp. k=0,1), ed les a sout des endomorphismes de E , tous nuls
sauf un nombre fini. Si f est laurentien, (resp. polynomial, respe affine), il
en est de mdme de son normalisé f=rfo (;r* e* f)"1 . Notons AL(E) (resp. LP(E) )
respe A, (E) ) l'ensemble des automorphismes laurentiens (resp. polynamiaux, resp.
affines) normalisés de E° . On dira que I et g sont homotopes dans A.L(E) ’
et on éerira f “_!,L g 8'il existe un 41ément h € A_L(E) , 00 E est le fibré sur

X x [0, 1], image réciproque de E , induisant f sur X x {0} et g sur

X x {1} (resp. P , resp. 1)

Be Réduction au cas laurentien.

PROPOSITION 1.
() Tout lément & de K °(X) se met sous la forme d(E , £) , ob fe A (B).
(b) Soient fe A (E) et f£'e A (E) ;i A, £) =d@E' , £') , 1l existe
un fibré F sur X telque feo I oIy Ief! eaIF.
Démonstration.
(a) Soit Q la mesure définie sur st par
Qm(cos 8, sin 6) = cm(l + cos 9™ e ,

ou Ch est une constante choisie de facgon que / Q= 1 . 0 peut mettre & sous
la forme d(E , fl) avec f, € AE) . Posons g=Q % f (convolution) : g est
laurentien,et pour m assez grand, g sera assez voisin de f, pour &tre un
automorphisme de E° homotope & £, « Alors f =§ est un élément de A_L(E)
homotope & £, , ot on 2 g =a(E, £).
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THEOREME DE PERIODICITE DE BOTT

(b) Soit F un fibré telque f;, =fo I; @ IF et f]'_ = IE e f'e IF solent
homotopes dans A(E,) , oy E, =E@E' @ F. Soit h e A(E,) une homotopie ;
on peut approcher h, par un élément h € A.L(E‘l) qui induira sur X x {0} et
X x {1} des éléments g et g' de AL(EL) voisins de f, et f{ respective-
ment, Alors g et g' seront homotopes a f; et £, 1'homotopie étant donnée

par les barycentres sera laurentienne, et finalement fl “JL fi .

Ce Réduction au cas polynomial.

PROPOSITION 2.

(a) Tout élément & de K-z(X) ge met sous la forme dE , f) = n(G , o E
et G sont des fibrés sur X et fe AP(E) .

(b) Soient f e A.P(E) et f!e AP(E') ; si A , £) = d(E* , ') , i1 existe
des fibrés F et F1 sur X tels que

foly ol Cl Y horehell -
Démonstration.

(8) & se met sous la forme dE , f) ob f; € AL(E) . Pour m assez grand,

f:CmfleAP(E) .
Alors
E:d(E,fl)=d(E,f)—nﬂ(E,CI) ’
d'oy (a) en posant G=E"=E@ «ec 6F .

(b) Soit F tel que £, 0 f1 avec

fi=fel,el; et f1=Ipef &l ’
et posons El =E®E'®F . Soit he AL@Ti) une homotopie laurentienne de fl
a f] 5 pour m aasez grand,

m
g he A, E) et gl N g .
Posons F, = E? . On vérifie que
g e I, X o I .
g, ®f I ® R
I] en résulte que

N
£, ® z;IFl N, T 8 z;I.Fl .
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A. DOUADY

Ds Réduction au cas affine.

Si E est un fibré sur X , un endomorpaisme de (Em“)0 peut étre reprémenté
par une matrice ((m + 1) x (m + 1)) dont chaque case est occupée par un endo-
morphisme de E® . Si f = & +Ga +oeest " a_ est un élément de AP(X) de

degré < m , définissons L' (f) @ gl g™l par :
0
a, I O I 0 s
L .
» _ - [ J L] fk
- L] o ° .

s I 8.1 * . I

-G a 0 £ I Y £

N _ gﬂ-k
ou fk = a.k + eee + am .
On voit sous la seconde forme que L°(f) est un automorphisme de (13m+]')0 et
\%
sous la premidre qu'il est affine. Donc L°(f) € A 1 (Em+1) .

LEME 1,

n n
(a) V feAP(E) , L (f) _.PIEm@f.

® Vv fen@® , L@ Y I of.

i~
Démonstration. — Posons

I O I O tm am

_‘bC . .

k
o . . £
L:(f) = . . ° [ 3 k *
. e I

0 g I o £

On a L:(f) =1 _ef et Li(f) =1"(f) , et pour tout tef0, 1], L’t“(f)
est un autornorp}f?iism polynomial de (Eny'l)0 « De plus, si f est affine,
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THEOREME DE PERIODICITE DE BOTT

I 0 0
-4z .
g = L
. I tﬁl
0 g a_+ (1 -t ta

. ’ m, .
est affine. L'homotopie cherchée est donnde par les L, &) .

PROPOSITION 3.

(2) Tout élément & deK-z(X:) se met sous la forme d(E , £) = n(G , ot E et
G sont des fibrds sur X et f €A E) «

(b) Soient f & Al(E) et f'e Al(E') ; i 4@ , £) = d(E* , £') , il existe
des fibréds F et F, sur X tels que

N
f@IE,@IFeaCIFl-lIE@f'@IF@CIFl .

Démonstration.

(a) On peut mettre & sous la forme dE , f) , 0 f e AP(E) . Alors

E=dE , o =aE™ , ") .

(b) Soient FO et F1 tels que £; “.lp £l , oh

— - 1
fl_.feIE,@IF@CIFl et fl =T @f @IFeCIFl ’

et posons E =E@E' @ Fe F . Soit h e(ﬁl@? une homotopie polynomiale de

v
f, & f} , de degré m. Alors L") e A El+1) est une homotopie affine de

\% v
L(f,) a L(£1) , et
no Ym N Ym N
IEm@ £,0 L) Y T Y IEme £ ,

dtoh (b) en posant F = F_ BN

1 -

E. Démonstration du théoréme de Bott.

Soit E un fibré sur X . Pour f = a + Cal y O a et a, sont des endo-

morphismes de E , la condition f € A (E) s'éerit @

(1) ao+al:I.
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A. DOUADY

(1i) Pour tout xe X et toute valeur propre A de e, (® , R ;é
8i fe 4 (E) , on peut donc pour tout x e X decomposer de fagon unlque la fibre
E(x) en somme directe de deux espaces vectoriels E (x) et E, (x) , stables par
8 (x) , tels que les valeurs propres A de 1l'endomorphisme de Eo(x) (resp.
E, (%) ) induit par a (x) vérifient R(\) < % (resp. R(A) > —:12-) ; le lecteur
se convainera que cette décomposition sur chaque fibre définit une décomposition

du fibré E sous la forme E ®E, , qu'on appellera décomposition associde & f .
Nous pouvons maintenant démontrer facilement le théoréme 2.
(8 n est surjectif.
Soit &€ K-Z(X) + On peut mettre & sous la forme d(E , f) =~ n(G) , od

feh (E) - Soit E = E ®E; la décomposition associée & f . On a

fN1 IE ® CIE : en effet, pour t € [0 , 1] , posons £, = tf+ (l—t)(% @C]'E ).

Pour tout X e X 1_J\x) =a (x, t) + Ga, (x5, 1) ,et tclJute valeur propre A
de a, (x, 1) est barycentre de A et 0 avee R(A) < = 5 ou barycentre de ?\
et 1 avec R(A)> 1— . Elles vérifient donc toujours R(?») ,é , et les

A €A . ® définissent 1l'homotopie cherchée.

] o &
On a maintenant £ = d(Eo ek, , IEO @ CIEl) - n(@ =nE, - G .
(b)) n est injectif.

~ P - N .
Soit Y=G-G' €K 2(X) , et supposons que n(y) = 0 , c'ewt-a~dire
ae , CIG) = d(e , I;IG,) « D'aprés la proposition 3, (b), il existe des fibrés

N ] ~
Fo et F, sur X tels que fl = f] » ou

— 3 °
£, = Z;IG@ IG, @ IF@ (;IFl et f} = IGe I;IG, <] IF ® C;IF1
Posons E=Ge G' ® Fa F
fl
induits par H sur X x {0} et X x {1} son‘b respectivement Ge F, et
~G o F, , et =0t .

;s H=E ;soit he A (H) wune homotopie affine de

a fi , soit H= H e H1 la décomposition de H associée & h . Les fibrés
G'e F, , donc Ge F

F, Modification des hypothéses.

Le théordme 2 s'applique également au cas o X est un C-W-complexe de dimen-

sion finie, car pour un tel espace
K =T [X ;B0 x2] et K°(®) =N[x;ou]

en désignant par [l [X ; Y] 1'ensemble des classes d'homotopie d!applications de
X dans Y . Il résulte du théoréme 2 que L'application BU_ x Z -»QU _ définie
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THEOREME DE PERIODICITE DE BOIT

dans [3] (ou [6], exposé 11), et qui donne naissance & n , est une équivalence

d'homotopie faible. La théorie des obstructions montre alors que

n:

[1]

(2]
(3]

[4]
(5]
[6]

KE) - K2 (X) est un isomorphismes
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