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Séminajire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n° 257 Mai 1963
: [Texte remanié en Juim 1963]

DOMAINES FONDAMENTAUX DES GROUPES ARITHMIEITIQUES

par Roger GODEMENT

Le fait qu'on peut construire, & l'aide d'inégalités simples, un domaine fon~-
damental de mesure finie pour le groupe SL(n , Z) dans SL(n , R) a été étendu
récemment par BOREL et HARISH-CHANDRA 2 tous les groupes linéaires algébrigues
définis sur le corps des rationnels (le volume fini, et la compacité quand il y
a lieu, sont obtemus dans [2], mais les résultats les plus précis, et qui sont
nouvesux méme pour la plupart des groupes classiques, se trouvent dans [1],
recueil 4'énoncés dont les démonstrations n'ont pas encore paru)s Le critére de
compacité pour GR/GZ a d'autre part été démoutré directement par MOSTOW et
TAMAGAWA [4] 3 1'8ide de méthodes tout & fait différentes de celles de BOREL et
HARISH-CHANDRA, nettement plus -simples, mais qui, jusqu’'d présent, n'avaient pas

’

été étendues au cas général.

Le but de cet exposé est de montrer qu'en fait on peut étendre la méthode de
MOSTOW et TAMAGAWA de fagon a obtenir, dans le cas général, les inégalités 3 la
Minkewski annoncées par BOREL dans [1], et obtenir ainsi une démonstration fort
simple de celles-ci, plus simple méme, on l'espére, que celle de BOREL... Cette
nouvelle démonstration a été obtenue récemment par A. WEIL et le conférencier.

On ne suppose connus du lecteur, outre bicn entendu le matériel de la théorie
des groupes algébriques qu'on peut trouver dans le Séminaire Chevalley, daas [3],
et dans les articles passés, présents et & venir de BOREL, que les notions les
plus simples sur les groupes adéliques, qu'cn trouvera dans les premiéres pages &
[6]. 81 G daésigre un groupe lindaire algébrique défini sur le corps k = Q des
nombres rationnels, .on note Gy e groupe adélique correspondant, et GX le
sous-groupe fermé de G, ensemble des g tels que |x(g)| =1 pour tout carac-
tére ratiomnel y de G défini sur k ; on a évidemment G, ¢ Gz en vertu de
la formule du produit.

L. La réduction de Minkowski dans GL(n) .

1,1, ~ Hauteurs.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie défini sur k come variété
algébrigue (en goxrte que, pour toute extensicn k' de k , 1'ensemble

v se déduit du vectoriel V par extension & k' des scalaires). Il est clair

kt Ik
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R. GODEMENT

que V, est le A-module déduit de Vk par extension & & de 1l'anneau de haase

k , et que GL(V)A s'identifi€ canoniquement & GL(VA) . On dira qu'un x e v,
est primitif s'il existe un g ¢ GL(VA) tel que g(x) soit un élément non mul
de Vk « 5i 1'on a choisi une base (ai) de Vk sur k , cela veut dire que

xp #0 pour tout p et que, pour presque tout p fini, les coordonnées de xp

par rapport & cette base sont des entiers p-adiques premiers entre eux.

Sur l'ensemble des éléments primitifs de VA ; on appelle hauteur toute fonce-
tion |lx|| » & valeurs strictement positives, obtenue de la fagon suivante : pour
chaque p (fini ou non) on choisit sur Vp =V, une norme || “p compatible
avec la valeur absolue définie sur k_, et cela de telle sorte que, pour presque
tout p fini, et pour tout x € Vp » le nombre “x“p soit le maximum des valeurs
absolues des coordonnées de x par rapport & une base de Vk choisie une fois

pour toutes. Ceci fait, on pose
= n X
el = Tl
pour tout x €V, primitif. On vérifie aussit8t les propriétés suivantes :

(i)El.‘ x|t et lkll" sont deux hauteurs, le rapport |k||'/|kll" reste dans
un compact fixe de _l}j quand X varie

(ii) si des x, € VA primitifs tendent vers O dans VA alors ”xn“ tend

vers O

(1ii) inversement, si Han tend vers O , il existe des rationnels non nuls

}\n tels que 7\n X, ltende vers O dans Va

(iv) pour tout g € GL(VA) l'ensemble des £ € V), non nuls tels que le®l] <e
est fiml modulo k™ (et en particulier il yaun EZ0 tel que [jg(&)] soit

minimum)

(v) ona |itx|| = |t|.|kil pour tout t e A* et tout xe V, primitif

(vi) si M est une partie compacte de GL(Vy) , il y a des constantes
¢! , c" >0 telles que lion ait

cillxdl < llmGl < el

pour tout me M et tout xe VA primitif,

l42¢ = Réduction de Minkowski.

Prenons dans ce qui précéde pour V 1'espace vectoriel canonique de dimension
n, en sorte que V, = kK, v, = &% et GL(V) = GL(n) . On utilise dans ce qui

suit sur l'ensemble des éléments primitifs de A" la hauteur canonique, qui
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DOMAINES FONDAMENTAUX DES GROUPES ARITHMETIQUES

s'obtient comme suit : pour p fini, et x & Vp , on pose ”x“p = maximum des
valeurs absolues des coordonnées de x par rapport a la base canonique ; pour p
infini, et x € V_ = Bn , on prend lkll_ = racine carrée de la somme des carrés des
coordonnées de X . Posant G = GL(n) , on désignera par K le sous-groupe com-
pact de G = GL(n , &) définit comme suit : on pose K =I1K_ ob K = 0(n) ,

groupe orthogonal, et ou, pour p fini, Kp = GL(n , gp) - Enfin on note (ei) iKign

la base canonique de K",
I1 est bien conmu (et élémentaire) que toute matrice g e G = GL(n , A) peut
se mettre sous la forme g =kt , o ke K et ol t est triengulaire. On va

montrer que, pour toute g e G, , il existe y e G = GL(n , k) telle que
gy =kt , ou ke K et o t est une matrice triangulaire dont les termes dia=-

gonaux ti e A* vérifient les inégalités
|‘b /t, +1| c =2/3 .

En effet, d'aprés la propriété (iv) du n°® L.l on peut, modulo G, , supposer que
“g(el)H < llg(®) |l pour tout & e V, nonnul ; posant g =kt (kek, t trian-
gulaire, en sorte que Hg(el) Il = Itll , Vu que la hauteur canonique est invariante
par K ), et raisonnant par récurrence sur n en utilisant le sous-groupe de G
qui laisse fixe e; et stabilise le sous-espace engendré par les autres vec-

teurs de base, on peut supposer déjid réalisées les conditions Iti/tiq-]..l <e pour
i >2 . Exprimant que Hg(el)H < |lg(®)|l lorsque & est combinaison linéaire de
e et e, , il vient
[t | < ll(d + ) t) e + pt, 92”

quels que soient A, p €k non tous deux nuls, u étant un certain coefficient
de la matrice t ; posant x = tl/‘t;2 il vient donc |x| < [|(u + v) xe; + e2”
pour tout v € k ; comme on ne change pas les deux membres de cette inégalité en
multipliant x par un idéle dont chaque composante est de valeur absolue 1 s on
voit qu'on peut se ramaner au cas ot X est produit d'un élément non nul de k
per un élément de k_ =R, puis (en modifiant u et Vv ) au cas ol xp =1 pour
tout p fini ; ceci fait. on observe que, pour tout u €A , il ex1ste v ek
tel que u_+ v_  soit entier pour tout p fini et que lu + v | 'Z (miracle
dont le rédacteur ne se sent pas requnsable) 5 il vient alors, pour cette valeur
de v, 1'inégalité |x| <V1 + |x|?/4 , ce qui montre comme annoncé que
lt]_/ tzl Le

[I1 serait instructif d'étendre si possible la méthode précédentc 3 la carac—
téristique p , i. e. en prenant pour corps de base k = F (X) au lieu du corps

des rationnels.]
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2, Critére de Mahler.

2:ls = Une propriété de propreté.

Soient G un groupe lindaire algébrique défini sur k et H un sous~groupe
fermé et défini sur k de G . On a évidemment une injection contimue de HA/Hk
dans GA/Gk 5 on va montrer que celle-ci est propre lorsqu'on la restreint a
HX/Hk , autrement dit (c'est la méme chose car il s'agit d'espaces localement com—
pacts dénombrables & 1'infini) que cette application induit un homéomorphisme de

HX/Hk sur un sous-espace fermé de GA/Gk « On va faire la démonstration pour G

connexe, le cas général s'y ramenant immédiatement.

Dans ce cas, il existe en effet un vectoriel V défini sur k , une représen-
tation p de G dans V , définie sur k, et un a € V) non nul tels que H
soit le sous-groupe stabilisant la droite engendrée par a . Pour tout h € Hy
on a alors évidemment p(h) a = ta ou t e &A™ 3 inversement, si h e Gy posséde
cette propriété, chaque composante hp de h laisse stable la droite engendrée
par a , donc appartient & Hp set hel .

Soient A le caractére de H domné par p(h) a = Mh)a et Hz\ le sous-groupe
[IAh)] =1 de H ; on va montrer que 1'image de HX‘/Hk dans GA/Gk est fermée,
autrement dit que " Gk est fermé dans GA « Soit Io(k) le groupe des idéles
de valeur absolue 1 de k ; d'aprés ce qui précéde, Hy Gk est 1'image récipro-
que de I°(k),p(ak)a par 1'application contime g »plgla de G dems V, ; il
suffit donc de montrer que Io(k).p(Gk)a est fermé dans V, ; or 1°(k) est pro-
duit d'un compact par k¥ , et k*.p(Gk)a c V) est fermé, car discret.

On a ainsi une injection continue de H;‘/Hk sur un sous-espace fermé de GA/Gk H
comme il s’agit d'espaces localement compacts dénombrables & 1'infini, cette injec-
tion est un homéomorphisme. Comme HE/Hk est évidemment un fermé de Hl}{/ﬂk , la

démonstration est achevée.

2424 = Le critére de Mahler.

Le voiedl :

rd b Y
THEOREME 1., - Soient V un espace vectoriel défini sur k et G un sous-
groupe fermé et défini sur k de GL(V) . Pour qu'une partie M de G; soit
relativement compacte modulo G, » il faut et il suffit que la propriété suivante
soit vérifiée : étant donnés des m, € M et des Eh € Vk tels que mn(En) tende

vers O dans V, ,ona £n=0 pour n grand.
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DOMAINES FONDAMENTAUX DES GROUPES ARITHMETIQUES

Tout d'abord le résultat de 2.1 permet immédiatement de se borner au eas ou
G = GL(V) ; on suppose dans ce qui suit cue V est 1l'espace canonique de dimen-
sion n , donc que G = GL(n) .

Supposons M compact modulo G ; si mn(E,n) tend vers O , on peut poser
n=k v, ou les k = restent dans un compact de Gy et ol Y, € Gk 3 alors il
est clair que Yn(in) €V, tend vers O, donc est nul pour n grand par dis-
crétion «e:

Supposons inversement la condition vérifide. La propriété (iii) de l.l montre
aussitdt qu'il existe ¢ >0 tel que |m(£)|| > ¢ pour tout me M et tout
e k® non nul s comme on raisonne modulo Gk , on peut supposer m = kt avec
ke K et t triangulaire telle que |ti/ti+1| <e' (cfe L2)y ona
It] = llme)ll > c , et a'autre part |t ... tnl =1 vuque Mc GX ; d'ol des
majorations

0<e glty] Sey <4
en sorte que les t’i restent dans un compact de A* module k¥ s et comme les
matrices triangulaires vérifiant ees conditions forment évidemment un compact
modulo les matrices triangulaires rationnelles, la démonstration est terminée,

3. 04 1'on se déBarasse des groupes résolubless

rd “~
THEOREME 2 (ONO), - Soit G un groupe lindaire algébrique résoluble défini sur
k ; 1'espace (IrX/Gk est compacte

Soit p une représentation linéaire de G dans un vectoriel V , le tout défi-
ni sur k ; tout revient & montrer que, si des g, € GX et des E;n € Vk sont
tels que P(gn) &n converge vers O dans VA s aloers E’n =0 pour n grand
(en effet, une fois ce point établi, il reste 3 appliquer le critire de Mahler en
prenant p fidéle). On va raisonner par récurrence sur dim(V) , le cas eu
dim(V) = 0 ne présentant pas de difficulté.

Considérons sur V un polynSme P homogéne et semi-invariant par G, 1. e
tel que

Plp(g) x] = x(g) P(x)

ol ¥ est un caractére rationnel de G » et supposons P défini sur k (auquel
cas X 1l'est aussi). L'application de Vy dans A Qéfinie par P est continue,

205



R. GODEMENT

done P[p(gn) En] converge vers O dans A , de sorte qu'il en est de mfme, vu
(11) e L.1, ge

|Plele) &1 = Ix(g )l 1p(e )| = [p(g)l 5
or P (E}n) est rationnel, donc nul ou bien de valeur absolue 1 ; par mite, on a
P(&n) =0 pour tout n assez grand.

Pour achever la démonstration, notons que, puisque G est résoluble, on peut
trouver un semi-invariant F homogeéne et de degré 1 défini sur la clbture algé-
brique k¥ de k (prendre un vecteur propre de G dans le dual de V ). Appli-
quons le résultat déja obtemu au polynbme P =]l F¢ , ou o déerit le groupe de
Galois de k¥ sur k modulo le sous-groupe laissant F fixe ; on voit alors,que,
pour n assez grand, & appartient au scus-espace W =1l Ker(F%) e V , et
1'hypothése de récurrence montre alors que F,n =0 pour n grand, ce qui ter-
nine la démonstration.

4, Une remarque sur le passage au groupe adjointe

L4 Y
THEOREME 3. - Soient G un groupe linéaire algébrique défini sur k et ¢*

son groupe adjoint. Alors l'application canonique GX/Gk - GK/G; est propre.

Supposons d'abord G réductif et commexes G étant réalisé comme sous-groupe

fermé de GL(V) o V est un vectoriel défini sur k , désignons par M 1'al-
gébre associative formée des combinaisons linéaires d'éléments de G , et par 2
le groupe multiplicatif des éléments inversibles du centre de M o Evidemment 2
est un groupe linéaire algébrique défini sur k , qui commte & G , et 1'on peut
donc former H = GeZ , sous-groupe fermé de GL(V) aéfini sur k . Il est clair
que GnZ estle centre de G , i. e« le noyau de la représentation adjointe
puisque G est connexe, et par suite on a des isomorphismes canoniques

6¢* =6/G n 2 = H/Z . Pour montrer que 1l'application GX/Gk»G_;"/G;L< est propre il
suffit donc, puisque la composée de deux applications propres est propre, de mon=
trer qu'il en est ainsi des applications CrX/Gk - HX/Hk et HE/Hk - GZ/G;: » Pour
la premidre, cela résulte du n® 2.l. Pour la seconde, notons que, G étant réduc-
tif, son algébre cnveloppante M est semi-simple, done eussi le centre de M .
Le théordme 90 montre donc que, si k' est une extension galoisienne de k , de
groupe de Galois X, ona ' (=, Zk,) = 0 . Comme les points rationnels sont
denses dans H/Z (on est en caractéristique O ) on déduit de 1, par un argu-
ment connu [6], que la fibration de H par Z est localement triviale, et par
suite que HX/Hk est un fibré principal de base GK/G; et de groupe structural
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DOMAINES FONDAMENTAUX DES GROUPES ARITHMETIQUES

;K/Zk compact vu le théoréme 2, d'ol la propretés [N. B« = Ce raisonnement uti-
lise le fait que z° = p N Hz ; lequel provient de ce que les restrictions & 2

A
des caractéres rationnsls définis sur k de H forment un sous-groupe d'indice

fini du groupe des caractéres de Z ratiomnels et définis sur k , résultat vala=
ble pour tout groupe réductif.]

Le théoréme étant établi pour G réductif connexe, il reste & examiner le cas
général. Pour cela, on se raméne au cas réductif en passant au quotient par le
radical unipotent (opération inoffensive puisque la fibration par un sous-groupe
unipotent est toujours localement triviale), et le cas réductif se raméne au cas
réductif connexe en observant que, si H est la composante connexe de G » le

quotient QA/HA est compact (mais non finie.o)e

5. Groupes réductifs anisotropes.

Un groupe réductif G défini sur k est dit anisotrope si tout g e G, est
semi-simple, i. e. si aucun élément de G n'est unipotent (la décomposition en
semi-simple et unipotent est valable sur k ) 3 11 revient au m@me d'exiger que
tout élément rationnel sur k de l'algdbre dérivée de 1l'algébre de Lie de G soit
semi-simple, i. e. que la dite algdbre dérivée ne contienne aucun élément ratione
nel sur k et nilpotent. Ainsi, dire que G est anisotrope revient & dire que le

groupe adjoint est anisotrope.

’ \
THEOREME 4 (BOREL-HARISH-CHANDRA). - Soit G un groupe réductif commexe défini
sur k o Pour que GX/Gk soit compact, il faut et il suffit que G soit anisotrops

Vu le théoréme 3 on peut passer au groupe adjoint, i. e. supposer que G est le
groupe des automorphismes d‘une algébre de Lie semi~simple g définie sur k ,
auquel cas on va prouver que GA/Ck est compact. D'aprés le théoréme 1 il suffit
de montrer que si 1l'on a des 8y € GA et des En e 9 tels que gn(gn) tende
vers 0 dans g » alors En =0 pour n grand. Or désignons par P 1l'un quel-
conque des coefficients du polynbme caractéristique de Ad(X) , o X est un é1lé-
ment générique de g o Alors P est un polynéme sur g , & coefficients dans k ’
et invariant par G ; et P(gn(in)) = P(Sn) tend vers P(0) , en sorte que
P(&n) = P(0) pour n grand. Autrement dit, 1'opérateur Ad(in) est nilpotent
pour n grand, et comme g nhe contient pas d'éléments nilpotents non nuls, on
en conclut que €n =0, ce qui termine une belle démonstration due & MOSTOW et
TAMAGAWA [4],

Quant au fait que G est anisotrope si QA/Gk est compact, on observe d'abord
que la seconde propriété entraine que, pour tout Ee 9 » llorbite G, (8) est
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fermé dans G, ; mais si G n' était pas anisotrope, on pourrait prendre & nil-
potente et alors il existerait dans G un sous-groupe (fermé et défini sur k )
stabilisant la droite engendrée par & sans stabiliser le vecteur £ Ilui-mfme
(cf. [2], pe 2L) ; ainsi, GA(E) contiendrait la "droite" A*.£ , en sorte que
0 serait adhérent 3 G, (&) , ce qui est absurde.

[Lle raisonnement du théoréme 4 s'applique directement, i. e. sans passage au
groupe adjoint, lorsque G est plongé dans un GL(V) de telle sorte que l'orbite
G(5) de tout fe V) soit fermé au sens de la géométrie algébrique. Cette hypo-
thése permet en effet immédiatement de "séparer" O des & #0 i l'aide des in-
variants de G & coefficients dans k , et on raisonne alors comme MOSTOW-
TAMAGAWA, Il serait intéressant de savoir ei tout groupe anisotrope admet une re-
présentation fidéle de ce type, y compris en caractéristique p . D'une maniere
générale, on n'a pas 1'air de savoir grand'chose sur ces questions d'orbites, qui
devraient pourtant présenter un grand intérét & tous points de vue.]

6. Groupes réductifs généraux : racines simples.

Ce paragraphe & peur but d'apporter (sans démonstrations) certains compléments
indispensables & un exposé antérieur [3]. Voir [1].

Ae = Soit G un groupe réductif connexe défini sur k , et non anisotrope, de
sorte que G, contient des é1léments unipotentse autres que e o D'aprés [3],
théordme 9, il existe dans G des tores définis et décompesés sur k et non con-
terus dans le centre de G ; on désignera par T un tore défini et décomposé sur
k , et maximal relativement & ces conditions ; T est unique modulo conjugaison
par un élément de Gy ([3], corollaire 1 du théoréme 6). Soit g 1'algebre de
Iie de G (on s'excuse de ce recours & la caractéristique O «ss ) et, pour tout
caractére a de T, soit g(a) le sous-espace des X € g tels que
Ad(t) X = a(t)X pour tout t e T ; alors chaque gf(a) est défini sur k , et g
est somme directe des g(a) non nuls. Les a tels que gla) ne soit pas nul
sont les racines de G par rapport a T (on inclut le caractére unité parmi les
racines), ce sont évidemment les restrictions & T des racines de G par rapport

3 un tore msximal contenant T .

Soit r = @im(T/T n2) ou Z est le centre de G - on dira que r est le
rang d¢ G sur k . Alors il existe r racines lindairement indépendantes
QA 5 esey ar telles que toute racine de G par rapport & T soit une combi~

naison lindaire 3 coefficients entiers tous de m@me signe des a, ; une fois

choisi un tel systéme de racines simples, on peut parler de racines "positives™
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(et réeiproquement, pour construire un sygtéme de racines simples on ordonne tota-
lement les racines et on considére les racines positives indécomposables). On
désignera par U le sous-groupe de G dont l'algébre de Lie est la somme des
gla) avec a >0, par 2Z(T) - c'est évidemment le centralisatdur de T - le
sous-groupe correspondant & g(0) , et par P le sous-groupe engendré par Z(T)
et U ; on montre facilement que P est un sous-groupe parabolique minimal de G
au sens de [3], que U est son radioal unipotent et est un sous-groupe unipotent
défini sur k et maximal de G , enfin que -P est produit semi-direct de U et
de Z(T) . Le groupe Z(T) est réductif, a pour centre T , et est anisotrope
pulsque T , qui en est un sous~tore décomposé maximal, est dans son cantre.

Bs ~ Pour tout i tel que 1 < i<r , considérons les racines a = 2 n,(a) aj
pour lesquelles on a ni(a) > 0 ; la somme des g(a) correspondant 4 ces racines
est l'algébre de Lie d'un sous-groupe P(i) de G , défini sur k et contenant
P.Ona P(i) = 2(i) U(i) (produit semi-direct sur k ) od 2Z(i) est le groupe
réductif engendré par les racines telles que n, () =0, et U(L) cU 1le groupe
unipotent engendré par les racines telles que ni(a) 1 . I1 est clair que Z(i)
est de rang r - 1 : il admet T pour tore décomposé maximal, P n Z(i) pour
sous-groupe parabolique minimal, et les racines simples de 2%(i) relativement a
T et 2(i) nP sont les a, (j #i) « Le rble joué par les 2(j) dans G est
joué dans 2Z(i) par les 2z(i) n 2(j) .

Pour chaque i , on désignera par V(i) un vectoriel défini sur k,par p; une
représentation définie sur k de G dans V(i) s et par a; un vecteur ration-
nel non nul dans V(i) , choisis de telle sorte que P(i) soit le stabilisateur
de la droite engendrée par a; 5 ona alors p; (p) a; =4 (p)a o 4 estun
caractére de P(i) défini sur k ("poids dominant" de p ) ; on dira que les
Py forment un systéme de représentations fondamentales de G par rapport & P
(termlnologle non orthodoxe : les représentations fondamentales sont habituel-
lement assujetties & avoir des poids dominants C& aussi bas que possible, condi-
tion qu'on n'impose pas ici). Il est clair que, pour tout i , les restrictions
des p. (j #1i) a 2(i) forment un systéme de représentations fondamentales de
Z(i) relativement & (i) n P .

Si G est de rang 1 sur k s 11 y a une seule représentation fondamentale
P 5 et il existe deux entiers strictement positifs a et b, ainsi qu'un carace
tére x de G, défini sur k > tels que 1'on ait sur T 1la relation

8 (8)% = x(t) oo ()

on en déduit alors que

209



R. GODEMENT

8
18, (t)] = lal(t)l pour tout t el n qg

ol s est un nombre rationnel strictement positif.

Enfin, le "théoréme de Bruhat" a été étendu par BOREL et TITS au cas étudié ici
de la fagon suivante : soit N(T) le normalisateur de T dans G et
W(T) = N(T)/Z(T) , groupe fini évidemment ; alors tout élément de W(T) est repré-
senté par un élément de N(T)k , et Gk est réunion des classes bilatéres U, VP

k Tk
ot v déerit N(T)k modulo Z(T)k + Nous n'aurons pas besoin ici de ce résultat.

7. Finitude du nombre de classeSe

Les résultats des § 5 et § 6 permettent déjd d'établir en toute généralité le
théoréme du "nombre de classes fini". Soit G wun sous-groupe fermé et défini sur
k de GL(V) , o V est un vectoriel défini sur k . Choisissons une base de
Vk sur k , et pour tout p fini soit Kp le sous~-groupe ouvert compact de Gp
qui laisse fixe le réseau p-adique engendré par la dite base. Désignant par «
le sous-groupe de Vk engendré par celle-ci, on a alors dans le groupe adélique
(}1.1 un sous-groupe ouvert

W(a) =G «x N K .
0 PR o
p fini
le résultat qu'on a en vue dans ce paragraphe est le suivant :

’ A Y
THEOREME 5. - L'enseible w(a)\QA/Cy est fini.

C'est évident si GA/Gk est compact (BOREL-LEBESGUE,..), en sorte qu'en passant
au quotient par le radical unipotent on se raméne immédiatement au cas ou G est
réductif. Utilisant le § 6, on voit tout d'abord que GA/PA est compact, car la
fibration de G par P est localement triviale ([3], théoréme 7), en sorte que
GA/PA N (G/P)A est la variété des adéles d'une variété compléte et m8me projec-
tive, donc est bien compacte. Puisque W(a) est ouvert, il y a donc un nombre

fini d'éléments x, de G, tels que

GA:UW(Q) Xi PA .

Désignant par ay le réseau transformé de a par X, 5 en sorte que

Xy W(ai) = W(a)xi on est visiblement ramené & montrer que P, est réunion finie
de classes bilatéres modulo W(ai) n PA a gauche et Pk a4 droites Mais

W(ai) nP, joue le méme r8le pour P, que W(a) pour G, » en sorte qu'on est
ramené & établir le théoréme 5 pour P , i. e. pour P modulo son radical unipo-
tent, i. e. pour un groupe réductif anisotrope, et alors le résultat cherché est

une conséquence du théoreme 4 et du fait évident que
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0
GA =G GA .

On notera qu'on a en fait démontré que GA est réunion finie de classes

W(a)ka . On va en déduire le résultat suivant s

THEOREME 6. - Soient V un espace vectoriel défini sur k , « un réseau dans

v G un sous—groupe fermé, connexe et défini sur k de GL(V) , et P un

k ’
sous-groupe parabolique minimal de G « Soit ' le sous~-groupe de Gk qui laisse

fixe le réseau a . Alors l"\Gk/Pk est fini.

On a éviderment T = Gk n W(a) « Ecrivons G = U W(a)xi Pk avec des X, en
nombre fini, et en particulier Gk cU w(a)xi Pk 3 il est clair que Gk est con-
tenu dans la réunion de celles des classes W (a)xi Pk qui rencontrent effective-
ment Gk , et pour une telle classc on peut supposer X, = E;l € Gk 5 11 vient

alors trivialement G = U Tg P, d'ob le théoréme.

On déduit immédiatement du théoréme 6 les résultats suivants @

(i) les sous~groupes paraboliques minimaux de G sont en nombre fini modulo con-

jugaison par les éléments de T 3

(ii) si U est un sous-groupe unipotent de G , défini sur k , et maximal, les
sous-groupes I n E;U&;-L (g e Gk) de I sont en nombre fini modulo conjugaison

par les éléments de I' (on notera que les EUF,‘-L sont les divers sous-groupes

unipotents définis sur k et maximaux de G ).

8. Inégalitéds de Minkowski (énoncés).

A partir de maintenant G est un groupe réductif comnexe de rang r > 1 sur k,
et on utilise les notations du § 6. On se propose de construire dans GA des
ouverts Q définis par des inégalités analogues & celles du n°® 1.2 et tels que
G, = Q.Gk s ce qui mettra en évidence notamment le fait que GX/Gk est de volume
fini.

Choisissons pour cela une fois pour toutes un compact M dans GA tel que
G, =MPy et un ouvert relativement compact F dans PE tel que PX = F.Pk
(ceci est possible en vertu du fait que PX = Z(T)E'UA et que Z(T) est aniso-
trope) ; enfin, pour tout ¢ >0 , notons TA(c) la partie de T, définie par
les inégalités |0ti(t)l < ¢ ; on posera alors

Q(C) = MOTA (C) F .

Le premier résultat qu'on a en vue est le suivant :

THEOREME 7 (BOREL)s = Il existe un ¢ >0 tel que l'on ait Gy = Q(e) Gy o
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(Ce résultat implique aussitdt que GX/Gk est de volume fini ; en effet repre-
nons les Kp du § 7 et soit Km un sous-groupe compact maximal de G , en sorte
quona G =K P_ comme on le voit aussit8t ; le théoréme 5 montre alors qu'on
peut prendre pour M une réunion d'un nombre fini de classes Kx oi K est le
produit des K_ pour p fini ou non ; on est donc ramené & faire voir que
KxTA(c) Fn GX est de mesure finie ; or sur la classe ouverte KxP, la mesure
de Haar de GA est, & un facteur prés, le produit de celle de K par la mesure
invariante & droite de Py » et celle-ci est le produit des mesures invariantes
de Z(T), , de Uy et d'un facteur qui est le déterminant de la représentation
adjointe (adélique!) de Z(T), dans l'algébre de Lie de U, , déterminant qui
est un mondme & exposants entiers strictement positifs en les racines simples o5
la finitude du volums résulte aussitdt de 1i.)

La "réduction” indiquée par le théoréme 7 s'obtient en outre par une méthode
analogue & celle du n° 1.2, Considérons les représentations p; du § 6, et choi-
sissons sur chaque V(i) une hauteur (n® 1,1). Pour tout ¢ >0 , notons R(c)

l'ensemble des g € Gy qui vérifient les conditions suivantes ¢

llpl(g)alll < c“P]_(gY)al“ pour tout Y € Gk

llpz(g)azﬂ < cnpz(gY)aZH pour tout Y € P(l)k

llp(2)a,ll < ellpy(gv)a5ll pour tout vy e P(1), n P(2),
et ainsi de suite (les y qu'on autorise dans chaque inégalité sont éviderment
ceux qui ne détruisent pas les inégalités précédentesee.)s D'aprés le n® l.l,
(iv), on a évidemment Gy = (R(l).Gk ; ceci dit, on va établir aussi le résultat
suivant (qui implique le théoréme 7 trivialement, comme on vient de le voir - mais

on ne pourra pas démontrer directement le théoréme 8 sans passer d'abord par une

démonstration, au moins partielle, du théoréme 7) :

THEOREME 8. - Pour tout ¢ >0 , il existe wn c' > O tel que 1'on ait
R(c) cQ(c').Pk (il est évident que R(c) est invariant & droite par P )e

9. Démonstrations des théoremes 7 et 8.

9,1+ - Démonstration du théoréme 7 (rang 1 )o

On suppose G de rang 1 dans ce numéro. Tenant compte du fait qu'on a

o 0 _ 0
Pp=Ty Py Ty NPy =Ty ’
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(se ramener & Z(T) et observer que les caractéres de Z(T) définis sur k sont
déterminés, & un nombre fini d'ambiguités prés, par leurs restrictions au tore
décomposé maximal T ), on voit qu'il existe sur G, wune fonction d(g) continue,

strictement positive, et vérifiant

o
d(gtp) = d(g) loy(t)| pour teT, et peP, .
Considérant le compact M tel que G, = M.P, choisi pour définir les Qe) , il
est clair que d(M) est un compact dans Bj et par suite que, pour g = mtp
meM, te T, et pe PX = F.Pk) les nombres d(g) et lctl (t)| sont "équi-
valents". Par conséquent le théoréme 7 équivaut & la relation
sup inf d(gy) <+
geGA yeGk
11 suffit du reste évidemment, dans ce qui précéde, de faire varier g dans
l'ensemble E des g tels que l'on ait d(gy) > 1 pour tout y e Gk s et le
résultat cherché va non moins évidemment résulter du fait que E n GX =E° est
compact modulo Gk .

Il reste & établir ce dernier point, et pour cela on peut remplacer E® par son
image dans le groupe adjoint (théoréme 3) ; done (théoréme 1) il reste & montrer
que si des g € E® et des g, rationnels dans l'algébre de Lie g de G sont
tels que -‘\d(gl”)“.',n tende vers 0 dans g, , alors F,'n =0 pour n grand. On
voit d'abord, en raisonnant comme dans la démonstration du théeréme 4, que 1'on
a P( E‘n) = P(0) pour tout invariant P de la représentation adjointe, en parti=
culier pour les coefficients du polynSme caractéristique de Ad(?) 3 donc les
Ad(En) sont nilpotents pour n grand ; écrivant ¢ comme somme direote de son
centre et de 1l'algébre dérivée g' , et remarquant que la composante centrale de
é}n est nulle (car Ad(gn) opére trivialement sur le centre de g ) on voit qu'on
a en outre 511 € gl'{ pour n grand ; donc les E’,n engendrent dans G des sous-
groupes unipotents & un paramétre définis sur k , donc transformables par Gk en
sous~groupes de U , et on voit donc qu'au besoin en remplagant g, Par g Y,
avec des Y € Gk on peut supposer les Eh dans 1l'algébre de Lie de U, i, e.
écrire

g, = g + & avec E;l; € g(al) et & e g(2a1) .
Ecrivons maintenant gy = kn ti'\ 3% ou les kn restent dans un compaet fixe, et
ou tn € TA s %, € Z(T)X sy w € Uy 5 comme les kn restent dans un compact, les
La(t =z un) tendent vers 0O ; mais il est clair, en vertu de la relation
Lad) 5 o(w)] cgX+ p) , que 1'on a
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Ad(‘l;n zy un) F,‘n s a ('bn) Ad(zﬁ)t;r'1 mod g(Ra;) ,
en s:orte que a, (tn) 4"‘d(zn)E,1',1 tend vers O ; comme par hypothése a; (tn) reste
supérieur & 1 , on voit que Ad(zn)&‘;x'1 tend vers O , mais comme 2(T) est ani-
sotrope le théoréme 4 montre qu'on peut supposer que les z, restent dans un com-
pact fixe - et alors Er'l tend vers O , donc est nul pour n grand. Ceci fait,

il reste & tuer la seconde composante E,;; , ce qu'on fait en observant que
L \R
Ad(tn 7, un) h=a atn) Ad(zn)a;;;
et en raisonnant comme ci-dessus.

9.2+ - Démonstration du théoréme 8 (rang 1 ).

On suppose toujours G de rang L , et or pose d'(g) = le(g) 8'1“ » Comme on
1'a vu au § 6, il existe des entiers positifs r et s et un caractére x de
G , défini sur k , tels que l'on ait

8T = x(B)eoy (8% s
la fonction d'(g)™/|x(e)l .d(g)® est donc invariante a droite par Py , et comme
GA/PA est compact on en déduit qu'il existe des constantes c' , c"> 0 telles
que 1'on ait
o' |x(@ld(@)® < a' (@7 < enlx(e)]a@)®

pour tout g € G, o Supposons alors g € R(c) , i. es d'(g) < ced'(gy) pour tout

Y 3 on a alors évidemment
c'lx(e)l da(e)® < inf Ix(ey| alen)®

orona |x(gy)l = [x(e) x(! = |x(g)| vu la formule du produit, et d'autre part
le théoréme 7, déja établi, montre que inf d(gy) est inférieur & une constante
fixe j on en déduit aussitét que la fonetion d(g) est bornée supérieurement sur

®(c) , ce qui établit évidemment le théoreme 8.

9.3 - Démonstration des théorémes 7 et 8 (cas général).

Comme le théordme 7 résulte évidemment du théoréme 8, on va se bormer & établir

celui-ci, en raisonnant par récurrence sur le rang T de G .

Considérons le compact M du § 8, tel que Gy = M.Py , et pour tout g€ ®(c)
écrivons g =mp avec mE€M et pe Py ; d'aprés la propriété (v) du n® L.l les
rapports “pi(gy)aill/npi(py)aill restent dans un compact fixe de Bj , et par suite
ilyaun c' telque pe R(c') . Posant p =tp' avec teT, et ple Pi =KB
on veit done qu'il reste & prouver 1l'existence d'un e" tel que 1l'on ait

|ai(‘b)| < c" pour tout i .
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Considérons le sous-groupe réductif Z(l) de rang r - 1 défini au § 6, et
posons p =zu avec 2z €%(l), et ue U(l.)A 5 1'hypothése que p € R(c) impli-
que, puisque U(L) est invariant par 2Z(l) et laisse fixes les a; les iné-
galités

llpy (2)ayll < cllpy (20)a,ll  pour tout ¢ e 2(1),

lipy(2)asll < elloy(z0)agll pour tout ¢ e z(1), nP(2),
etc., ot par suite z reste dans un R(c) du sous-grcupe Z(l) ; l'hypothése de
récurrence montre alors que les lai(t)l restent bornés supérieurement pour
ix>2.

I1 reste & majorer Ial(t)l . Pour cela, on utilise dans G le sous-groupe H
(réductif de rang 1) engendré par les racines proportionnelles a oy , et le
sous-groupe unipotent V engendré par les @ >0 non proportionnelles & a3
il est clair que H normalise V , contient Z(T) , et que P est produit semi-
direct de V et du sous-groupe parabolique minimal Hn P de H ; enfin, p;
est évidemment une représentation fondamentale de H o Cela dit, si 1'on écrit
p=thv avec veV, et he(in P)X s 1'hypothése que p € R(c) implique une
majoration de la forme

by (th)ay Il < cllp; (thy)a,|| pour tout y e B 3

comme H est de rang 1 , on en conclut que lal (t)] < et , et ceei achéve la

démonstration.

10. Construction d'ouverts fondamentaux.

Le théoréme 7 montre que, pour ¢ assez grand, G, est réunion des ouverts
Q(c) Y lorsque y déerit G 5 on se propose maintenant de construire dans G,

des ouverts fondamentaux pour G, , 1. @, des ouverts 6 tels que 1l'on ait

GA = sacl'k ’

et tels que, de plus, les Y € G pour lesquels l'intersedtion 6y n 6 n'est
pas vide soient en nombre fini, propriété qui n'est généralement pas vérifiée par
les Q(c) du § 8.

Pour cela, nous appellerons ouvert de Siegel dans GA tout ouvert

6 = M.T (c).F
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construit comme suit s T:o(c) est l'ensemble des t e T: (composante connexe de
1'unité dans le groupe de Lie T_ ) tels que 1l'on ait ai(t) <c¢ powr 1£igr;
F est un ouvert relativement compact dans PX , tel que 1'on ait PX = F.Pk ;
enfin, M est un compact tel que GA = M,F, , et choisi de telle sorte que 1'image
M de M par l'application canonique de GA sur G_ soit un sous-groupe com-
pact maximal de G adepté 3 T (i. e. tel que les algébres de Lie de M _ et

T solent orthogonales relativement 4 la forme de Killing de g, ou encore tel
1

que la symétrie par rapport i M se réduise 3 t >t sur T ). L'existence
d'un compact M vérifiant ces conditions est & peu prés évidente si 1l'on tient
compte d'une part de la compacité de GA/ PA et, d'autre part, du fait que pour
tout sous~-groupe compact maximal Mw de Gm ch a Gwz M Poo en vertu des théo-

rémes classiques d'Iwasawa.

L'hypothése faite sur M_ n'interviendra que dans les derniéres lignes de la
démonstration (et en particulier n'intervient pas dans les lemmes 13 4 ci~dessous).

Si 1'on compare 1l'ouvert 6 précédent avec 1l'ouvert Q(c) = M.TA(c).F , on
remarque tout d'abord que 1'on a
+ + o +
T, (e) = T (e) TX cT (e) By =T (e) FP_ ,
et par suite il vient Q(c) ¢ 6.P_; le théoréme 7 montre donc que l'on a

GA=6G-k

pour peu que c¢ soit suffisamment grand. Pour exhiber des ouverts fondamentaux,
il reste donec & établir le résultat que voici @

THEGREME 9 (BOREL). - Scient 6' et 6" deux ouverts de Siegel dans Gy 3
alors l'ensemble des Y € G, lels que 6'y rencontre 6" est fini.

La démonstration consiste & examiner d'abord tous les triplets (g' , g", Y)
tels que 1'on ait

gt e, ghed", Y € G et gy = g"

et pour lesquels y appariient & une classe bilatére donnée modulo Pk , autre-~
ment dit (théoréme de Bruhat-Borel-Tits) pour lesquels

Y = 7t
aveec w eN(T)k domné, n' , n" € P variables.
On posera dans ce qui suit

g' - m!tlpl , gll - mllt!lp"
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avec m' , m" eM, t' ,t"GT;(C);et p', P eF.

IEME 1, - Pour tout ¢ >0 et tout compact F de F, 1'ensemble des tpt-l
(t e T:o(c) , D €F) est relativement compact dans P, .

Puisque p et 1;p1;"1 sont évidemment égaux en toute place finie, il suffit de
se placer dans G_ . Alors p - zu o&_lz reste_jans un compact de Z(‘I‘)o0 efl u
dans un compact de UOo , et coome tpt = z.tut il suffit dlexaminer tut = .
Posant u = exp{X) , ou X appartient 3 la somme directe des g(a) pour toutes
les racines a >0, tout revient évidemment & montrer que lorsque X reste dans
un compact fixe, il en est de méme de Ad(t) X o Pour cela, on se raméne au cas
ou X e gla), , et alors Ad(t) X = a(t) X ; mais a(t) est un monéme & exposants
entiers positifs en les ai(t) , donc reste borné sur T+(c) , dlol le lemme.

1

IEME 2, - L'é1ément w . t'wt"™" reste dans wn compact fixe de T? .

Ia relation g'y = g" s'éerit en effet
m't'p't'-l.t'Y = mntuputu"l.tn

et montre, compte-tenu du lemme 1, que

-1 1

tIyt"T T = tintuntgnT
reste dans un compact fixe.

Considérons alors un vectoriel V défini sur k , une représentation linéaire
p de G dans V , définie sur k , et un veateur non nul a €V, tels que 1'an
ait

p(p) a = A(p).a

oi A est un caractére de P, défini sur k ., Choisissant une hauteur sur Vi

la propriété (vi) du n°® 1.1 montre que 1'on a (*)
lo(t nrumen=1) all 2 1 ,
ce qui s'écrit encore, puisque |A(a")| = 1, sous 1la forme
Al (e all x 1
crivant t'n'w = t''t' " Lawa T thw , il vient donc

s aet tr) oY) p(w) &l = 1

(") Ia relation x <Xy signifie que le rapport x/y reste dans un compact de

* . - .
R, , et la relation x <y qu'il reste borné supérieurement.
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ie Co
(1) At enrd) flotetrerty o) allx 1

Or t'n’t"l reste dans PX = F’Pk avec F relativement compact’; en appli-

quant 2 nouveau la propriété (vi) du n°® 1.1 et en tenant compte du fait que les
hauteurs des éléments rationnels non nuls de¢ V restent au large de 0 (pro-

priété (iv) du n° 1.1) on voit que Ilp(t'n't‘-l) p(w) all > 1, et par suite (1)
conduit 34 la relation

(2) At ly <1 .

On va montrer qu'en fait on a aussi 1l'évaluation opposée
3) At ety o1
autrement dit, en vartu de (1), que 1l'on a aussi

(4) lpte™d) o) all <2

En effet, il est tout d'abord clair que le vecteur & = p(w) a appartient au
poids A(w"1 t'w) , en sorte que (4) équivaut 2 la relation

At e~ o) &l < 1 ;

mais puisque n' € Pk , 6t comne P est engendré par les racines o >0, il est
clair qu'on a une relation de la forme

P(n') €= 2 E)‘

pt1) & = A" thw) Ale!) &
et oi chaque A est un mondme & exposants entiers positifs en les 4 3 la rela-
tion (3) ou (4) a établir s'éerit donc
2 aMe) gll<1

et résulte facilement du fait que, conme %' reste dans T+(c') , les  At')
restent bornés supérieurement.

Ceci fait, on voit donc en comparant (2) et (3) qu'op a A(w"1 t'wt"-l) =1
toutes les fois que & est un "poids dominant" de G par rapport & P ; or on

Y

sait que les restrictions & T de ces poids dominants engendrent un sous-groupe
d'indice fini du groupe de tous les caractéres rationnels de T ; il s'emsuit
aussitét qu'on a

x Gt enarl) <1
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pour tout caractére ratiommel x de T, et ceci démontre évidemment le lemme 2.

IEMME 3, - Pour tout j tel que 1<j<«<r, ona soit Otj(t‘)>-1, soit
we P(j) .

Comme le groupe de Weyl permute les racines, on a en effet pour tout i wne

relation de la forme

e, (w—l ttw) =11 g (t.')n:.Lj )

avec des entiers 0 g (w) tous positifs ou tous négatifs. Or on a les relations
o (tr) <1, aJL(xfl t'w) < 1
(la premiére parce que t' reste dans T:o{c') s la seconde en vertu du lemme 2
et du fait que t" reste dans T (")) ; il est donc clair que, si aj (t') ne
reste pas au large de zéro, on a ni.(w) >0 pour tout i, ee qui veut dire que
la transformée de la racine o, est dans P(j) pour tout i , ou encore que
WL e P(j) ; mais alors Wl est w sous~groupe unipotent défini sur k et
maximal de P(j) , donc conjugué de U par un élément rationnel de P(j) , et
par suite

WGP(j)k N(U)k::P(j)k Pk:'P(j)k y
ce qui achéve la démonstration.
IEMME 4, - Supposons que w n'appartienne & sucun sous-groupe parabolique Q

de G telquwe PcQ et Q#G . Alors les Y € B wh_, tels quo 6% ren-
contre 6", sont en nombre fini.

En effet le lemme 3 montre qu'alors o (¢') > 1 pour tout j , donc que
a.(t') X1
5
pour tout j , ce qui veut dire que t® = ti z' t'l reste dans un compact et

\,

ot z'eT nZ_ (o Z estlecentre de G ) ; le lemme 2 montre alors que

= t'i z' avec t'i dans un compact fixe. la relation g'y = g" s'éerit alors
m!ti_ z'ply = m"‘b'i z'p"

i. e, m’t'l. p'y = m"t‘l'. p" puisque 2' est dans le centre de G , et on voit que

A
Y reste dans un compact fixe, d'od le lomme,

Ie lerme 4 montre que, parmi les y e Gk y tels que 6'y rencontre 6" , ceux
qui n'appartiennent & aucun sous-groupe parabolique Q contenant P et distinct
de G sont en nombre fini. Pour achever la démonstration, il reste donc & faire

219



R. GODEMENT

Voir que, pour tout sous-groupe parabolique Q econtenant P , les Y e Qk tels
que S'yY rencontre 6" » et qui n'appartiennent 3 aucun sous-groupe parabolique
contenant P et strictement contenu dans Q , sont en nombre fini,

Or Q est produit semi-direct d'un groupe réductif H > Z(T) et de son radical
unipotent V c U , Désignant d'une maniére générale par g et qy les compo-
santes d'un q € QA dans la décomposition QA = HA VA » la relation g'y =g",
i, es m't'p'y = m"t"p" ou encore

mn"1 m'tiply = tip"

implique ol e Q n MM et se déconpose en les relations
-1

(5) @™ m')y P g = thpl

(6) Y}}l p}'{l £~ (o m')y t'ply=p"
pour montrer que les Yy en question sont en nombre fini, il suffit donc de faire
voir d'une part que les camposantes Yy Possibles sont en nombre fini, et d'autre

part que ’c,"'l(m“"1 m')v t' reste dans un compact fixe.

Pour établir le premier point, distinguons deux cas. Si H=Z(T) , i. e, si
Q =P, le lemme 2 s'applique avec w = e et montre que ™1 4 rests dans wn
compact fixe ; mais comme t' commute a (m""1 m')H puisqu'on suppose H = Z(T) ,
la relation (5) s'écrit (m""1 m')H P Yy = g1l t'pl , et montre que yy reste
dans un compact fixe, d'ol le résultat. Si maintenant H # Z(T) , le lemme 4
s'applique & H (relativement & T et H n P ), et pour en déduire que Yy ne
peut prendre qu'un nombre fini de valeurs il suffit, puisqu'on est dans une situa-
tion telle que Yy n'appartient & aucun sous-groupe parabolique de H contenant
PnH et distinct de H , de montrer que (m""'1 m')H t'py et tM"pl} restent
dans une partie de HA qui est le produit d'un compact par l'ensemble des 1t & T:;
o1 les racines simples de H par rapport & T et P nH sont inférieures 2 wn
nombre fixe et par un compact de (H n P)X =H n PX 5 ce qui est clair puisque
les racines simples de H sont évidemment certaines des o e On a ainsi établi
que Yy ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs (et sans avoir eu besoin
de 1l'hypothése faite sur M_ au début de ce paragraphe ; mais elle va servir
maintenant) .

Il reste en effet & vérifier que t'-l(m""I m')v t" reste dans un ensemble

compact, ce qu'on va faire en montrant beaucoup Pplus, & savoir que

t"'l(m"'"1 m')y t' = (m“‘ll m')y .
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Comme t' est égal d 1 en toute place finie, il suffit pour cela de faire voir
-1 .

que (m;g m‘:o)V = 1, autrement dit que

~1 .

M .Mm neQ_c HOo H

mais cela résulte précisément de 1'hypothése que M est un sous-groupe compact

maximel de G _ adapté 2 T . En effet, la symétrie par rapport & M = transforme

chaque t € T; en t"l , donc chaque racine « en son opposée =~ & , et par suite

applique Q_ sur le sous-groupe "symétrique" Q! engendré par les opposées des

racines appartenant & Q_ ; donc M l.Moo nQ =M nQ  est contenu dans
Q, N Q;o =H_ ,

et ceci termine la démonstration.

11, Points rationnels dans les orbites fermées.

On va montrer comment le théoréme 7 permet de retrouver le résultat suivant i

THEOREME 10 (BOREL-HARISH-CHANDRA). - Solent V un espace vectoriel défini sur
k , G un sous-groupe algébrique réductif et défini sur k de GL(V) , et &
w point de V, dont 1'orbite G(E) soit fermée (en tant que variété algébrique
dans V ). Alors les points de GA(E,) NV, sont en nombre fini modulo Gy

(la démonstration qui suit est directement inspirée de [2], p. 504=~505 ; on
négligera, dans cette démonstration, les difficultés dues & la géométrie algébrique,
pour ne retenir que l'aspect arithmétique du probléme.)

On se raméene tout d'abord au cas i G est connexe, et on choisit alors
T,P, M et 6 comme au début du n°® 10, Désignant par H 1le stabilisateur de
§ dans G, l'orbite G(§) est isomorphe & G/H comme variété algébrique sur
k , donc G/H est affine, et 1'on en déduit que H est réductif ([2], p. 499) ;
pour cette raison, HOo est stable par 1l'involution de G, par rapport a un con-
jugué convenable de M, autrement dit il ya un x €G_ tel que l'on ait

7) O(xH_ <1 = XH_ <1

ol © désigne l'involution de G, par rapport & M . Comme du reste M est
adapté &4 T on a aussi

(8) o(t) = t~1

pour teT" ,
oo

Cela dit, et observant que, si 6 est bien choisi, on a
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-1 1
=66 =G 6 =6 6 x ,

GA
il suffit, pour établir le théoréme, de montrer que 1'ensemble
&=l x(g) n v,
est fini, ce qu'on va faire.

Soit donc g =mtp € 6 tel que g"l x(&) e V,joma

-1
g x(&) =§ £, (g)
ou g}‘(g) est un vecteur rationnel apparteasant au poids A de G par rapport
a T, donc tel que
-1
tg™ x(g) = 2 A(t) £,(&) .
1 =1

Or tg"l =1tp ~t m ~ reste dans un compact fixe d'aprés le lemme 1du § 10 ;
il en est donc de méme de 2 A(t) E}\(g) et comme Ex(g) , étant rationnel, est
nul ou bien de hauteur supérieur & un ¢ >0 fixe, on déduit de 13 que, pour
E;x(g) #0, onaa la fois

A(e) &)l <1 et |A(e)] <1
come  t° g'1 x(8) = 2 Mt)2 & (g) , 1l s'ersuit que

2 et xml<t .

1

Yais puisque t e 17, la partie finie de t° g"! reste dans wn compact fixe, et

on voit donc que la composante & 1'infini de 2 g"'I x(&) reste dans 1'intersec-
tion d'un compact fixe de V_ avec GOO(E) . Mais conme G(E) est fermée dans

V au point de vue de la géométrie algébrique, il est clair que G(§) = est une
sous-variété fermée de V_ au point de vue de la géométrie analytique réelle ;
de plus, pour tout x € G(&;)00 , l'application g - g(x) , qui est une submersion
G -» G(E) au point de vue de la géométrie algébrique, est une submersion

G - G(t—;)w au point de vue de la géométrie analytique réelle, en sorte que chaque
orbite Gm(x) est ouverte et donc fermée dans G(§) ; ainsi, G_(§) est une
sous-variété fermée de V_ , évidemment isomorphe & G o(/H‘m s €t comme la compo~
sante 3 1'infini de 2 g"l x(&) reste dans une partie compacte de vV, donc de

Gw(i) N GJHm , on voit que la composante & l'infini de t2 g—l x reste dans le
produit de H_ par un compact fixe de G_, et finalement que 2 g"l x € C.H

A
ol C est un compact fixe dans G, . Mais ona £ g-l =12 p"'1 £t , et en

utilisant & nouveau le lemme 1 du § 10, on voit que wlxe C'.H, ob C' est
compact, donc que ! e C"oxH, %! 3 utilisant (7) et (8) et appliquant © on

1

voit que v iale G oxH, X , et comme
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8"1 x(?;) = p"'l 1-,"1 m—l x(&) e C“"HA(ZE;) = G (&)

on voit que g"'1 %(&) reste dans l'intersection de Vk et d'un compact fixe de

V, , i. e. dans un ensemble fini fixe, ce qui termine la démonstration.

(Pour compléter le théoréme 10 et en faire un énoncé du type Hasse-Minkowski,
il faut encore montrer — ce qui est facile mais non évident = que les éléments
de GA(E) nV, sontles ne G(E,)k qui sont "localement équivalents" & § ,

i, 6. qui vérifient n e Gp(E) pour tout p fini ou non).

12, Traductions & 1'infini.

Les théorémes 7, 9 et 10 peuvent facilement se remplacer par des énoncés ne
faisant intervenir que la situation & 1'infini, et ce sont du reste de tels énon~
cés qu'on trouve dans [1] et [2].

Supposons G cGL(V) ot V est un vectoriel défini sur k , et choisissons un
sous-groupe compact maximal Moo de G adapté au tore T , en sorte qu'on a,
d'aprés Mostow-Iwasawa, la relation G_= M_ P:) (o P; est la composante con=
nexe de P_ ). Il est clair d'autre part que P; = T:; P: , o1 l'on désigne par
Pi le sous-groupe des p e P; pour lesquels on a X(P) = 1 pour tout caractére
X rationnel et défini sur k de P (en notant Z'(T) 1le groupe dérivé, semi-
simple, de Z(T) , il est clair que P°°° = Z'(T)w U ). On appellera alors ouvert
de Siegel dans G tout ensemble de la forme

+
6=M T (¢)D
ol D est un ouvert relativement compact dans Pg .

Choisissons d'autre part pour chaque p fini un sous-groupe ouvert compact
Mp de Gp s de telle sorte bien entendu que, pour presque tout p R I% soit le
sous-groupe des points de Gp qui conservent un réseau rationnel donné, et soit
' le sous~-groupe des Yy € G tels que 1l'on ait Yp € Mp pour tout p fini (en
sorte que I' est un sous-groups discret "arithmétiquement défini® de G, ) ; il
est clair (théoréme 6) que Pk\Gk/F est fini. Cela dit

THEOREME 11 (BOREL). - Soit (Ev) we famille finie d'éléments de G, o les

propriétés suivantes sont équivalentes ;

a. il existe i R
iste un ouvert de Siegel 6 dans G, tel que G = u G&jv r

b. on a Gk:UJPk E;vl",
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(I1 faudrait naturellement ajouter, pour &tre complet, que si (a) est vérifié
alors Q=U GE',v est un ouvert fondamental pour I' dans G_ , i.e, Q ne
rencontre qu'un nombre fini de QY - mais ce genre d'assertion résulte aussitdt
du théoréme 9 établi plus haut.)

Supposons d'abord Gy = V) P& ', et choisissons dans Gy, un ouvert de Siegel
GA tel que Gy = GA G, ; l'image 6 de 6A par la projection G, -+ G, est
évidement un ouvert de Siegel dans G, .Ona

GA=U6 r

A B>y
ot par suite tout g €G_ peut s'écrire g = sn&v Y avec un s € SA , un
nePB ,uw Yel etuw v convenablement choisis ; si 1'on désigne d'une
maniere générale, pour tout x € Gy, , par Xp 1'élément de G, déduit de x

4
en remplagant la composante x_ de x par l'unité, la relation g = sm‘.’,v y se

décompose en

(9) g = Sm(ﬂiv Y)co ’ 1= Sf(ﬂi‘, Y)f ;

comme la partie "finie" d'un ouvert de Siegel dans GA est compacte, la seconde

relation (9) montre que (nav Y)f reste dans un compact fixe de G, , donc aussi
(nEv)f puisque Y, reste dans le produit des Mp » P fini ; on en déduit que,
pour chaque vy, les = € Pk qui apparaissent ici restent dans un nombre fini

de classes modulo F, nI' , ou, ce qui revient au méme, modulo g T E;l 3 il
y a donc des n:vp € B en nombre fini tels que (9) implique nE, € oo &, T

pour un P au moins, et comme s_ € 6 la premiére relation (9) montre que
sz Usﬂvp E‘\) r 3

comme la réunion des Snvp est évidemment un ouvert de Siegel dans G_, nous

avons démontré que (b) implique (a).

Supposons inversement G_ = u GEV I' , et montrons que Gk =U P E,v ' , Soit
& e Gk 3 ona

GECUSEVY

et d'aprées le théoréme 9 on peut donc trouver des Y, € ' en nombre fini tels

que 1l'on ait

SECUGE\)YX .
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Il s'ensuit immédiatement que, pour un choix convenable d¢ v et A, ilya
+ s s . —_
dans 1" n6 des t vérifiant t £e6f Y, pour tout n, et lim ai(tn) =0

pour tout i ; comme la premiére relation s'éerit encore tn Yyeb o

Y=&fﬁf

le lemme 3 du § 10 (qui s'applique ici puisque 6 est l'intersection de G_
avec un ouvert de Siegel de GA qui, on peut le supposer, contient la composante
finie de Yy ) montre que pour chaque indice j on a soit o (tn) =1, ce qui
n'est justement pas le cas, soit Yy e P(j) . Ainsi on a, pour un choix convenable

de v etde A, la relation

=1 p=1 .
EYA E;V € 1<?<r P(J)kz Pk

NUN

et cecl montre que § € B Ev ', ce qui termine la démonstration.
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