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Séminaire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n° 255 Mai 1963

REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES DES GROUPES ALGÉBRIQUES SEMI-SIMPLES

EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE

par Pierre CARTIER

A l’exception des cinq groupes de Matthieu et des groupes alternés tous

les groupes simples, non commutatifs et finique l’on conna1t sont dérivés des

groupes de Lie semi-simples ; JORDAN et DICK30N savaient déjà définir les analo-

gues finis des groupes linéaires classiques, mais c’est CHEVALIEY ( cf. [2] et [3])
qui a donné la méthode générale pour associer un groupe fini à tout groupe de Lie

semi-simple complexe et tout corps fini ; au moyen de la théorie des groupes algé-
briques, STEINBERG, SUZUKI et REE ont défini de nouveaux groupes finis ana-

logues à ceux de CHEVALIEY. Tous ces groupes sont des sous-groupes de groupes 

briques définis sur le corps F à p éléments, et le but du mémoire [7] de

STEINBERG, dont nous rendons compte ici, est de prouver que toutes les représen-
tations linéaires irréductibles de ces groupes finis proviennent de représenta-
tions rationnelles de groupes algébriques, et de les classer.

1. Réduction modulo p des rou es linéaires algébriques.

Dans les questions de réduction modulo p , il importe de distinguer entre un

groupe algébrique "abstrait" et l’une de ses réalisations linéaires ; les défini-

tions qui suivent sont un pis-aller pour éviter, la théorie des schémas de

Grothendieck.

Soient K un corps algébriquement clos, et R un sous-anneau principal de K

(par exemple un sous-corps de K ). Une R-structure sur un groupe G est définie

par un anneau AR (G) de fonctions sur G à valeurs dans K ~ satisfaisant aux
conditions :

10 L’anneau est engendré par R et un nombre fini de fonctions.

2° Pour tout R-homomorphisme X dans K ’ il existe un x unique
dans G avec X ( u) ~ u(x) pour toute u dans A~(G) .

3° Des éléments de linéairement indépendants sur R ~ le restent sur

K.

40 Pour u dans il existe des u. et des u! dans satisfai-

s ant à l’ identité :
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Un groupe muni d’une Restructure est dit aussi "groupe algébrique sur R ".

Soit S un anneau avec R c S c K ; on dit que x E G est rationnel sur S

si u(x) e S pour toute u dans ces points forment un sous-groupe G S
de G = ,B:; si S’ est un anneau avec R C S’ c K , tout R-homomorphisme a

de S dans S’ définit un homomorphisme x ~ x de Gc. dans G ~ carac-

térisé par u(x~) == u(x)~ pour toute u dans Si l’ anneau S est prin:~
cipal, l’anneau AS(G) , engendré par et S , définit une S-structure
sur G . Enfin, si G et H sont deux groupes algébriques sur R ~ un homomor-
phisme f de G dans H est dit rationr.el et défini sur R si l’on a
u o f e ~ ( G) pour u dans 

Un sous-groupe r de GL(n , K) est al.gébrique s’il est défini par un nombre
fini d’équations algébriques, et défini sur R si l’idéal de K[T.,., ~ ... ~ T,~~
formé des polynômes nuls sur r est engendré par des polynômes à coefficients
dans R . L’anneau des fonctions

en P est un polynôme à" coefficients dans R et m $. 0 est entier, est une
R-structure sur r ; on a alors

Tout groupe algébrique sur R est isomorphe à un tel groupe "linéaire".

Supposons K ~ Ç (corps des complexes) et R = Z (anneau des entiers). On
choisit une extension algébriquement close L du corps F et l’on note G

l’ ensemble des homomorphismes de AZ(G) dans L ; pour u dans on pose

u(x) = x(u) ; il existe une unique structure de groupe sur G pour laquelle
l’identité (1) entraîne l’identité analogue :

L’ensemble des fonctions sur G y définit une F ,.structure ~ on dit que le

groupe algébrique ? est déduit de G ~ p ar réduction modulo p . Su pp osons que

Ge soit un sous-groupe algébrique de GL(n , JC) défini sur Z ; alors, pour
tout sous-corps k de L 1 le groupe ~ se compose des matrices de k)
satisfaisant à toutes les relations algébriques à coefficients entiers satisfaites
par GC .
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2. Groupes semi-simples complexes.

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe. Il y a sur G une uni-

que C-structure pour laquelle les fonctions de A (G) soient holomorphes, et
se compose des coefficients des représentations linéaires holomorphes de

dimension finie de G . On écrira désormais Ge pour G .

Soit g l’algèbre de Lie de G~ . Il existe alors une sous-algèbre de Lie abé-
lienne 1) de 3 ’ des formes linéaires al ’ ... ~ a~ linéairement indépendantes

sur 1) (avec 1 = dim ~ ) et des éléments X~ ? ... ; X~ de g satisfaisant aux

propriétés suivantes :

(i) Soit A l’ensemble des ~~racines’~~ des formes linéaires a ~ 0

sur ~ telles que le sous-espace g03B1 formé des X e g avec [H , X] = a(H).X
pour tout If dans 1) soit non nul. Alors g est somme directe de ~ et des

g pour a dans A et dim ga ; ~ pour a E ~ . Tout élément de A est de la

forme 03B1 = ± 03A3 mi.03B1i avec des entiers m. 1 ;; 0 .
(ii) Pour et il existe des éléments bien déter-

minés Yi E. 
i 

et H. ~ I) avec [Xi , Yi] = Hi et 2. Posons

aij = i ~ j ’ c’est un entier  0 et l’on a les relations de comr

mutation :

(3) [HiHj] = 0 , [Hi,Xj] = aji.Xj , [Hi,Yj] = - a.... Y., 
(où 6 . est le symbole de Kronecker). De plus, les Hi ’Yi engendrent g .

(iii) Pour i ~ z ~ z ~ , .. ~ ~ ~ il ~r a un homomorphisme rationnel i. de

SL(2 , C) dans Ge caractérisé par :

et GC est engendré par la réunion des images des r..
La matrice de Cartan (aij) d’ ordre 1 ne dépend que de g mais non de %

etc., à une permutation près de l’ensemble d’ indices {1 , 2 , ... , l } ; si le

système (~~ ! Xi) satisfait aux hypothèses que (~ ~ a.. , X ) et
i i i

définit la même matrice de Cartan, il existe un unique automorphisme 03C6 de GC
transformant un système en l’autre, caractérisé aussi par cp o ~i ~ ~i pour

1 

~ 

D’ après CHEVALLEY [2], il existe sur GC une unique Z-structure AZ(G) pour

laquelle les homomorphismes 03C4i soient rationnels et définis sur 
1 M
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est engendré par C et AZ(G) ; un homomorphisme f de GC dans un groupe ne
algébrique sur £ est rationnel et défini sur Z si et seulement si chacun des
f o -c. a cette propriété ; si G~ est mi sous-groupe de GL(n . C) et si les

éléments de la matrice 03C4i(ac ,j sont des polynômes à coefficients entiers en

a~b~c~d~ alors G~ est un sous-groupe algébrique de défini

sur Z et la Z-structure précédente sur GC est l’évidente.

Supposons désormais G~ simplement connexe. Soient G le groupe algébriquesur Fp défini par réduction module p de GC muni de AZ(G) et G(L) le

groupe algébrique sur L défini par la L-structure (G)] sur G ; on peut

montrer [5] que G(L) est connexe et "simplement connexe" au sens algébrique,
c’est-à-dire que tout homomorphisme rationnel défini sur L de G(L) dans le

groupe projectif PL(n) se remonte de manière unique en un homomorphisme à

valeurs dans GL(n)  Réciproquement, tout groupe algébrique connexe et simplement
connexe sur L est isomorphe à un groupe de la forme G~ ~ (cf. [5])~

Comme G est muni d’une F -structure, l’automorphisme t ~~ t~ de L défi-

nit un automorphisme F du groupe "abstrait" G , et l’équation = x carac-

térise le sous-groupe G
k 

où k est le corps à pr éléments. CHEVALLEY [3] a
prouvé que G k est égal à son groupe des commutateurs, et que le quotient de G~
par son centre est simple (sauf quatre exceptions). Soit 03C0 une permutation de

{1 , 2 , ... , l} telle que a03C0(i),03C0 .. 
= a.. ; 3 il y a alors un automorphisme f

de G caractérisé par f o T. = 03C403C0(i) , et f définit un automorphisme rationnel
f défini qur F ; le groupe de Steinberg Gk se compose tels

que = ~(x) ~ et le quotient de ce groupe par son centre est simple. Enfin,
pour G de type B2 ou F4 et p = 2 , ou GC de type G2 et p = 3 , 

certains homomorphismes rationels exceptionnels ç t G - G , ne provenant pas

d’automorphismes de GC et tels que 03C6 o (p = F ; 3 ils servent à définir les 

pes de Suzuki et Ree (cf. [8]).

3~ Algèbre de Lie de G sur les entiers.

,

Soit toujours G~, un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et simplement

connexe 3 on fait choix de (~ y a. , X~) comme au 2° ; il définissent une

~structure sur G et le groupe G algébrique sur F~ ~ Considérant g

comme l’espace tangent à en 11 origine, on notera gZ l’ensemble des X e g

tels que X.u soit un nombre entier pour toute u dans on peut carac-

tériser parmi les sous-anneaux de Lie de g en disant-que le groupe abélien

g~ a pour base les Hi’ que les Xi sont dans g~ et que g~ est stable
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par les opérateurs adm X. et adm Y.. L’anneau de Lie gz admet alors

une base sur Z formée des H. et d’éléments X E définis au signe près et

ayant les propriétés suivantes :

si l’on pose H = [X03B1 , X-03B1] , on a K ~ ~ et 03B1(H03B1) = 2 ; on a :

lorsque a + (3 est racine et que p est le plus petit des entiers i tels

que 03B2 - ia ne soit pas racine ; enfin, gZ est stable par tout opérateur

et X ==X.. X =Y.. K, =H..

On notera g l’algèbre deLie dugroupe algébrique - G sur le corps F ; tout élément X
de g- définit un élément X de g par réduction module p ~ et l’on peut prouver
que les éléments Hi et X forment une base de g~ sur Les combinaisons

linéaires de ces éléments à coefficients dans un corps k c L forment la partie

g, de g rationnelle sur k ~ Comme les homomorphismes T. de Q G- sonb
rationnels, définis sur ils définissent par réduction module p des homo-

morphismes rationnels -c. ~ définis de SL(2 , L) dans ~ ; on posera:

On peut aussi définir la représentation adjointe Ai de GL = G dans "* ""Ceciétant, excluons lee oaa exceptionnels :

(E) On a p = 2 et G de type Bn , Cn ou F4 , ou bien p = 2 , 3 et G

de type G2 .
On peut alors prouver ad~ X~ = ad~ Y~ = 0 ; il en résulte que l’algèbre de Lie

g? est engendrée par les X, et les 7. et que a :

les exponentielles ayant un sens car ad X. et ad Y*, sont de puissance 
nulles

4. Représentations d’algèbres de Lie en caractéristique p .

Comme G est un groupe algébrique en caractéristique p ~ 0 , son algèbre de
Lie g possède une opération X X[p] de puissance p-ième satisfaisant
aux règles bien connues de Jacobson ; on a Xp03B1 = 0 et Hp03B1 = H . L’algèbre enve-
loppante restreinte E de g est une algèbre associative contenant ? comme

sous..espace vectoriel, dans laquelle on a :
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et universelle pour ces propriétés ; si GC est de dimension (complexe) d ’ alors
E est de dimension p sur L .

Toute racine est de la forme a = t Z m. ( mi  0 entiers) 3 nous dirons
que a est positive ou négative suivent le signe + ou - ; les â pour a

positive (resp. négative) forment une base di une sous-algèbre de Lie nilpotente
n~ (resp. n ) de g et l’ on a g = n~ ~j ~ e + ; propriétés analogues dans g o
On peut énumérer les racines positives sous la forme pl  ~3z  ...  ps où la

relation a  fi est définie par l’ordre lexicographique des coefficients mi ;
alors d == ~ + 2s et E admet pour base les mon~mes :

dl les exposants prennent les valeurs 0 , 1 , 2 , ... , p - 1 .

1 (CURTIS [4]) .

a. Soit T une représentation linéaire restreinte irréductible dans un

espace V de dimension finie sur L . vectoriel V+ des vecteurs

"dominants’~ c’ annulés par T~+j ~ est de dimension ~ 9 et il existe
une forme linéaire ~, sur $ (le ’poids dominant" de T ) telle que
T(H).v : pour H E ~ et v E V~ .

b. Deux représentations irréductibles restreintes sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont même poids dominante

o. Pour forme linéaire 03BB sur ~ soit le poids dominant d’ une 

sentation irréductible restreinte, il faut et il suffit a~ppartienne à

défini F pour i = 1 , 2 , ... , l .
Par hypothèse, T est une application linéaire dans l’espace des endo-

morphismes de V telle que

il revient au même de dire que T est la restriction à g* d’une représentation
linéaire de l’algèbre associative E .

M Comme 1~ algèbre de Lie n est nilpotente, de base les Xa.’ et que
= = 0 , une variante du théorème d’Engel due à Jacobson entraîne

dim V > 0 ~ comme les T(H.) commutent deux à deux et laissent stable V ~
ils ont dans V un vecteur propre commun v+ ~ 0 ; la relation = T(H.)
montre que les valeurs propres de T(H.) sont dans 
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dans F avec TÙ.),v = c.,v . Comme T est irréductible, on a T(E).V = V
-p i + i + +

et d’après (7) , V est engendré par les vecteurs M(n , 0 , 0).v+ ; soit V , le

engendré par les ~~~ ’ ~ ’ ~~ °~+ pour * ° ~ 

d’ après le théorème d’Engel-Jacobson appliqué à l’ algèbre de Ide nilpotente Î_ ,
on a

On a évidemment V-= ® Vl’ si l’onavait V+ ~ L.v+ ,il existeraitun vecteurnon

nul v’ dans Vi n V+; d’après (7) et l’irréductibilité de T ~ on aurait

ce qui est absurde. La forme linéaire ~, est définie par 7~~H~~ as ei pour

i = 1 ~ 2 ~ w« ~ ~ *

b. Il existe une forme linéaire f sur V ~ t nulle sur V. , avec ~~’ ~ v ~ == 1 ;
on a : 

~ -- -

B

Comme deux représentations linéaires irréductibles de associative E qui
ont un coefficient commun sont équivalentes, la représentation T est caractérisée,
à une équivalence près, par À.

c. Soit E’ (resp. E") la sous-algèbre de E engendrée par 1 et n- (resp, 1

et + ) ; l’application linéaire 03C6 de E’ ® E" dans E envoyant 
sur u’u" est bijective d’après (7) ; comme E" est algèbre enveloppante univer-
selle de % e n , tout élément X de m est la restriction à ~ d’un homomorphis-
me x de E" dans L nul sur n+ ; si P est le noyau de X , il est immédiat que
E’.P est un idéal à gauche de E , distinct de E (car c’est l’image de P

par (p et P ~ E" ), donc contenu dans un idéal à gauche maximal 03B1 ; la représen-
tation naturelle de g dans E/a est irréductible, restreinte, et la classe de 1
modulo a est un vecteur dominant.

C. Q. F. D.
5. Construction de représentations irréductibles de G.

Pour chaque 03BB dans M choisissons une représentation linéaire irréductible

T~ de E dans un espace de poids dominant notons A~ 11 algèbre des
endomorphismes de Vx; cornme L est algébriquement clos, et que toute représen-
tation irréductible de E une etune seuledes T03BB , l’application
u -- (T03BB(u)) est un homomorphisme de E sur 03A0 A03BB , ayant pour noyau le
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radical r de E. La représentation Ad de ’G~- dans g* se prolonge en un
homomorphisme rationnel dans le groupe algébrique des automorphismes
de l’algèbre E ; le radical de E étant stable par tout automorphisme de E ,
on en déduit une représentation linéaire ;rationnelle y dans le groupe
des automorphismes de l’algèbre 03A0 A03BB ; comme le groupe algébrique G(L) est

connexe~ (p(G) ~~~ laisse stable chaque facteur A. ~ mais le groupe des automor-
phismes de A. n’est autre que le groupe projectif et comme ~" est

simplement connexe, tout homomorphisme rationnel de G(L) dans PLfVA) se

remonte en un homomorphisme rationnel de dans GL(V~) . En résumée pour
chaque ~ ~ il existe un homomorphisme rationnel (p. dans GL(Vx)
caractérisé par :

~ ~

THECREME 2. - Soient k un sous-corps de L ~ o= ~Q~ ~ ... ~ o~~ une suite

d’isomorphismes distincts de k dans L ~ et 7~ ~ ~7~~ ~ ... , ~B. ) une suite
d’éléments La représentation linéaire

du groupe l dans l’espace vectoriel =V~ ~~..$V~ est irréductible.

Ces représentations V. sont deux à deux inéquivalentes.
Nous donnerons une démonstration qui ne s’applique pas au cas exceptionnel (E)~

mais qui est plus simple que celle de STEINBERG.

Soit X dans ~3 comme 0 , on peut définir exp pour t

dans L ; dl après les formules (5) et (8), il existe )((t) ~ 0 dans L avec :

On a + t*) = ~(t).~(t’) , mais x est un polynôme, ce qui entraine x = 1 .

Pour t dans k 1 on en déduit :

(sommation sur toutes les suites d’entiers (u~ , ... , u ) avec 0 ~ u.  p pouri m ~ ~ 
Po

1  j  m généralisation facile d’un théorème bienconnu deDEDEKIND montre que
les fonctions

sur k à valeurs dans L sont linéairement indépendantes sur L.
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L’algèbre A d’endomorphismes de V03BB,03C3 engendrée par les pour x ~ GK
contient les T. (~.(t)) pour t dans k ~ et de (10), on déduit alors qu’elle

"~ ~ x~ ~-

contient les opérateurs T. (Xi) J ; l’ algèbre A contient aussi les opéra-

leurs analogues avec les et comme E est engendrée par les Xi et les 

elle contient les opérateurs É T. (a.) pour a. ~ E 3 comme T. (E) = A~ ~
on voit que tout opérateur dans V appartient à A ~ " donc T est irréductible.

On montre de même que l’équivalence de deux représentations de G~ du type T.~
entraine l’équivalence des représentations correspondantes de l’algèbre associative

E ~ ... ~) E (m facteurs), d f où l’égalité des paires (B y o) .
C. Q. F. D.

Soit (m) un système de l entiers 0 ; introduisons le développement

p-adique mi = 1 mhi P avec 0 ,$ m..  p ; notons B l’élément de M défini

par = m"~ ~ alors T. o F~ est une représentation linéaire rationnelle

de G~ ~ ~ le produit tensoriel de toutes ces représentations pour les h avec

?L ~ 0 sera notée T/ B .
, ~

THEOREME 3. - Les représentations forment un système complet de repré-
sentations linéaires irréductibles rationnelles de 

Le théorème 2 appliqué aux automorphismes distincts t t de L montre

que les représentations sont irréductibles. Soit B~. le sous-groupe de

GC correspondant à l’algèbre de Lie ~ e n+ ; c’ est un sous-groupe algébrique de

G~ défini donc il définit un sous-groupe algébrique 
engendré par les images des homomorphismes 5F. et )(*.. Pour tout (m) il existe

2014~ TB 
i 1 ’

un homomorphisme rationnel de B dans GL( 1) , et un seul, tel que

~~B(~(t)) = 1 et ~m)C(~(~)) ~ t ~ ~ Si v. est un vecteur dominant de la

représentation T. ~ et si v est le produit tensoriel des vh’ on a

= ~(~)(x).v~ pour x dans B~ ~ Comme ’B’ ~ est un groupe de Borel

du groupe simplement connexe G~ ~ le théorème est conséquence des résultats de
CHEVALLEY [5].

On montre facilement que la construction des peut se faire rationnellement
sur F . 

-p

C. Q. F. D.
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6, Cas des groupes finis.

Soit k le corps à q = p" éléments; comme les automorphismes t tpi
dek pour 0 j 1  r sont distincts, 11 théorème 2 montre immédiatement que les
restrictions à Gk des représentations T(m) pour 0 5 m.  p" sont irréductibleset non équivalentes. Ceci fournit qt représentations irréductibles de G ; pour
montrer que l’on a obtenu toutes les représentations irréductibles du groupe fini

il suffit, d’après BRAUER [1], de montrer que le groupe Gk possède au plus ql
classes distinctes (pour la conjugaison) d’éléments d’ordre premier à p , c’est-à-
dire semi-simples. STEINBERG procède ainsi: un élément semi-simple de G étant con-
jugué à un élément d’un tore maximal T , les classes d’éléments conjugués de G

correspondent aux orbites du groupe de Weyl iI opérant dans T ; la variété T/V
est en fait un espace affine de dimension 1 , défini sur P ; par un argument galoi-°°°°P
sien dù à LANG, on montre qRo les classes dp conjugaison deÈ éléments semi-simples
de Gk correspondent aux points de T/v rationnels sur k , d’où leur nombre qt .

Le cas des groupes G£ se traite par une méthode analogue.
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