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Séminaire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n® 255 Mai 1963

REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES ALGEERIQUES SEMISIMPLES
EN CARACTERISTIQUE NON NULLE

par Pierre CARTIER

4 1'exception des cing groupes de Matthieu et des groupes alternés éh s tous
les groupes simples, non commutatifs et finis, que 1'on connalt sont dérivés des
groupes de Lie semi-simples ; JORDAN et DICK3ON savaient déja définir les analo-
gues finis des groupes linéaires classiques, mais c'est CHEVALIEY (cf. [2] et [3])
qui a donné la méthode générale pour associer un groupe fini 3 tout groupe de Lie
semi-simple complexe et tout corps fini ; au moyen de la théorie des groupes algé-
briques, STEINBERG, TITS, SUZUKI et REE ont défini de nouveaux groupes finis ana~
logues & ceux de CHEVALIEY. Tous ces groupes sont des sous=groupes de groupes algé-

briques définis sur le corps F_ 2 p éléments, et le but du mémoire [7] de

P
STEINBERG, dont nous rendons compte ici, est de prouver que toutes les représen~
tations linéaires irréductibles de ces groupes finis proviennent de représenta~

tions rationnelles de groupes algébriques, et de les classers

1. Réduction modulo p des groupes lindaires algébriques.

Dans les questions de réduction modulo p , il importe de distinguer entre un
groupe algébrique "abstrait" et 1'une de ses réalisations linédaires ; les défini-
tions qui suivent sont un pis-aller pour éviter la théorie des schémas de
Grothendieckes

Soient K wun corps salgébriquement clos, et R un sous-anneau principal de K
(par exemple un sous-corps' de K )o Une R-structure sur un groupe G est définie
par un anneau AR(G) de fonctions sur G 2 valeurs dans K , satisfaisant aux

conditions ¢

1° L'anneau AR(G) est engendré par R et un nombre fini de fonctionse

2° Pour tout Re-homomorphisme y de AR(G) dans K, il existe un x unique

dans G avec y(u) = u(x) pour toute u dans AR(G0 .

3° Des éléments de AR(G) » linéairement irdépendants sur R , le restent sur
K.

4° Pour u dans AR(G) » il existe des wu; et des u} dans AR(G) satisfai-

sant & 1'identité @
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P CARTIER

(1) (™) = )Eui(x)-u'i(y) (x,y dams G) .

Un groupe muni d'une Rwstructurs est dit aussi "groupe algébrique sur R M.

Soit S un anneau avec R cS c XK on dit que x € G est ratiomnel sur S
si u(x) € S pour toute u dans AR(G) 3 ces points forment un sous-groupe Gg
de G= GK; si S' est un anneau avec R € S'c X s tout R~homomorphisme o
de S dans S' Qéfinit un homomorphisme x ~- x° de Gy dans Gy carac-
térisg par u(x°) = u(x)? pour toute u dans AR(_G) o Si 1l'apneau S est prine
cipal, 1'apneau Ag(G) , engendré par A (C) et S, définit wee S—structure
sur G . Enfin, si G et H sont deux groupes algébriques sur R » un homomor-
phisme f de G dans H est dit rationrel et défini sur R si 1'on a
uofe AR(G) pour u dans AR(H) .

Un sous~groupe ' de GL(n, K) est algébrique s'il est défini par un nombre
fini d'équations algébriques, et défini sur R si 1'idéal de K[T11 s see '.nnn]
formé des polynbmes nuls sur I est engendré par des polyndmes & coefficients
dans R o L'anneau A (T) des fonctions

u(x) = P(xll y ose Xm).det.‘mx

ot P est un polyndme & coefficients dans R et m >0 est entier, est une
Re-structure sur T ; on a alors

o} o
Fg=T nGl{n, S) et x = (xij) pour x = (xij) dans Tg .
Tout groupe algébrique sur R est isomorphe & un tel groupe M"lindaire".

Supposons K= G (corps des complexes) et R =2 (anneau des entiers)s On
choisit une extension algébriquement close L du corps F et 1'on note G
1'ensemble des homomorphismes de AZ(G) deans L j pour u dans AZ(G) » on pose
U(x) = x(u) ; il existe wne unique structure de groupe sur G pour laquelle
1'identité (1) entraine 1'identité analogue 3
(2) W) = ITE)  (x, 7 das T) .

1
L'ensemble des fonctions W sur G y définit une §P-structure ; on dit que le
groupe algébrique G est déduit de G par réduction modulo p « Supposons que
G, soit un sous-groupe algébrique de GL(n , C) défini sur Z ; alors, pour
tout sous—corps k de L » le groupe -Gk se compose des matrices de GL(n , k)
satisfaisant & toutes les relations algébriques 3 coefficients entiers satisfaites
par GC .
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REPRESENTATIONS LINFAIRES

2. Groupes semi-gimples gomplexese

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe conmnexes Il y & sur G une uni=-
que C-structure pour laquelle les fonctions de A (G) soient holomorphes, et
AC( G) se compose des coefficients des représentations linéaires holomorphes de

dimension finie de G » On écrira désormais G, pour G .

~

Soit g 1'algébre de Lie de G; « Il existe alors une sous=algebre de Lie abé-
lienne b de g, des formes lindaires G 5 eee g @ lindairement indépendantes
sur b (avec = dimf) ) et des éléments X; , ees , X, de g satisfaisent aux
propriétés suivantes s

(i) Soit A 1'ensemble des "racines", c'est-d~dire des formes lindeires a # O
sur b telles que le sous-espace g, formé des X e g avec [H, X] = a(H).X
pour tout H dans %) soit non nul. Alors g est somme directe de ) et des
g, bour o dans A et dimga-_- 1 pour a€d o Tout élément de A est de la

+ . N
forme o= &2 m ea. avec des entiers m 2 0.

i
(ii) Pour i=1, 2, eesyl,0n a Xi € g, et il existe des éléments bien déterw

i,
minés Y, eg et Hyeh avec [X, Yi] = H et ai(Hi) = 2 + Posons

84 = ai(Hj) ; pour 1£ j, clest un entier < O et 1'on a les relations de come
mutation :

. od = .X.= « s @, .-'.=-' ss® Ll . o] = +oll,
(3) [Hl,HJ] o, [H, J] as5°K; 5 [Hl,XJ] as;%s [Xl,YJ] 613 H,

(o1 855 ©st le symbole de Kronecker)s De plus, les X, , H, , Y, engendrent g .

(i4i) Pour i=1,2, aes , L, il y & un homomorphisme rationnel T; de
SL{2 , C) dans Gy caractérisé par :

t L 0
T, = exp teX, T, = exp t.Y, t dans ©
1(; 1) i 1(1; 1) i ( ~ )

et c St engendré par la réunion des images des Ty .

-~

La matrice de Cartan (aij) d'ordre ¢ ne dépend que de ¢ mais non de }
etes, & upe permutation prés de 1'ensemble d'indices {1 , 2, vee , £} ; 8i le
systéme (B! , al , X:'.L) satisfait aux mBmes hypothéses que (9 , oy Xi) et
définit la mdme matrice de Cartan, il existe un unique automorphisme ¢ de GC
:ransformant un systéme en 1'autre, caractérisé aussi par o T,= 1::'1 pour ~

L£iget.

D'apres CHEVALLEY [2], il existe sur Gy ane unique Z-structure AZ(G) pour

laguelle les homomorphismes '-z:i soient rationnels et définis sur z ;" AG(C-)
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est engendré par C et AZ(G) 3 un homomorphisme f de Gy dans un groupe Hj
algébrique sur 2 est rationnel et défini sur 2 si et seulement si chacun des
fo7 acette propriété ; si G, est un sousegroupe de GL(n , 0) et si les

éléments de la matrice 'r:i( i‘ g) “sont des polyndmes A co efficien"taentiers en
a,b,c,d, alors G; est un sous-groupe algébrique de GL(n , C) défini

sur 3 et la Z-structure précédente sur Gy, est 1'évidente.

~

Supposons désormais GC simplement conaexes Soient G le groupe algébrique

sur F o défini par réduction modulo p de Gy muni de AZ(G) et G L) le

groupe algébrique sur L défini par la L-structure L[AF (G)] sur G; on peut
~p

montrer [5] que E(L) est connexe et "simplement connexe! au sens algébrique,

c'est-a=~dire que tout homomorphisme rationnel défini sur L de G L dans le

groupe projectif PL(n) se remonte de maniére unique en un homomorphisme 2

valeurs dans GIL{n) « Réciproquement, tout groupe algébrique connexe et simplement

) (ef. [5])-

connexe sur L est isomorphe & un groupe de la forme G

Comme G est muni d'wne F ~structure, 1'sutomorphisme t my t° de L défi-
nit un automorphisme F du groupe "abstrait" G , et 1'équation Fr(x) = X carac-
térise le sous-groupe Ek or k est le corps a pr éléments. CHEVALLEY [3] a_
prouvé que Gk est égal & son groupe des commutateurs, et que le quotient de Gk
par son centre est simple (sauf quatre exceptions). Soit n une permutation de
{152, ¢es , ¢} telle que an(i),n(j = aij 5 11 y a alors un autoxfzorphisme.a s
Se GG _caractérisé par f o YT Tya) et f dé_f_‘init un automorphisme rEtlonnel
£ de G déf_i_ni qur Ep 3 le groupe de Steinberg Gk se compose des x € G tels
que F'(x) = £(x) , et le quotient de ce groupe par son centre est simple. Enfin,
pour GC de type B:2 ou F4 et p=2, ou GQ_ de’_oype;_—(}2 et p=3, ilya
certains homomorphismes rationels exceptionnels ¢ : G -G, ne provenant pas
d' automorphismes de GC et tels que ¢ o ¢=TF ; ils servent 3 définir les grou-

pes de Suzuki et Ree (et. [8])-

3. Algébre de Iie de G sur les entiers.

Al
Soit toujours GC un groupe de Iie semim-simple complexe, connexe et simplement
connexe ; on fait choix de (§ , o , Xi) comme au 2° ; il définissent une
Z-structure A,(G) sur G G

et le groupe G algébrique sur Ep » Considérant g
comme 1l'espace tangent 3 G, en l'origine, on notera g, l'ensemble des X € g

tels que Xeu soit un nombre entier pour toute u dans AZ(G) $ on peut carac—
tériser gy parmi les sous—anneaux de Lie de g en disant que le groupe abélien

9y ny a Pour base les Hi s que les Xi sont dans g, et que gz est stable
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REPRESENTATIONS LINEAIRES

1
par les opérateurs —-—1‘- ad" X et — ad® Y . L'anneau de Lie gz admet alors
ul m!

une base sur Z formée des Hi et dtéléments Xa € ) définis au signe prés et

ayant les propriétés suivantes ¢
si 1'on pose H = [Xa’ X-aJ sona H eh et a(Ha)-:Z; on a ¢

+
(4) (X, » xﬁ] = = Pyg xowﬁ
lorsque a + B est racine et que pap est le plus peitit des entiers i tels

que B - ia ne soit pas racine ; enfin, g, est stable par tout opérateur

1 m
ad X et X = X. s X =Y. B H o= H.
ml a, =, i a, it

On notera g l'algdbre deLie dugroupe algébrique-G surle corps I ;tout élément X
de gz définit unélément X de g par réduction modulo p , et 1'on peut prouver
que les éléments H et X forment unc base de g swr L, ILes combinaisons
lindaires de ces elements a4 coefficients dans un corps k ¢ L forment la partie
g, de § ratiomells sur k . Comme les homomorphismes T 4 e SI{2, Q) dans G sat:
rationnels, définis sur % , ils définissent par réduction medulo p des homo-

morphismes ratiomnels ‘I:l s définis sur F , de SL(2 , L) dans EL; on posera:
1 4 ( O) - _ 0 .
5®=T0 1) wm=% ACEL

On peut aussi définir la représentation adjointe A&d de G =@ dans, EL -3
Cecivtan$, excluonsles cas exceptiannels :

(E) on a p=2 et G de type B ,C ou Fp,oubien p=2,3 et G
de tzge Gz .

On peut alors prouver adX Xi = adP Y, = 0 il en résulte que 1'algébre de Lie

gr est engendrée par les X et les Yi et que 1'on a ¢
~pP
(5) Ad xi(t) = exp ad tX; Ad yi(t) = exp ad tY;

les exponentielles ayant un sens car ad )_{j et ad -fi sont de puissance p-iéme
nu.lleo

4. Représentations d'algdbres de Lie en caractéristique p .

Comme G est un groupe algébrique en caractéristique p# O s son algébre de
Iis § posséde une opération X ~~- X[p] de puissance p~ime satisfaisant
aux régles bien connues de Jacobson ; on a —'p =0 et Ha = H » L'algébre enve~
loppante restreinte E de g est une algebre associlative contenant g comme

Sous—~espace vectoriel, dans laquelle on a : p
(6) X, Y] = XY = XX «LP] _ex x .
[y e — = [l see (X ’ Y [ g)
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et universelle pour ces propriétés ; si (xc est de dimension (gompleze) 4 , alors
E est de dimension pd sur L

Toute racine est de la forme « = = E m, O ( o, 2 0 entiersﬂ) 3 nous dirons
que a est positive ou négative suivent le signe + ou =3 les Xa pour o
positive (respe négative) forment une base d'une sous-algdbre ge ILie nilpotente
n, (respe n_) de g et l'ona g= nehe n 3 propriétés analogues dens g o
On peut énumérer les racines positives sous la forme B < Pp< eee <P, ou la
relation a < B est définie par 1'ordre iexicographique des coefficients m 3

alors d= L+ 25 et E admet pour base les mondmes @

= R, ] —Vp 1 -
(7) X S eee X H eees H X vee X 8 = M(u v W)
=By ..pl 1 L 131 ps ~3 S X

oi les exposants prennent les valeurs O, 1 , 2, ees , p=1.

THEGREME 1 (CURTIS [4]).

8« Soit T une représentation linéaire restreinte irréductible de g dans un

egpace V de dimension finie sur L . L'espace vectoriel V+ des vecteurs
"dominants", c'est-i-dire annulés par T(W,) , est de dimension 1, et il existe
une forme lindaire A sur § (le'poids dominant" de T ) telle que

T(H)ev= MHev pour He) et veV .

be Deuwx représentations jrréductibles restreintes sont équivalentes si et seule-

ment si elles ont mPme poids dominant.

¢s Pour qu'une forme linéaire A sur I; soit le poids dominant d'une repré-
sentstlon irréductible restreinte, il faut et il suffit que A appartienne &
l'ensembls M défini par A(H,) e F, powr i=1,2, ey

Par hypothése, T est une application lindaire de g dens 1'espace des endo-
morphismes de V +telle que

(X, ¥]) = X (V) - (¥ %) et Py = TP

il revient au m®me de dire que T est la restriction a § d'une représentation
lindaire de 1'algébre associative E .

8e Comme 1' algébre de ILie ?11_ est nilpotente, de base les X s et que
T(-f )P = T(—P X*) = 0, une variante du théoréme d'Engel due & J acobson entraine
dim V> 0; comme les T(— H,) commtent deux & deux et laissent steble v, ’
ils ont dans V un vecteu.r propre commn v, # 0% la relation T(— »P = T(H )

montre que les valeurs propres de T i) sont dans Fp » AL ©y 45 eee c,
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REPRESENTATIONS LINEAIRES

dans F_ avec T(I_{'i).v_'_ = c;ev, » Comme T est irréductible, on a T(E).v+ =V
et d'aprds (7), V est engendré par les vecteuwrs M(n, O, 0).v+ 3 soit VJ. le
sous-espace de V engendré par les M¥(u, O, O).v+ POUr Uy + ees + U, 3 j_;
d'aprés le théoréme d'Engel-Jacobson appliqué & 1'algébre de Iie nilpotente n_ ,
on a

V= VO,:Z vlz vzz 2 Vy=0 et T(T{_).vj <:vj+1 .
On a évidemment V= Lev, ® V; ;51 1'onavait V . # Lev, ,11 existeraitun vecteurnon

ml ¢t dans V) nV_; d'aprds (7) et 1'irréductibilité de T , on aurait
V= T(E)ev! =2 Mu, 0, Oevic V; ’
u

ce qui est absurdes La forme lindaire A est définie par )‘(H:L) = ¢, pour
i::l,?.., oo-,lo

be I1 existe une forme linéaire f sur V , nulle sur Vl , avee <, v+> =13

on a :
vy v

AED " o ME) T st =0 et y=o
(f, T(M(H » X .‘I))'v+> =
dans les autres ecas.
Comme deux représentations linédaires irréductibles de ltalgébre agsesiative E qui
ont un coefficient commun sont équivalentes, la représentation T est caractérisée,
a une équivalence prés, par A .

ce Soit E' (resp. E'!) la sous-algébre de E engendrée par 1 et n (resp. 1
et S@ E_'_ ) s 1'application linéaire ¢y de E' @ E" dans E envoyant .u' @ u"
sur u'u" est bijective d'aprés (7) ; comme E" est algdbre enveloppante univer-
selle de §) @ F_‘_ » tout élément A de M est la restrietien 3 3 d%un homomorphis-
me de E" dans L nul sur n, 8i P est le noyau de ¥ ¢+ 11 est immédiat que
E'.P est un idéal & gauche de E , distinct de E (car e'est l'image de E' @ P
par o et P £ Em ), donc contenu dans un idéal 3 gauche maximal ¢ $ la représen-
tation naturelle de g dans E/a est irréductible, restreinte, et la elasse do 1
modulo a est un vecteur dominant.

C. Q. F. D,

5« Construction de représentations irréductibles de G o

Pour chaque A dans M choisissons une représentation lindaire irréduetible
Ty de E dans un espace V, , de poids dominant A § notons A)b 1%algébre des
endomorphismes de V?» s coome L est algébriquement clos, et que toute représen=

tation irréductible de E estéquivalented une etune seuledes T, , l’application
U e (T)\(u)) est un homomorphisme de E sur [l A)\ s ayant pour noyau le
A
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radical v de E o La représentation Ad de 'E‘r‘(L) dans g se prolonge en un
homomorphisme rationnel de E(L) dans le groupe algébrique des automorphismes

de 1'algébre E ; le radical de E étant stable par tout automorphisme de E ,
on en déduit une représentation lindaire rationnelle ¢ de T}'(L) dans le groupe
des automorphismes de 1l'algébre [ Ak ; comme le groupe algébrique G L st
connexe, (p(G)( L) laisse stable chaque facteur A, ; mais le groupe des automor-
phismes de A, n'est autre que le groupe projectif PLSI)\) , et comme -f}'(L) est
simplement connexe, tout homomorphisme rationnel de G dans PL(V)‘) se
remonte en un homomorphisme rationnel de E(L) dans GL(VA) En résumé, pour
chaque A, il existe un homomorphisme rationnel ¢y de G( ) dans GL(V,)

caractérisé par ¢
(8) LM 1)) = g, (e, (Wup, )™ (xe T, XeD .

THEGREME 2. - Soient k un sous—corps de L, o= (0, 5 eeo, om) une suite
d'isomorphismes distincts de k dans L, et A= (A , eev, Am) une suite

d'éléments de M o La représentation lindaire

01 O'm
TK,O: X A~ (pxl(x )@.u@(p%nx )

du groupe F’k dans 1'espace vectoriel Vx G= V) ® e ® VK est irréductiblee

()
Ces représentations V)\ 5 sont deux & deux inéquivalentess
{)

Nous donnerons une démonstration qui ne s'applique pas au cas exceptiomnel (E),
mais qui est plus simple que celle de STEINBERG.

Soit A dans M ; comme T)‘(T{'i)p = 0, on peut définir exp t'TA(Ei) pour t
dans L ; d'aprés les formules (5) et (8), il existe y(t) # O dans L avec :

(9) (%, (8)) = x(t) eexp(taT, (X)) .

Ona x(t+ t') = x(t)ex(t') , mais X est un polymdme, ce qui entraine X = 1 o
Pour t dans k, on en déduit :

1!...um!

(10) T)\,o('fi(t)f) =2 (tcl)u (t ) .Tx (X) ®a 0 0 OT) (xi)

(sommation sur toutes les suites d'entiers (u yosee 1 ) avec © g u; <p pour
J

lg jgn ) .Une généralisationfacile d'untheoréme blenconnu de DEDEKIND montre que

les fonctlons
L PN (t ) Anoo(tm)m

sur k & valeurs dans L sont linéaircment indépendantes sur L.
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L'algébre A d'endomorphismes de V) o ongendrée par les '1‘)" (x) pour xe Ek
contient les T}‘, x; (t)) pour t dans k, et de (10), on déduit alors qu'elle
T, (X ) E 1'algtbre A contient aussi’ les opéram

?
=L ) - -
teurs analogues avec les Yi , et comme E est engendrée par les X. et les Yi ,

contient les opérateurs

elle contient les opérateurs ® T (a ) pour a.j € E 3 comme .L (E) = A)\ N
=t A )
on voit que tout opérateur dans V appartient a A, donc T est irréductible.

On montre de méme que 1'équivalence de deux représentations de Gk du type T)\,o
entraine 1'équivalence des représentations correspondantes de 1talgtbre associative

E®... ®E (m facteurs), d'ou 1'égalité des paires (A ’ a) .
C. Q. F. D.

Soit (m) un systéme de ¢ entiers m, > 03 introduisons le développement
. h . \ 212 fosrs
p=adique m, = 2 ms P avec 0L ms < p 3 notons }‘h 1'élément de M défini

}\h(—ﬁi) = mhhio; alors T, o ' est une représentation linéaire rationnells
h
de E(L) 3 le produit tensoriel de toutes ces représentations pour les h avec

Ah;é 0 sera notde T(m) .

’ h)
THEGREME 3. - Les représentations T(m) forment un systéme complet de reprée
sentations linéaires irréductibles rationnelles de A

h
le théoréeme 2 appliqué aux automorphismes distimots t ~~ t* de L montre

que les représentations T( - sont irréductibies. Soit BC le souse~groupe de

GC correspondant & 1'algébre de Lie H e nojc test un soﬁs—groupe algébrique de
Gc défini sur Z , donc il définit un sous-groupe algébrique B de -('-:-'(L)

; ot Xj o Pour tout (m) , il existe

engendre par les images des homomorphismes X,
un homomorphisme rationnel W(m) g B gans GL(1) , et un seul, tel que

W(m) ('fi(t)) =1 et ‘l’(m)()-(-i(t)) st T .S v, est un vecteur dominant de la

représentation T, , et si v, est le produit tensoriel des V,sona

T(m) (x).v+ = ‘I’(m) (x).v+ pour x dans E(L) « Comme -}'B(L) est un groupe de Borel
du groupe simplement connexe E(L) s le théoréme est conséquence des résultats de
CHEVALIEY [5].

On montre facilement que la construction des T(m) peut se faire rationnellement
suw F .
~p
Co Qc F [ Dc
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6. Cas des groupes finis.,

Soit k le corps & q = pr éléments ; comme les automorphismes + nn- £
de k pour 0 < i< r sont distincts, le théoréme 2 montre imnédiatement que les
restrictions a Ek des représentations T(m) pour 0 < m, < pr sont ir:éductibles
et non équivalentes. Ceci fournit ¢f représentations irréductibles de x § pour
montrer que l'on a obtenu toutes les reprisentations irréductibles du groupe fini
Ek » 11 suffit, d'aprés BRAUER [1], de montrer que le groupe Ek posséde au plus q£
classes distinctes (pour le conjugaison) d'éléments d'ordre premier &3 p , clest~a-
dire semi-simples. STEINBERG procdde ainsi : un &lément semi-simple de G é&tant con-
Jjugué 3 un élément d'un tore maximal T » les classes d'éléments conjugués de G
correspondent aux orbites du groupe de Weyl W opérant dans T ; la variété T/W
est en fait un espace affine de dimension ¢ , défini sur F ; par un argument galoi-
sien d0 & LANG, on montre que les classes dg eonjugaison des éléments semi-simples

de Gk correspondent aux points de T/W rationnels sur k y d'ol leur nombre ql .

Le cas des groupes GIJ; se traite par une méthode analogue.
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