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Séminaire BOURBAKI
15¢ année, 1962/63, n°® 251 Février 1963

THECREMES DE POINTS FIXES POUR IES GROUFES EIAMENTAIRES

par Jean-Louis KOSZUL

(a'aprés Ae. BOREL [1], [2])
1.

Soit G wun groupe compact opérant continfiment dans un espace .localement com-
pact X et soit F le sous~espace des points de X invariants par G « Sf p
est premier, si G=2_ et si X est une sphére S® e dimension n s alors
1'amneau de cohomologie mod p de F est isomorphe & 1'anneau de cohomologie
mod p d'une sphére ST, avec - lg<rg<n, s~ désignant 1'espace vide. De
plus, si p est impair, n - r est paire Pour p et n impairs, on a donc
F£P et lorsque F# @, dim H (x , Zp) = 2 = dim HYF ’ Zp) e Clest 13 un
théoréme bien connu de Pe SMITH. Les résultats dont il sera question consistent
avant tout & établir, qu'avec des hypothéses sensiblement moins restrictives, il
¥ a encore égalité entre la dimension de la cohomologie de X et la dimension
de la cohomologie de F . Le groupe G ne sera pas nécessairement cyclique ; ce
sera un "groupe élémentaire", c'est-d~dire un groupe (Zp)r ( p premier) ou un
tore T de dimension r  Du cbté de 1' espace X , les hypothéses portent essen-

tiellement sur la position cohomologique de X dans l'espace fibré universel de

fibre X de groupe G o

2. Inégalité dim H¥(X) > dim HY(F) .

On notera EG un espace fibré principal universel de groupe G, BG la base
de E;, et X, le fibré universel (EG x X)/G de fibre X associé a E, .
L'espace FG s'identifie & un sous-espace fermé de XG dont le complémentaire
s'identifie a (X -~ F)G « La suite exacte de cohomologie, & supports compacts et

& coefficients dans un corps K , peut donc s'écrire 3
(%) e E((X = F)g) » (X)) »H(F) - EYN((X =) ...

Par bienséance et pour éviter des complications techniques, on traite directement
la cohomologie des fibrés universels comme si EG était compact, ce qui peut se

justifier en passant par les fibrés Neuniverselse.

Supposons que G = Zp et que K soit de caractéristique p o Comme G opére
librement dans X = F y X ~=F a une structure de fibré principal de groupe G
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et (X = F)G peut &tre considéré comme fibré associé de base (X = F)/G et de

fibre E, . Puisque Hl(EG) = 0 pour i>1, on adonc

G

dim BY((X ~ F).)) = dim H((X - F)/G)

o
pour tout 1 « Supposons désormais que dimK X soit finie (on rappelle que

dimy X < n signifie que o+t (U, X) = 0 pour tout ouvert UcX )e Si Y est
un sous-~espace fermé de X ,

dimg X = sup(dimg ¥ , dim(X - ¥)) .

On démontre a'autre part que dimy X/G = dimy X . Par conséquent
d:LmK((X -F)/6) < dime X et si 1> d:mh X, la suite exacte (*) montre qu'il
existe un homomorphisme surjectif H (X ) - Hl(FG) « Or F. est homéomorphe 2
F x B, et dim Hl(BG) =1 pour tout i>0, car H (BG) stidentifie & la coho~
mologie du groupe G = Zp opérant trivialement dans K ..Compte tenu de la rela~
tion de Kimneth, on a donc

dim HYXy) = dim H¥(F)
pour tout i > dimK X o On sait d'autre part que le terme de rang deux de la
suite spectrale du fibré X; de base B, est isomorphe & K (G, H'(X)) , ce
qui donne 1'indgalité

dim Hi(XG) sZ dim B5(6 , K(X))

pour tout i . Puisque dim Hj(G L) dim L pour tout K-espace L ol opeére
G et tout entier j , on obtient finalement

dim H(Xy) < din H¥(X)
pour tout i > dimK X . On a donc au total :

dim H*(F) = dim Hi(XG) dim H¥(X)

pour tout i > dimK X « Pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que dans
la suite epectrale du fibré XG y le terme de rang 2 coincide avec le terme de
rang infini et soit isomorphe 4 H (B ) @ H¥(X) s clest-d-dire que. G opére
trivialement dans H (X) o C'est aussi la condition pour que, & 1'injection
X - XG s définie par un point de EC— s corresponde un homomorphisme surjectif de

*(XG) dans H (X) ¢ D'une manidre générale, on dira qu'un espace X , ou opére
continfiment un groupe compact G , est totalement non homologue 3 O pour le
corps de coefficients K s'il vérifie la condition :

(Tot , K) L'homomorphisme H¥(X, , K) » H'(X , K) est surjectifs

Un raisonnement analogue permet d4'aboutir & des conclusions semblables dans le

cas di G est un tore T de dimension 1 , K étant dans ce cas un corps de
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caractéristique O « Une simple récurrence conduit alors au théoréme suivant.

THE'IORl‘BME l. = Soient X un corps de caractéristique O (resps p premier) y
X un espace localement compact de K-dimension finie dans lequel opére continii~
ment le groupe i (respe Z; )s Si F est le sous-espace des points fixes, on a

dim HYX , X) > dim H(F , K) .
Si r=1, pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que X vérifie
(Tot , K) &

On remarquera qu'une partie du théoréme de Smith cité plus haut est conséquence
| . . ¥ * ool
directe de ce théoréme l. En effet, si G=2 et si H (X, Zp) NH (ST, 2 ) ’
on constate que, ou bien F= f, ou bien X vérifie (Tot , 2 ) auquel cas,

dim H'(F , p):dJmH(Sn, 2)=2 .

3. Indgalité  dim H'(F) > dim HY(X) .

On supposera d'abord que G = Z; + On numeérotera les sous~groupes de G qui
sont sous-groupe de stabilité d'un point de X de telle sorte que G, = (e) (on
suppose G effectif) et rang(G) < rang(G 1) « Si G, est le dernier terme
de la suite (G ) , pour que F ;é p, il faut et il suff:l.t que G = G o Pour
tout i (0<igm), Xi désignera le sous—espace fermé de X constitué par
les points dont le sous-groupe de stabilité est d'indice j >1i « Alors X Xi+1
est le sous-espace des points de X ayant Gi pour groupe de stabilitée

Le corps K étant supposé de caractéristique p s -Supposons que X est com-
pact et que dimg X et dim H*(X) soient finies. Il en est alors de mlme, quel
que soit i, dej X, X5 - X 41 etde (X - Xi+1)/G De plus, pour tout j ,
HJ( (X ) G) et HY( (X - X )G) sont de d:unens:Lon finie. Puisque ( ) s'iden~
tifie & un sous~espace ferme de (X ) ayant pour complémentaire (X - i+1) G?
en désignant par P(Y) 1e polynﬁme ou série formelle de Poincaré d'un espace Y,
on a

R(5)g) < Py, )0) + (5 =X, )0

1'indgalité portant sur les coefficients. Le sous—-groupe de stabilité de tout

point de Yi = Xi - X. o1 étant G. » 1'espace

(Y)g= (B x Y;)/G = ((By/ey) = 1,)/(6/6,)

peut 8tre considéré comme un fibré de base Y. / G, de fibre E(/ G, et de groupe
structural G/ G « En profitant de ce que G est facteur direct de G, on
démontre que G/ G opére trivialement dans H (EG/ G.) « Le terme de rang 2 de
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la suite spectrale de ce fibré a donc pour "polynBme" de Poincard :
P(Yi/G) P(EG/Gi) o Comme E, est un fibré principal universel pour Gy

P(Ey/G,) = P(BGi) = (+ = t)-ri

i

o r, = rang(Gi) e En écrivant que le "polyndme" de Poincaré de (Yi) o est

majoré par celui du terme de rang 2 de la suite spectrale, on obtient :

(X, = X, 1)) S P((H, =X, ,)/0) (L - t)-ri .
On a donc finalement, pour tout i <m ':
On en déduit que

P < BX/G)(1 = ) By Q(e)(1 - 1) B

-r +1
o Q(t) est un polyndme et oy Q(t)(L - t) ™ a tous ses coefficients > 0 .
D'autre part, si X wvérifie la condition (Tot , K) ,

B(X,) = P(X) B(By) = P(X)(1 = t)™F .

On en déduit que, pour 0 <t <1, la valeur de P(X) est au plus égale & la

I‘—I‘m r..rm_l
valeur de P(Xn/G)(l - t) + Q(t)(1 ~ %) « Lorsque t » 1, la valeur
de P(X) tend vers dim H*(X) > 0 « Donc r = ro, G=0G et

dim H(X) < dim HY(X /6) = din w*(F)

Pour pouvoir raisonner de le mdme maniére dans le cas d'un groupe G = ™ s 11
est nécessaire de supposer que l'on ne trouve comme sous~groupe de stabilité de
points de X qu'un nombre fini de sous-groupes de G « D'aprés un résultat de
MOSTOW [4], ce sera toujours le cas si X est une variété compactes En prenant

la cohomologie & coefficients dans un corps de caractéristique 0, on Obtigl:lt
alors comme majoration de P( (Xi - Xi+l)G) la série P( (xi -Xi+1)/G)(1 - tz) .
Finalement, compte tenu du théoréme 1, on obtient le résultat suivante

b
THEEOIEME 2+ = Soient K un corps de caractéristique O (respe p premier),

X un espace compact tel que climK X et dim H*(X ’ K) soient finies dans

lequel opére continfiment un groupe il (respe Z; )e 8i X wvérifie la condition
(Tot, K) et s'il n'y a qu'un nombre fini de sous-groupes de stabilité distincts,
alors

dim KX , K) =din 8¥(F , K)

_d_z_ F désigne le sous-espace des points fixess
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4, AEElications .

Espaces projectifss = Il est parfois possible d'établir (Tot , K) , et par

conséquent de démontrer 1'existence de points fixes en utilisant seulement la
structure de i' anneau de cohomologie de 1'espacee En voici un exemplee Supposons
que X soit un espace compact de 2 _-~dimension finie et que H*(X s 2) soit
isomorphe’'da 2Z_[x]/ (xs+1) avec degré de x= k et kp pair (exempleg : espace
projectif réel (k=1, p=2), complexe (k= 2) , quaternionien (k= 4),
octonionien (k=8, s=2) +51 G= Z; opére continfiment dans X et si
(py s+ 1)=(1), elors X vérifie la condition (Tot , zp) » En effet, G
opére trivialement dans H*(X ’ Zp) ;5 le terme de rang 2 de la suite spectrale
du fibré X, est donc isomorphe 2 B (x , Zp) ® H*(BG , Zp) s et il cofincide
avec le terme de rang k+ 1 « On a

0= dk+1(x® 1)s+l =(s+ D" @ 1)(dk+1 x) R
donc

(s+1)d ,x=0 .

Si (p,s+ 1) =1 s on a donc dk+1 x= 0 et il en résulte que x appartient

& 1'image de 1'homomorphisme H*(XG, Zp) -+ HYx , Zp) .

Sous-groupes élémentaires des groupes de Lie compactse = Soient L un groupe
de Lie compact, U un sous-groupe fermé de L et G un sous=groupe élémentaire
de L. On désignera par K 1w corps de caractéristique p si G= bk s ot de
caractéristique O si G est un tore. Dans l'espace I/U opere L gt par res-
triction G « Si EL ~est un espace fibré principal universel de groupe L s €n
choisissant E, = E; , tout point de E; définit un diagramme commtatif

\4 G

Powr que L/U considéré comme espace oy opére G vérifie la condition (Tot s K)

il est donc suffisant qu'il vérifie (Tot , K) en tant qu'espace oy opére L,

ce qui équivaut & dire que 1'homomorphisme caractéristique H*(BU » K » HN1/U » K)
est surjectif. Compte tenu du théoréme 2, on voit donc que, si 1*homomorphisme
caractéristique H*(BU s K) » H*(I./U s K) est surjectif, le sous-espace des

points de L/U invariants par G n'est pas vide, ou encore, U contient un
sous~groupe conjugué de G « Ceci montre par exemple que, si H*(BU s R) = H*(I/U s B

est surjectif, alors L et U ont mBme rang (prendre pour G un tore meximal
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de L)e Si U est un tore maximal de L et si L n'a pas de p-torsion, on
sait que H*(BU , Zp) - H¥(1/u R Zp) est surjectifs Tout sous-groupe de L iso-
morphe 2 Z; est donc en pareil cas contenu dans un tore maximal de L .

Tores opérant dans des variétés Kéhlériennes. -~ Soit X wune variété Kéhlérienme
compacte eonnexe, ou plus généralement, une variété compacte prédentant en cohomologle

réelle les caractéres d'une variété Kahlériemne ( Hz (x, E) contient une classe
w telle que le produitpar w  * applique bijectivement HP(X » B) sur HZn-p(X »B),
avec 2n= dim X ). Soit E un espace fibré compact de fibre X dont le
groupe de structure est comnnexe. On sait, d'aprés un théoréme de BLANCHARD, que
pour que H*E , R) - H¥(X , R) soit surjectif, il suffit que 1'uné des conditions
suivantes soit vérifiée :

1o w(X,R =0,

2° 1m projection de E sur sa base définit un homomorphisme injectif pour les

by

anneaux de cohomologie & coefficients :éels.

Soit G un tore opérant continfment dans X « La condition (Tot , R) est
vérifiée dans les deux cas suivants 3

1° ®H(X,R =0,
2° Il existe au moins un point de X invariant par G «

Dens ce dernier cas en effet, le fibré X, a une section et H*(BG s B -»H*(XG »B
est donc injectif. Comme on sait d'autre part que le nombre des sousegroupes de
G qui sont sous-groupes de stabilité de points de X est fini (résultats de
MOSTOW), on peut dans ces deux cas appliquer le théoréme 2 3
dim H'(F , R) = dim H'(X , R) .
Iorsque X est une vraie variété Kahlériemne compacte et que le tore G y opére
isométriquement, FRANKEL a démontré [3] que H*(F , K) = dim H*(X s K) pour tout

corps Ko,
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