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Séminaire BOURBAKI Février 1963
15¢ année, 1962/63, n° 248

GROUFE DE PICARD, ANNEAUX FACTORIELS

par Jean GIRAUD

(d*aprés A. GROTHENDIECK)

Introductions ~ En traduisant certains énoncés de géométrie projective : théo-
réme de finitude et de dualité de Serre, théoréme de Lefschetz sur le groupe fon~
damental, en termes de 1'anneau localdu sommet du c8ne projetant, on est conduit
a dee ém"“’qui, dune part sont valables en inégale caractéristique et, d'autre
part, permettent & leur tour, en géométrie projective, de remplacer des hypothé-
ses de non singularité par 1'hypothése que certains anneaux locaux sont des inter-
sections complétes. Nous nous proposons le probldme suivant @

"Etant donnés un préschéma X et un sous-préschéma fermé Y de X, comparer

les groupes de Picard de X et Y u,

Pour cela, on passe par 1'intermédiaire du complété formel X de X 1le long
de Y o Nous nous limitons au cas local : les deux résultats dans cette voie sont
2e1 et 347, qui permettent de prouver un résultat nouveau 3.6 , et la "con-
jecture de Samuel" 3.8 (cf. [4])« Pour des indications sur le cas projectif et
le groupe fondamental (qui peut s'étudier par les m8mes méthodes) voir les remar-
ques 2¢2 et 3.9, ainsi que 1'appendice, (et aussi [SGA] d*ou tout ceci est

extrait).

1. Cohomologie locale (voir [SGA], exposés I 3 VIII et [2]).

Son étude est & la base des résultats exposés ici : il faut en dire quelques

mots.

Soient X un espace topologique et Z une partie fermée de X (on peut se
contenter de supposer & localement fermée, mais nous n'en n'aurons pas besoin)e.
Soit F wun faisceau de groupes abéliens sur X . On définit un préfaisceau
EZ(F) en imposant que, pour tout ouvert V de X , I, Z(F) (V) soit le groupe des
sections de F sur V dont le support est contenu dans 2 $ en fait c'est un
faisceaus On note I"Z(X s F) le groupe de ses sections globalese On obtient ainsi
deux foncteurs exacts & gauche, définis sur la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X et & valeurs respectivement dans elle-mBme et dans la catégorie
des groupes abéliens. leurs dérivés sont notés u;(F) et H;(X s ) oo
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Posons U= X - Z , on a une suite exacte de groupes abéliens :

(1.1) 0~ H)(X, F) » & , F) » (U, F) 2, H%(X , F) - H (X y B) oo

et, pour les faisceaux, une suite exacte :

]
(1.2) 0-#(F) » F 2o u @Y ~ay(H) 20,

et des isomorphismes @

(1.3) RP u*(FIU)—xé-» e, p>0
oi u désigne 1'immersion de U dans X, u 1l'image directe par u, et u’
le morphisme canonique (trivial : prendre ure résolution injective de F )a E
suite exacte (1.2) fait apparaitre #°(F) et Jﬁl(F) comme le noyau et le conoyau

de u' .

S5i X est un préschéme localement noethérien (respe noethérien), si 2 est
défini par 1'Idéal quasimcohérent 3 et si F est un Og~Module quasi-cohérent,
on a un isomorphisme de OJ-foncteurs :

. ; k=1 *
(1.4) Lim Ext* (0./3 F) » #:(F)
1?€§ 2, e 9 7
(respe et un isomorphisme de O-~foncteurs :
. ktl
(1.5) iémmn*éx(ox/a CLRL.HE,n) .

De ceci on déduit en particulier que, si A est un anneau local noethérien,
si X =Spec(d) , k=A/m, ot m est 1'idéal maximal de A et si F= M est
1le lModule associé au module de type fini M s la profondeur de M , notée prof M
et définie comme le sup des longueursdes suites M-réguliéres, est également la
borne inférieure des i tels que H%lm}(X s F) £ 0 (resp. Exti(k s, M #£0).

On introduit aussi des Ext avec support : %;(F s G) (resp. Ext;(x 3F, G) )
qui sont les dérivés par rapport & G de I',(Homy (F, G)) (resp. T,(X,Hom, (F,Q)
~20= T, 2 g+ g

S5i X est localement noethérien (resps noethérien), si F est cohérent et si G

est quasi-cohérent, on a un isomorphisme de J~foncteurs &

. et 1 o
(1.6) 11{_2%%;2(3/3 TR, 6) = Exty(F, ©)

(resps et un isomorphisme de O-foncteurs :
ket 1

e

1.7 linm Ext® (X ; F/3
(1e7) =5 OX( .

od 3 est un Idéal de définition de Z

F, G)—':-)Ext;(x; F,G))
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GROUPE DE PICARD, ANNEAUX FACTORIELS

Proposition lele = Soient A un anneau noethérien, X son spectre, 2 une
partie fermée de X o Posons U=X =2 et Y=2nT . Soient F et G dewx
Or-Modules cohérentse. Supposons que, pour tout y € Y , on ait prof Gy >n,
alors les Modules E&E(F 5 G) sont cohérents pour p<n e

Preuves = Si Supp Fc Z, on a E@;(F s G) = Ext* (F, G) , la conclusion

est connuee Sinon, remplagant F par F/l" (F) s i1 sufflt de prouver que

xtp(F G) =0, pour p<n et Supp FcT. Grice aux isomorphismes (1.6),

on est ramené & prouver que Eact? (F, Q= s P<n, lorsque Supp Fc Y= ZnUe
Raisonnons par récurrence sur p . le résultat est vrai pour p <O, supposons-

le démontré pour p' < p . Alors Eixj:gx(F ; G) est un foncteur exact 3 gauche,

défini sur la catégorie des Modules cohérents de support contenu dans Y « Il est

2 P k+1
done représentable par H = Exty (6,/3 G) s
ke%’ Sk Ox
Ext? (F, G)—» Hom, (F , H) ,

% ~~%

oi 3 est un Idéal de définition de Y « D'aprés (le4), on & un isomorphisme :
H=, ug(G) ety par hypothése, H= 0 si p <n, d'ed la conclusions

Remarques = Le "lemme d'excision" dit que Extz(F G) = md’znsu.pp F(F G)
On en déduit immédiatement que la conclusion de (lel) subsiste si 1l'on suppose
seulement prof Gy >n pour y€ YnSupp F= (ZnSuppF) nT .

On peut maintenant énoncer le théoréme que nous utpiliserons plusieurs fois

4 \
THEOREME 1.2. =~ Soit X wun prégchéma localement noethérien, localement immer-
geable dans un préschéma réguliers Soit Z une partie fermée de X et soit
wlP-» X, U=X-2, 1'injection canonique. Soit F un OyModule cohérents Soit

n un entiers. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) RP u*(F) est cohérent pour p<n,
(ii) pour tout xe U, on a prof F_+ e(x) >n,
(iii) pour tout x € U tel que c(x) = 1 » onaprof F >n,

(iv) pour tout Q~Module cohérent F' prolongeant F (il en existe) #E (F‘)
est cohérent pour p <n,

o1, pour tout x € U, on a posé :
c(x) = codim({x} n Y, {X}) .
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La dimension d'un anneau local noethérien est prise au sens de Krull, celle d'un
préschéma est le sup de celles de ses anneaux locaux et la codimension d'une par—
tie P d'un préschéma S est, par définition 3

codin(P , 8) = inf dim Og o .
peP !

Pour situer le théoréme, énongons deux corollaires. le premier dit "qu'il faut
que le support de F n'empiéte pas trop sur Y M.

CCROLLAIRE 143. - Supposons de plus que F soit un OU.-Module de Cohen-Macaulay,
et désignons par S 1'adhérence (dans X ) du support de F . Les conditions de
142 équivalent 3 :

(v) pour toute composante irréductible S' de S, on a:

codim(S* n ¥, S') >n .

Preuves = Trivial sur la définition de Cohen-Macaulay (profondeur = dimension).

Le deuxiéme est un raffinement d'un résultat bien connu 3

COROLLAIRE 1444 = Soit £ : X - Y un morphisme propre de préschémas locale—
ment noethériens. Supposons que X soit localement immergeable dans un préschéma
réguliers. Soient U un ouvert de X et F wn OU~Module cohérent. Supposons que,
pour tout x € U tel que 'codim({i} n(X-0), {x}) =1, onait prof F zn.
Alors les OY-Modules Rp(f| U) * (F) sont cohérents pour p<n

En effety si u désigne 1'immersion de U dens X , on a une suite spectrale
de lLeray :

*
Eg’q:. RP £,(8% u (F) => R'(f] u), (F) .
D'aprés le2 , les R% 4 *(F) sont cohérents pour q < n , donc aussi les Elzj’q
pour gq<n, car f estw.

Preuve de 1e2e = (i) <=> (iv), par (1.2) et (1.3)e Montrons que (iii) = (iv)s
On se raméne facilement au cas o X = Spec(A) , A noethérien régulier (et mBme
local si on y tient), et F' = M ,0od M est un A-module de type fini et de

dimension projgetive finie ; car la dimension projective des fibres est semi~

continue supérieurement et finie en tout point ( X noethérien régulier). Par un

raisonnement facile d'hyperhomologie & la Cartier, on trouve une suite spectrale :

* - -

(1.8) ky(F') <= g_gt_lzj(Ezd;Sq(F' » Og) 5 &) = EDA .

(Cfe [SGA], exposé VIII;) Remarquons que, dans les Ext , F' a changé de cdté
par rapport aux formules (le4) et (1¢5)a
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D' aprés la remarque qui suit lel , pour prouver que Eg’q est cohérent pour
p+qg<n, il suffit de voir que, pour tout y € Yq s on a prof Ox,y>p s O

1'on a posé

= Ext - 3(F! Y =S nz2nT=2nS_nU .
Sq = Supp b (F', o) a% q a

Or, pour un tel y , il existe un x €S_n U qui le suit, i. e. tel que y € {x}
et tel que dimox’y = dimox’x-r 1, D'aprés (iii), prof F;c >n, et, puisque
les Ext commtent aux fibres (localement noethérien) et que x €S_ ona

dp F;( >=q, ou dp désigne la dimension projective (de la fibre sur 1'anneau

local de x )« Or OX " est régulier, on a donc $
s

1 il S 3 - 3
prof Fx + dp I‘x = dim oX,x >n~q>Dp (cf (30

'd
D'ay la conclusion, car prof OX,y = dim %i;y = din Gx,x 1.

Il resterait a prouver que (i) = (ii). C'est facilee. Voici le nceud de la
question ¢ on suppose que X est le ppectre d'un anneau de valuation discréte 4,
que U= {x}, ot x est le point générique de X , que n= 1, et on raisonne
par 1'absurdes Donc prof F,_= 0, donc u*(F) X) = F(U) = Fx admet zéro comme
idéal associé, donc contient un sous-module isomorphe au corps des fractions de 4,
donc n'est pas de type fini sur A4 .

Co Qe Fo Do

Le corollaire (le.4) nous invite 3 plagier [EGA], chapitre III.

On peut démontrer le "théoréme de comparaison® ([EGA], III, 4.2.2) sans utili-

ser le fait que le morphisme que 1l'on étudie est propre, mais seulement la fini-

tude des Modules # ci~dessous, qui, dans le cas que nous étudierons, résultera
du théoréme 1.2 ci-dessus. Extrayons un corollaire (pour un énoncé complet et
un plan de démonstration, voir [SGA] 1962, exposé IX).

Soit £ 3 X -+ X' un morphisme de préschéma, séparé et de type fini, tel que

X' soit localement noethériene Soit Y' wune partie fermée de X' , et posons
__1 L] Ead

Y= f (Y') . Soient X et X' lcs complétés formels de X et de X' le long

de Y et de Y* . Désignons par i et Jj les morphismes canoniques de 2 et

A A
de X dans X' et X et par f le morphisme déduit de f par passage aux com-
plétés

J X

e
>

(1.9) f

>
P IE——— >
H
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Soit F un Oy-Module, on & un morphisme canonique ([EGA], III, 4.15.4) :

(1.10) u, * P £ (F) » R £ (%) , peld .
Soit 3 un Idéal dc définition de ¥' et soit J= £ (3) « Posons :
(1.11) 8= U &, ¥= U PR, pez .

keN kel

I1 est clair que %P est un Module gradué pur l'Anneau gradué § «

PROPOSITION le54 = Avec les notations introduites jusqu'ici, supposons que F

p

soit cohérent et que le S-lModule gradué %#“ soit de type fini powr p=n et

A A
p=n+ 1, alors R? f*(F) est cohérent et u ~est un isomorphisme.

Nous appliquerons ce résultat lorsque X' est le spectre d'un anneau noethé-
rien, auquel cas 1'Idéal & correspond & un idéal I « Désignons par ?‘. le com~
plété de A pour la topologie I-adiquee Puisque F est cohérent, le morphisme
naturel j*(F) - F est wn isomorphisme et le morphisme (1.10) se traduit par :

~ N~ N
(1.12) v, ¢ (X , F) o, A » (X, F) .

Si 1'on suppose que A est complet pour la topologic Imadique, (et que les
hypoth®ses du théoréme sont vérifides), en composant v, avec 1! isomorphisme
A
naturel : N°(X , F) » HY(X , B ®, A , on trouve que le morphisme naturel :

(113) x, F) » BX , F)

est un isomorphismee.

On"généralise! de mBme le théordme de finitude des images directes d'un Module
cohérent par un morphisme propre de préschémas formels ([EGA], III, 3.4.2 et .[SGA]
1962, exposé IX) ¢

PROPCSITION lebe = Soit £ 3 % - %' un morphisme de préschémas formelse. Soit
3 un Idéal de définition de X' « Supposons que J = *(3) soit un Iddal de défi=

nition de % et que %' soit localement noethérien.

Soit § un Qx-Module cohérent et soit n un entier. Soient enfin 8 et 9
les gradués associés & ., eta S
1
(1a14) s= U a¥s®l oo U SFspg s .
keN kelN

, o . 2 oy derl -
Si leo S=Module gredué Zﬁszpf*(-d) ~ | BP f*(glr 3/gk+ %) est de type fini pour
€N

L

p=n-1, n et n+ 1, alors R" f*(‘S) est cohérente
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GROUPE DE PICARD, ANNEAUX FACTORIELS

2+ Conditions de Lefschetz (passage de X A un voisinage ouvert de Y )e =

Pour tout espace amnelé Z , on désigne par £(Z) la catégorie des OZ-Modules
inversibles (localement libres de rang ! ). Soient X wun préschéma localement
noethérien, Y une partie fermée de X et U le filtre des voisinages ouverts
de Y dans X . On dit que la condition de lefschetz est vérifiée, et on écrit
Lef(X ,Y) , si pour tout U e U, le morphisme naturel :

(2.1) ru, 7y -k, ¥

est un isomorphisme, ol X (resp. F) désigne le complété formel de X (respe
F)lelmgde Y.S5i F et G sont deux objets de £(U) , Ue U, le fais~
ceau des homomorphismes Hom(F , G) est inversible, ce qui montre que l'on a

un isomorphisme };I_gg(%‘ s B & Hom(F , G)A, ce qui montre que, si 1'on a

Lef(X , ¥) , le foncteur £(U) - £(X) est pleinement fiddle. La réciproque est
d'ailleurs vraie : prendre F = Ox On dit que la condition de Lefschetz effec~
ltive est vérifide, et 1l'on éerit ILeff(X , Y) si ona ILef(X, ¥Y) et si, pour
tout i)l?jet S de ﬁ(f() sy il existe U e U et un OU—Module inversf.ble F tel
que Fx5.08iona Leff(X, Y), le morphisme lfé% Pic(U) - Pic(X) est un iso~

morphisme.

’ N
THEOREME 2e1e = Soit A un anneau local noethérien, soit X' son spectre et
soit m son idéal maximale Soit t €m un éLément A-régulier, posons Y' = V(t)
Posons X =X' = {m} , Y=Y ~ {m} . Supposons que A soit quotient d'un régu~

%ier et soit complet pour la topologie t~adique (par exemple A complet). Soit
X le complété formel de X le long de Y « Alors

(i) si, pour tout pe X, fermé dans X , on a prof O p22,ona Lef(X , Y),
A
(donc Pie(U) - Pic(X) est injectif, Ue ), ’

(ii) si, de plus, pour tout p € ¥ 5 fermé dans X , on a prof O 3 3,oma
A
Leff(X , Y) , (donc 1lim Pic(U) - Pic(X) est un isomorphisme)s ’

ueu
Prouvons (i)« On remapque (Heuptidealsatz) que, pour tout voisinage ouvert U

de Y dans X, le complémentaire X - U est réunion d'un nombre fini ds puints formés

de X o En appliquant 1.2 , on se raméne au cas ot U= X « Soit F un objet de
v & 2
£(X) , prouvons que H°(X , ) - HOX » F) est un isomorphisme. Cela résultera
du théoréme de comparaison 1.5, (cf. (1.13)), appliqué & 1'immersion £ : X-X',

aux parties fermées Y et Y' , 3 F et pour n= O . Posons 3 — (ta)~ et

9= 3|X o L'homothétie de rapport t , étant injective, induit des isomorphismes
E-Jk - Sk”' et gk Fo gk+1 F » Avec les notations de 1.5 .» on a donc des isomor-
phismes ¢ $ a Ox,[T] et ®° xRP f*(F) QOX' OX,[T] s @ T est une indéterminde.
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Pour vérifier 1'hypothése de 1¢5 , il suffit donc de montrer que ’P f*(F) est
cohérent pour p= 0 et 1, ce qui résulte de 1.2 et de 1'hypothése.

Prouvons (ii)e Soit § wun objet de E(f() » Si 1'on prouve que %*(5) est

fohérent! on saura, puisque A est complet pour la topologic (tA)=adique, que
f*(ﬁ) est isomorphe au complété d'un OX'—M)dEle cohérent F' . Puisque X est
ouvert dans X' , on en déduiraque $=x (F'|X) , d'eu la conclusion, car F' est
libre aux points de Y , donc au voisinages On va donc appliquer 1le6 2 % s &

et pour n = 0 .On fait 18 méme remerqueavec les notations de (le14), on a

8% 0n[T] et #PxRP £ (5/95) %y, Oy [ 7] ,

oh f' est l'immersion de Y dans Y' . D'ou 1'hypothése de 1.6, en appliquant
le2 3 f', 5/95 et n=2; ce qui est Licite car t est régulier, donc
prof(ii/g%)x = prof OYJ,x = prof OX,x ~1>2 ,

pour x e Y , fermé dans Y »

REMARQUE 2.2 Soms les hypothéses de profondeur de 2.1 , les conditions de
lefschetz sont vérifides si X est un sous-préschéma fermé d'un espace projectif
sur un corps et si Y est une section hyperplane réguliére. D'ou les mdmes con~
clusions pour le groupe de Picard. Par ailleurs, remplagant un revltement,étale
r: R-+X par 1'Algébre étale r,(0;) , (équivaelence de catégories), on voit
que Leff(X , Y) entralne que no(f() = no(Y) - n:O(U) est une bijection (U e U)
et que

ny(X) > Lim 7, (0)
Uel

est un isomorphisme. Comme les éléments nilpotents ne comptent pas pour les revé-

tements étales, on trouve un isomorphisme
nl(Y) - ‘]ﬁﬂ Tcl(U) 3

du moins si Y est connexe et si on a choisi un point base dans Y qui sert
également dans les U o C'est un premier pas dans la direction du théoréme de
Lefschetz sur le groupe fondamental, d'olu la terminologie (cfe appendice)e

3. Parafactorialité (passage de X 2 un voisinage ouvert de Y ).

2
DEFINITION 3.1s = Soit X un préschéma localement noethérien et soit U une
partie ouverte de X « Posons Z=X = U « On dit que le couple (X , Z) est para~
factoriel si, pour tout ouvert V de X , le foncteur restriction :
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p(V) 5 #(V) » &(V A U)
est une équivalence de catégories, o ®(») désigne la catégorie des Modules in-
versibles sur 1'espace annelé wx o (Donc Pic(X) - Pic(U) est un isomorphisme,)

Dh".FINITION 342¢ =~ Un anneau local noethdrien est dit parafactoriel si le couple
(Spec(d) , {m}) 1'est, o m est le radical de A .

Ceci signifie que prof A>2 et que Pic(X) = 0, oi X désigne le complé-
mentaire du point fermé du spectre de A « En effet :
IEMME 3.3+ - Lea conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) pour tout ouvert V de X , p(V) est pleinement fidéle,

(ii) le morphisme naturel & - u*(OU) est un isomorphisme,

(iii) pour tout z € 2 , on a prof Oxz>,2.
’

Preuves ~ Faisceau des homomorphismes et suite exacte (1.2),

Soit F un QpModule inversible ; sous les conditions de 3¢3 4, si F pro=-
vient d'un qc-Module inversible, ce dernier ne peut &tre que u*(F) « Remar-
quons que u*(_ F) est cohérent, car u*(OU) 1'este Soit W 1llouvert de X ol
Ft = u*(F) est inversible (W > U) o Supposons W# X et soit t wun point

générique de T =X = W « Le changement de base Spec(oX t) -+ X commte & 1'image
2
directe par u , ce qui prouve, que OX % n'est pas parafactoriele On en déduit :
,t —— e P22

PROPOSITION 34+ = Pour que (X , Z) soit parafactoriel, il suffit que, pour

tout z € 2, 1'anneau local Oy , Le soite
)

La réciproque est vraie, triviale, et laissée au lecteurs.

Par descente fidélement plate, on voit qu'un anneau local noethérien, dont le

eomplété est parafactoriel, 1l'est aussie La réciproque est inexactes

Puisque prof A <dim A , un anneau factoriel n'est pas nécessairement parafac-
toriele. Cependant ¢

PROPOSITION 3+5¢ ~ Soit A un anneau local noethérien de dimension > 2 .
Pour que A soit factoriel, il faut et il suffit que :

(i) pour tout idéal premier p de A , différent de 1'idéal meximal m , le
localisé Ap soit factoriel

(i) prof 432
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(i14i) Pic(X) = 0, ot X = Spec(4) =~ {m} « (X' = Spec(4)) »

les deux derniéres conditions signifient que A est parafactoriels Preuve de

3¢5 : appliquer le critére de normalité de SERRE ([3]), et remarquer que, si
1'on a (i) et (ii), alors CL(A) =~ C1(X) ~ Pic(X) .

Voici le théoréme nouveau :

L]
THEOREME 3.6 = Un anneau local noethérien A , de dimension >4 , qui est

s

une intersection compléte, est parafactoriel.

Rappelons que la seconde condition signifie qu'il existe un annesu local noethé-
rien régulier R et une suite R-régulitre t; , -.. , t, d'éléments du redical

de R telle que A~B/(t) 5 o0ey ty) «

k

On démontre ce théoréme par récurrence sur la longueur de la suite : k . Si
k=0, A est régulier, donc factoriel (AUSLANDER-BUCHSBAUM [1], voir une jolie
démonstration, due & KAPIANSKY, dans [SGA], exposé XI), donc parafactoriel, car
dim 4 2 2 « Supposons k > 1 et le théoréme démontré pour k' < k « Il suffit
de démontrer que le complété de A est parafactoriel. le résultat suivant oet

fait pour cela ( A y devient B ).
PROPCSITION 3.7. - Soit A un anneau local noethérien, complete Soit m son
idéal maximal, soit t € m un élément A-régulier. Posons

B= &/th , X' =Spec(h) , X=X'={m}, ¥ =V(t) ~Spec(B) , Y=Y = {m} s

Supposons que :
(i) pour tout x € X, fermé dans X , on ait prof Ox’xz 2,
(ii) pour tout x € Y , fermé dans Y , on ait prof O 2 3,
)

(1ii) pour tout xe€ X, x# Y, 1'amneau local Oy 4 Soit parafactoriel
. paralactorie.
(remarquons que (ii) et (iii) entrafinent (i)})

(iv) prof B> 4,

alors Pic(X) - Pic(Y) est un isomorphisme, (en particulier, pour que B soit

parafactoriel il faut et il suffit que A le soit)e

D'aprés 2.1 , (i) et (ii) entrainent Leff(X , Y) , donec Lim Pic(U) » Pic(X)

est un isomorphismes D'aprés la démonstration de 2.1 , pour tout UeU (U est

le filtre des voisinages ouverts de Y daas X ), le complémentaire de U dans

X est formé d'un nombre fini de points fermés de X . Donc le couple (X , X - U)
A

est parafactoriel d’aprés (iii), donc Pic(X) - Pic(X) est un isomorphisme.
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11 reste & comparer Pic(i’) et Pic(Y) « Posons 3 = (tA)~|X , c'est un idéal
de définition de Y . Pour tout n e N, posons O = O™, ¥ = (Y, 0) .
Un module inversible sur X est essentiellement une suite de modules inversibles
sur les Y , se déduisant les uns des autres par réduction modulo.d « Il suffit
de montrer que, pour tout n e N, L Pic(le) - Pic(Yn) »st un isomorphismes

On considére la suite exacte @

(301) 00,20 Poo¥,0 ,

i a(x) =14+ tml X et ot b est déduit de 1'injection il 3% . Comme cha~
cun sait, le morphisme Hl(b) : Hl(Y s 0;}1) - HI(Y R O:) s'interpréte comme
r, e« Par la suite exacte de cohomologie attaché a (3.1), il reste & prouver que
(¥, Of) =0 pour i=1 et 2« On applique la suite exacte (l.1) & Y ) 2
la partie fermée {m} et a Oys » ce qui donne la suite exacte 3
E(r, oy,) » BT, o) -»H?';]}'(Y' ) O) .
Le terme de gauche est mul powr i > 0 s car Y' est affine § celui de droite

L'est pour i+ 1 <4 d'aprés (iv), d'oi la conclusione On en déduit une conjec~
ture de SAMUEL ([4], n° 6) :

’ \
THEQREME 348+ = Soit A un anneau local noethérien qui est une intersection
compléte. Supposons que, pour tout idéal premier p de A » le localisé Ap soit
factoriel si dim Ap <3« Alors A est factoriel.

On raisonne par récurrence sur n = dim A . Si n<3, il n'y a rien & démon-
trer. Supposons n >4 et le théoréme démontré en dimension < n « Les conditions
(i1) et (iii) de 3.5 sont vérifiées, puisque A est parafactoriele La condition
(i) résulte de 1'hypothise de récurrence.

Remarque 3¢9 =~ Comme il est dit dans [4], le théoréme 3,8 a une interpréta~
tion géométrique simple. Soit V wune intersection compléte de dimension 33 dans
un espace projectif sur un corpse. (Ceci signifie que 1'anneau de eoordonndes homo—
génes de V est quotient de celui d'un espace projectif par une suite réguliére
formée 4'éléments homogdnes.) Supposons que V soit non singuliére en codimension
<3 (ce qui entrafine que son ammeau de coordomndes homogénes 1'est). Alors tout
diviseur de V est une intersection compléte (peut #tre déerit par une équation
de plus que V ). En effet, le groupe des classes de divigeurs de V s'identifie

au groupe des classes de diviseurs homogénes de A o D' aprés [4], proposition 4,

ce dernier s'identifie & CL(4) et, d'apres [4], proposition 5, & Cl(Am) s OU

A est 1'anneau local du sommet du cbne projetant de V , i. ee le localisé de A
par rapport & 1'idéal maximal m engendré par les éléments homogénes de degré >0
G0 Ao Or Cl(Am) = 0, par 3.8,
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4 la vérité, il vaut mieux étudier le cas projectif directemente Le bon énoncé

concerne d'ailleurs le groupe de Picard et non le groupe des classes de diviseurs:

PROPOSITION 3¢10¢ = Soit X un sous-préschéma fermé d'un espace projectif sur
un corps, de dimension > 3, qui est une intersection complétes Alors Pic(X)
est le groupe libre engendré par la classe de Ox(l) .

4+ Appendicee
De mdme que celles de 2 (cfe 242 ) les considérations de 3 s'appliquent

sans grand changement & 1'étude du groupe fondamental, & condition de remplacer
"parafactoriel” par "pur" et la catégorie des Modules inversibles par celle des

rev@tements étales. Dans le cas local, on est conduit au théoréme de pureté de

Zariski-Nagata (un anneaun local noethérien régulier de dimension 32 est pur) »

étendu par GROTHENDIECK au cas d'une interseetion oompléte de dimension =3 « Dans le
cas projectif, on trouve

-
THEOREME 441. = Soit X un sous~préschéma fermé d'wn espase projectif sur un
corps, soit Y une section hyperplane réguliére de X o Supposons que, pour tout

x € X, fermé dans X,

(i) on ait prof %(,x >2

(i1) on ait prof OX,x >3, si, deplus, xe¥,
(ii1) q{,x soit pur, si x £ Y, (par exemple régulier de dimensien > 2, ou
une intersection compléte de dimension > 3 ), alors no(Y) - no(X) est une bijec~

tion et, wne fois choisi des points bases dans Y , nl(Y) - J'Cl(X) est un iso-
morphismes

Comparant avec le théoréme de Lefschetz dans le cas analytique complexe, on est
conduit & supposer que celui-ci est peut=&tre valable sans hypothése de non-singu-
lerités Avant d'énoncer une conjecture précise qui devrait intéresser les topolo~

gues, définissons des groupes d'homotopie locaux qui devraient remplacer les H; .
Soit X un espace topologique localement connexe par arc, et soit xe X « Pour
tout voisinage U de x , choisissons un point—base dans U — x de la maniére
suivante.
Soit f3: [0, 1] +X , une application continue telle que f£(0) = x et

£(t) # x pour t# O (il en existe si x n'est pas isolé)e Pour tout voisinage
U de x, il existe € >0 tel que 0<t <e& implique f£(t) € U« Les groupes
d! homotopie ni(U -x, £f(t)) , 0<t<e, sont "essentiellement" indépendants
de t « Choisissant pour chaque U un tel t , et passant 3 la limite projective

sur les voisinages de U, on pose :
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b'q .
s (X) = g%_m n;(0 = x 5 £(t)) ’
et on vérifie que la limite est indépendante de f , & un isomorphisme prés.

CONJECTURE 4.2 (GROTHENDIECK). - Soit X un espace analytique projectif de
dimension n , muni d'un Module inversible ample L , soit + une sectionde L,

soit Y 1'ensemble des zéros de 1t « Supposons que :
(i) t soit une section réguliére (superflu ?),

(i1) pour tout xeX ~-Y, O , est une intersection compléte (devrait pous

’
voir se remplacer par n];(X) =0 powr i<n=-1),

>n.

el

(iii) pour tout y € Y, prof Ox,y

Alors le morphisme
ny (1) » my (X)

est une bijection pour i< n =1, une surjection pour i=n=- 1.

Pour plus de détails, voir [SGA], exposé XIII : "Problémes et conjectures".
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