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Séminaire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n° 248

Février 1963

GROUPE DE PICARD, ANNEAUX FACTORIELS

par Jean GIRAUD

(d’après A. GROTHENDIECK)

par Jean GIRAUD

Introduction. - En traduisant certains énoncés de géométrie projective : théo-
rème de finitude et de dualité de Serre, théorème de Lefschetz sur le groupe fon-

damental, en termes de l’anneau local du sommet du c8ne projetant , on est conduit
à des Cfune part sont valables en inégale caractéristique et, d’autre

part, permettent à leur tour, en géométrie projective, de remplacer des hypothè-
ses de non singularité par l’hypothèse que certains anneaux locaux sont des inter-
sections complètes. Nous nous proposons le problème suivant :

"Etant donnés un préschéma X et un sous-préschéma fermé Y de X s comparer
les groupes de Picard de X et Y ".

Pour cela., on passe par l’intermédiaire du complété formel X de X le long
de Y . Nous nous limitons au cas local : les deux résultats dans cette voie sont

2.1 et 3.7 e qui permettent de prouver un résultat nouveau 3.6 , et la "con-
jecture de Samuel" 3.8 (cf. [4]). Pour des indications sur le cas projectif et
le groupe fondamental (qui peut s’étudier par les mêmes méthodes) voir les remar-
ques 2.2 et 3.9 ~ ainsi que l’appendice, (et aussi d’ où tout ceci est

extrait).

1. Cohomolo ie locale (voir [SGA], exposés I à VIII et [2]).
Son étude est à la base des résultats exposés ici : il faut en dire quelques

mots.

Soient X un espace topologique et Z une partie fermée de X (on peut se
contenter de supposer Z localement fermée, mais nous n’en n’aurons pas besoin).
Soit F un faisceau de groupes abéliens sur X . On définit un préfaisceau

r~(F) en imposant que, pour tout ouvert V de X ~ soit le groupe des

sections de F sur V dont le support est contenu dans Z ; en fait c’est un

faisceau. On note r Z(X , F) le groupe de ses sections globales. On obtient ainsi
deux foncteurs exacts à gauche, définis sur la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X et à valeurs respectivement dans elle-même et dans la catégorie
des groupes abéliens. leurs dérivés sont notés x *(F) et F) .
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Posons U = X - Z , on a une suite exacte de groupes abéliens :

et, pour les faisceaux, une suite exacte :

et des isomorphismes :

ou u désigne l’ immersion de U dans X i u* l’ image directe par u , et u

le morphisme canonique (trivial : prendre une résolution injective de F ). La
suite exacte (1.2) fait apparaître et comne le noyau et le conoyau
de u’ .

Si X est un préschéma localement noethérien (resp. noethérien), si Z est

défini par l’Idéal quasi-cohérent  et si F est un OX-Module quasi-cohérent,
on a un isomorphisme de ô-foncteurs :

(resp. et un isomorphisme de ~-foncteurs :

De cee ion déduit en particulier que, si A est un anneau local noethérien,
si X = Spec(A) ~ k = A~m ~ eu m est l’idéal maximal de A et si F == M~ est

le Module associé au module de type fini M ~ la profondeur de notée prof M

et définie comme le sup des longueurs des suites 16-régulières, est également la
borne inférieure des i tels que Hl {m} ~X ~ F) ~ 0 (resp. 0 ).

On introduit aussi des Ext avec support : G) (resp. G) )
qui sont les dérivés par rapport à G de (F , G) ) (resp. 

Si X est localement noethérien (resp. noethérien), si F est cohérent et si G

est quasi-cohérent, on a un isomorphisme de ~-foncteurs :

(resp. et un isomorphisme de ~-foncteurs :

où J est un Idéal de définition de Z.
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hoposition Soient A un anneau noethérien, X son spectre, Z une

partie fermée de X .Posons U=X-Z et Y=ZnTT. Soient F et G deux

OX-Modules cohérents. Supposons que, pour tout y e Y , on ait prof G  n ,
alors les Modules G) sont cohérents pour p  n . 

Preuve. - Si Supp on a Ext~(F ~ G) = (F , G) , la conclusion

est connue. Sinon, remplaçant F par il suffit de prouver que

Ext~(F ~ G) = 0 , pour p  n et Supp F c U . Grâce aux isomorphismes (1*6)~
on est ramené à prouver que ExtpoX(F , G) = 0, p  n , lorsque Supp F c Y = Z~U.
Raisonnons par récurrence sur p. Le résultat est vrai pour p  0 , supposons-
le démontré pour p’  p  Alors Ext" (F , G) est un fondeur exact à gauche,

défini sur la catégorie des Modules cohérents de support contenu dans Y. Il est

donc représentable par H = G) :

où J est un Idéal de définition de Y . D’après (1.4), on a un isomorphisme :
H-=~ et, par hypothèse, H = 0 si p  la conclusion.

Remarque. - Le "lemme d’excision" dit que G) = G) .
On en déduit immédiatement que la conclusion de (1.1) subsiste si l’on suppose
seulement prof pour y E Y n Supp F = (Z n Supp F) n 

On peut maintenant énoncer le théorème que nous utiliserons plusieurs fois :
, ,

THEOREME 1.2. - Soit X un préschéma localement noethérien localement immer-
geable dans un préschéma régulier. Soit Z une partie fermée de X et soit

u:U ~ X , U = X- Z , l’injection canonique. Soit F un OU-Module cohérent. Soit
n un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R~ u*(F) est cohérent pour p  n ,

(ii) pour tout x on a prof F x + c(x) > n ,
(iii) pour tout x E U tel que c(x) = 1 , on a prof n ,

(iv) pour tout cohérent F’ prolongeant F (il en existe) 
est cohérent pour p ~ n ,
où~ pour tout x on a posé :
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La dimension d’un anneau local noethérien est prise au sens de Krull, celle d’un

préschéma est le sup de celles de ses anneaux locaux et la codimension d’une par-
tie P d’un préschéma S est, par définition :

Pour situer le théorème, énonçons deux corollaires. Le premier dit "qu’il faut
que le support de F n’empiète pas trop sur Y ’t.

COROLLAIRE 1.3. - Supposons de plus que F soit un OU-Module de Cohen-Macaulay,
et désignons par S l’adhérence (dans X ) du support de F . Les conditions de

1.2 équivalent à :

(v) pour toute composante irréductible S ’t de S ~ on a :

Preuve. - Trivial sur la définition de Cohen-Macaulay (profondeur = dimension).
Le deuxième est un raffinement d’un résultat bien connu :

COROLLAIRE 1.4. - Soit f : X -~ Y un morphisme propre de préschémas locale-
ment noethériens. Supposons que X soit localement immergeable dans un préschéma
régulier. Soient U un ouvert de X et F un OU-Module cohérent. Supposons que,
pour tout xeU tel que codim({ x} n (X - U) ~ { X} ) = 1 , on ait prof n .

Alors les OY-Modules Rp(f|U)* (F) sont cohérents pour p  n .

En effet, si u désigne l’immersion de 1J dans X s on a une suite spectrale
de Leray :

D’après 1.2 ~ les R~ u~(F) sont cohérents pour q  n ! donc aussi les 

pour q  n , car f est propre.

Preuve de 1.2. - (i) -.;-~ (iv)y par (1.2) et (1.3). Montrons que (iii) (iv).
On se ramène facilement au cas où X = Spec(A) ~ A noethérien régulier (et même
local si on y tient), et F’ = M~, où M est un A-module de type fini et de

dimension projqotivn finie ; car la dimension projective des fibres est semi-

continue supérieurement et finie en tout point ( X noethérien régulier). Par un
raisonnement facile d’hyperhomologie à la Cartier, on trouve une suite spectrale :

(Cf. exposé VIII.) Remarquons que, dans les Ext, F’ a changé de cote
par rapport aux formules ( 1.4 ) et ( L.5) .
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D’après la remarque qui suit ~.1 ~ pour prouver que est cohérent pour

p + q  n , il suffit de voir que, pour tout y e Y , on a prof > p , où

l’on a pose :

Or, pour un tel y , il existe un x e S n U qui le suit, i. e. tel que y e {x}

prof F’  n , et, puisqueles Ext commutent aux fibres (localement noethérien) et que x e Sq on a

dp F’  - q , on dp désigne la dimension projective (de la fibre sur l’anneau
local de x ). Or Oy ,X est régulier, on a donc :

la conclusion, car prof = = + 1 .

Il resterait à prouver que (i) ==> (ii). C’est facile. Voici le noeud de la

question : on suppose que X est le ppectre d’un anneau de valuation discrète A ~

que U = {x}, où x est le point générique de X , que n = 1 , et on raisonne

par l’absurde. Donc prof F x = 0 ~ donc u * (F) (X) = F(U) = F x admet zéro comme

idéal associée donc contient un sous-module isomorphe au corps des fractions de A ~
donc n’est pas de type fini sur A.

Co Q. F. D.

Le corollaire (1.4) nous invite à plagier [EGA], chapitre III.

On peut démontrer le "théorème de comparaison" ([EGA], III, 4.2.2) sans utili-

ser le fait que le morphisme que l’on étudie est propre, mais seulement la fini-

tude des Modules p ci-dessous, qui, dans le cas que nous étudierons, résultera

du théorème 1.2 ci-dessus. Extrayons un corollaire (pour un énoncé complet et
un plan de démonstration, voir [SGA] 1962, exposé IX).

Soit f : X -~ X’ un morphisme de préschéma, séparé et de type fini~ tel que
X’ soit localement noethérien. Soit Y’ une partie fermée de X’ 1 et posons
Y= Soient X et X’ les complétés formels de X et de X’ le long
de Y et de Y’ . Désignons par i et j les morphismes canoniques de 

de X dans X’ et X et par f le morphisme déduit de f par passage aux com-

plétés
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Soit F un 0~.-Module~ on a un morphisme canonique ([EGA], III, 4.15.4) :

Soit 3 un Idéal de définition de Y’ et soit d = f (3) . Posons :

Il est clair que ~p est un Module gradué sur l’Anneau gradué S *

PROPOSITION 1 .5. - Avec les notations introduites jusqu’ ici, supposons que F

soit cohérent et que le S-Module gradué p soit de type fini pour p = n et

p = n + 1 , alors Rn f ~F) est cohérent et un est un isomorphisme.

Nous appliquerons ce résultat lorsque X’ est le spectre d’un anneau noethé-
A

rien, auquel cas l’Idéal J correspond à un idéal I . Désignons par A le com-

plété de A pour la topologie I-adique. Puisque F est cohérents le morphisme
naturel j*~F~ -~ F est un isomorphisme et le morphisme ( 1.10) se traduit par :

Si l’on suppose que A est complet pour la topologie I-adique, (et que les

hypothèses du théorème sont vérifiées)! en composant v avec l’isomorphisme
naturel : N~(X ~ F) -~ If(x , F) ®A ~ ~ on trouve que le n morphisme naturel :

est un isomorphisme.

On"généralise" de même le théorème de finitude des images directes d’ un Module

cohérent par un morphisme propre de préschémas formels ([EGA], III, 3.4.2 

1962, exposé 

PROPOSITION 1.6. - Soit f : ~ -~ X’ un morphisme de préschémas formels. Soit

3 un Idéal de définition de Supposons que J = f*(J) soit un Idéal de défi-

nition de X et que X’ soit localement noethérien.

Soit 3 un OX-Module cohérent et soit n un entier.  Soient enfin S et G

les gradués associés à t et à S :

Si le Module gradué p=Rpf*(G) ~ U Rp f (Jk F/Jk+1 S) est de type fini pour
201420142014 20142014201420142014201420142014 

~~ 
* 

n et n + 1 ~ alors R f(s) est cohérent.
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2. Conditions de Lefschetz (passage de X à un voisinage ouvert de Y ). -

Pour tout espace annelé Z . on désigne par S(Z) la catégorie des OZ-Modules
inversibles (localement libres de rang 1 ). Soient X un préschéma localement

noethérien, Y une partie fermée de X et U le filtre des voisinages ouverts
de Y dans X. On dit que la condition de Lefschetz est vérifiée, et on écrit
Lef(X ,Y) , si pour tout U e u ~ le morphisme naturel :

est un isomorphisme, où X (resp. F ) désigne le complété formel de X (resp.
F ) le long de Y . Si F et G sont deux objets de L(U) , U le fais-

ceau des homomorphismes Hom(F , G) est inversible, ce qui montre que l’ on a
un isomorphisme G) H G)^, ce qui montre que, si l’ on a

Y) ! le foncteur L(U) ~ L(X) est pleinement fidèle. La réciproque est
d’ailleurs vraie: prendre F = yX . On dit que la condition de Lefschetz effec-
tive est vérifiée, et l’ on écrit Leff(X , Y) si on a Lef(X i Y) et si, pour
tout objet J de L(X) , il existe U E U, et un OU-Module inversible F tel

".. ’. 
A

que F ~ F . Si on a Leff(X , Y) , le morphisme lim Pic(U) ~ Pic(X) est un iso-

morphisme.

..

THEOREME z.l... Soit A un anneau local noethérien, soit X3 son spectre et
soit m son idéal maximal. Soit t E m un élément ~.-régulier~ posons Y’ - V(t).
Posons X ~ Xi .» {m) ~ y ̂  yr .. {m} . Supposons que A soit quotient d’un régu-.

lier et soit complet pour la topologie t-adique (par exemple A complet). Soit
X le complété formel de X le long de Y . Alors:

( i) si, pour tout p f ermé dans X , on a prof t p  2 , on a Lef (X Y )
(donc Pic(X) est injectif, U E U ),
(ü) si, de plus, pour tout p E Y 9 

" 

fermé dans X ! on a prof OX,p >, 3 s on aY ) ~ (donc lirn Pic(U) -~ Pic(X) est un isomorphisme).
u~

Prouvons (i). On remarque (Hauptidealsatz) que, pour tout voisinage ouvert U
de Y dans X , le complémentaire X - U est réunion d’ un nombre fini de points fermés
de X . En appliquant 1.2 , on se ramène au cas eù U = X . S oit F un ob j et de
L(X) , prouvons que F) ~ Ho(X , F) est un isomorphisme. Cela résultera
du théorème de comparaison I .5 , ( cf. (1.13)), appliqué à l’ immersion f : X > Xt 9
aux parties fermées Y et Y’ ~ à F et pour n ~ 0 . Posons ~ _ (tA)~’ et

J = J|X . L’homothétie de rapport t , étant inj ective induit des isomorphismes
ci 
k 
~ ci 

k+ 1 
et ~ F -~ +1 F . Avec les notations de 1.5 , on a don c des isomor

phismes:   t~9 ~T~ et Rp f*(F) ® ~X, T est une indéterminée.
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Pour vérifier l’hypothèse de 1.5 ~ il suffit donc de montrer que ~p f * (F) est

cohérent pour p = 0 et 1 ~ ce qui résulte de 1.2. et de l’ hypothèse.

Prouvons (ii). Soit S un objet de . Si l’ on prouve que f* (F) est

cohérent! on saura, puisque A est complet pour la topologie que

f *( ~) est isomorphe au complété d’ un cohérent F’ . Puisque X est

ouvert dans X’ , on en déduira que J ~ (F’|X) , d’ où la conclusion, car F’ est

libre aux points de Y ~ donc au voisinage. On va donc appliquer 1.6 à f ~ ~
et pour n = 0 . On fait Za même remarque avec les notations de (1.14), on a

1

ou f est l’immersion de Y dans Y’ . l’hypothèse de 1.b ! en appliquant
1.2 à et n = 2 ; ce qui est LLcite car t est régulier~ donc

= prof prof 1 > 2 ,

pour x E Y , fermé dans Y.

REMARQUE 2.2. Sons les hypothèses de profondeur de 2.1, les conditions de
Lefschetz sont vérifiées si X est un sous-préschéma fermé d’un espace projectif
sur un corps et si Y est une section hyperplane régulière. D’où les internes con-

clusions pour le groupe de Picard. Par ailleurs, remplaçant un reniement, étale
r : R -~ X par l’Algèbre étale r*(~R) ~ (équivalence de catégories), on voit

que Y) entraîne que n 0 (X) - rc 0 (Y i -~ n (U) est une bijection (U E ~,~
et que

est un isomorphisme. Comme les éléments nilpotents ne comptent pas pour les revê-

tements étales, on trouve un isomorphisme

du moins si Y est connexe et si on a choisi un point base dans Y qui sert

également dans les U. C’est un premier pas dans la direction du théorème de

Lefschetz sur le groupe fondamental, à’ aù la terminologie (cf. appendice).

3. Parafactorialité (passage de X à un voisinage ouvert de Y ) .

DEFINITION 3.1. - Soit X un préschéma localement noethérien et soit U une

partie ouverte de X . Posons Z = X - U o On dit que le couple (X , Z) est para-

factoriel si, pour tout ouvert V de X , le foncteur restriction :
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est une équivalence de catégories~ où ~(~,) désigne la catégorie des Modules in-

versibles sur l’espace annelé * . (Donc Pic(X) ~ Pic(U) est un isomorphisme,)

DEFINITION 3.2. - Un anneau local noethérien est dit parafactoriel si le couple

(Spec(A) 1 {m)) l’ est~ où m est le radical de A.

Ceci signifie que prof A ~ 2 et que Pic(X) = 0 , où X désigne le complé-
mentaire du point fermé du spectre de A. En effet :

3.3. - Lea conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout ouvert V de X ~ est pleinement fidèle,

(ii) le morphisme naturel ("L. -> u ( dU) est un isomorphisme,

(iii) pour tout z E Z , on a 

Preuve. - Faisceau des homomorphismes et suite exacte (1.2).

Soit F un OU-Module inversible 3 sous les conditions de 3.3 , si F pro-

vient d’un OX-Module inversible, ce dernier ne peut être que u * (F) . Remar-
quons que est cohérente car u 1‘ est. Soit W l’ouvert de X ou

F’ = u*(F) est inversible U) . Supposons X et soit t un point

générique de T ^ X .. W . Le changement de base X commute à l’ image
directe par u ~ ce qui prouve, que Oy n’ est pas parafactoriel. On en déduit :

PROPOSITION 3.4. - Pour que (X , Z) soit parafactoriel, il suffit que, pour
tout z E Z , l’anneau local O~r y z 

le soit.

La réciproque est vraie) triviale, et laissée au lecteur.

Par descente fidèlement plate, on voit qu’un anneau local noethérien, dont le
complété est parafactoriel, l’est aussi. La réciproque est inexacte.

Puisque prof A ~ dim ~~ ! un anneau factoriel n’est pas nécessairement parafac-
toriel. Cependant :

PROPOSITION 3.5. - Soit A un anneau local noethérien de dimension ~ 2 .

Pour que A soit factoriel, il faut et il suffit que :

(i) pour tout idéal premier p de A 1 différent de l’ idéaJ maximal m ~ le

localisé A soit factoriel

(il) prof A ~ 2
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(iii) Pic(X) = a 1 où X = Speo(A) - {m}. (X’ = Spec(A)) .

Les deux dernières conditions signifient que A est parafactoriel. Preuve de

3.5 : 1 appliquer le critère de normalité de SERRE ( ~3~ ) ! et remarquer que, si

1° on a (i) et (ii), alors Cl(A) ~ Cl(X) ~ Pic(X) .

Voici le théorème nouveau :

THEOREME 3.6. - Un anneau local noethérien A , de dimension  4 , qui est
une intersection complète, est parafactoriel.

Rappelons que la seconde condition signifie qu’il existe un anneau local noethé-
rien régulier R et une suite R-régulière t~ ~ ... , tk d’éléments du radical

de R telle que A~R/(f ~...~f) . 6
On démontre ce théorème par récurrence sur la longueur de la suite : k , Si

k = 0 , A est régulier, donc factoriel (AUSLANDER-BUCHSBAUM [1], voir une jolie

démonstration, due à KAPIANSKY, dans exposé XI), donc parafactoriel, car

dim A ~ 2 . Supposons k > 1 et le théorème démontré pour k’  k . Il suffit

de démontrer que le complété de A est parafactoriel. Le résultat suivant cet

fait pour cela ( A y devient B ).

PROPOSITION 3.7. - Soit A un anneau local noethérien, complet. Soit m son

idéal maximal, soit t E m un élément A-régulier. Posons

X = Y’ = Y = Y’ - {m} .
Supposons que :

(i) pour tout x fermé dans X ~ on ait prof dX X > 2 ?
(ii) pour tout x E Y ~ fermé dans Y, on ait prof 0,- 3 ,

(iii) pour tout x EX, X  Y , l’anneau local Oy soit parafactoriel

(remarquons que (ii) et (iii) entraînent (i)!)
’

(iv) prof B ~ 4 ,

alors Pic(X) -~ Pic(Y) est un isomorphisme, (en particulier, pour que B soit

parafactoriel il faut et il suffit que A le soit).

D’après 2. ~ ~ (i) et (ii) entraînent Leff(X 1 Y) ’ donc lim Pic( U) ~ Pic(X)

est un isomorphisme. DI après la démonstration de 2.1 ~ pour tout U E ~, (’~ est

le filtre des voisinages ouverts de Y dans X ) , le complémentaire de U dans

X est formé d’un nombre fini de points fermés de X . Donc le couple (X ~ X - U)
A

est parafactoriel d’ après (iii)~ donc Pic(X) -~ Pic(X) est un isomorphisme.
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A

II reste à comparer Fic(X) et Posons 3 = c’est un idéal
de définition de Y. Pour tout n ~ N , posons 0 = OX/Jn+1 , Y =(Y 0) .

A 
~ nx 

Un module inversible sur X est essentiellement une suite de modules inversibles
sur les Y~ ~ se déduisant les uns des autres par réduction module. 3 . Il suffit
de montrer pour r~ : -~ isomorphisme.
On considère la suite exacte :

cû a(x) = 1 + x et eu b est déduit de l’injection c Comme char-
cun sait, le morphisme H (b) : H1(Y , O*n+1) ~ H1(Y, 0*) s’interprète comme
r . Par la suite exacte de cohomologie attacha à (3.1) ~ il reste à prouver que

Oy) = 0 pour i = 1 et 2 . On applique la suite exacte (1.1) à Y’ ~ à
la partie fermée {m~ et à ce qui donne la suite exacte :

Le terme de gauche est nul pour i > 0 , car Y’ est affine ; celui de droite
l’est pour i + 1  4 d’après (iv), dl cù la conclusion. On en déduit une conjec-
ture de SAMUEL ( ~4~~ n° 6) :

, ,

THEOREME 3.8. - Soit A un anneau local noethérien qui est une intersection
complète. Supposons que, pour tout idéal premier p de A, le localisé A soit
factoriel si dim Ap ~ 3 , Alors A est factoriel. 

~

On raisonne par récurrence sur n = dim A . Si n 3 , il n’y a rien à démon-
txer. Supposons n 4 et le théorème démontré en dimension  n . Les conditions
(ii) et (iii) de 3.5 sont vérifiées, puisque A est parafactoriel. La condition
(i) résulte de l’hypothèse de récurrence. 

p a 

Remarque 3.9. - Comme il est dit dans [4], le théorème 3,8 a une interpréta-
tion géométrique simple. Soit V une intersection complète de dimension ~ 3 dans
un espace projectif sur un corps. (Ceci signifie que l’anneau de coordonnées homo-
gènes de V est quotient de celui d’un espace projectif par une suite régulière
formée d’éléments homogènes.) Supposons que V soit non singulière en codimension
$ 3 (ce qui entraîne que son anneau de coordonnées homogènes l’est). Alors tout
diviseur de V est une intersection complète (peut ~tre décrit par une équation
do plus que V ). En effet, le groupe des classes de diviseurs de V s’identifie
au groupe des classes de diviseurs homogènes de A . D’après [4], proposition 4,
ce dernier s’identifie à Cl(A) et, d’après [4], proposition 5, à Cl(A ) , où

A~ est l’anneau local du sommet du c8ne projetant de V , i. e. le localisé de A
par rapport à l’idéal maximal m engendré par les éléments homogènes de degré > 0
do A . Or Cl(A ) = 0 , par 3.8.
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A la vérité, il vaut mieux étudier le cas projectif directement. Le bon énoncé
concerne d’ailleurs le groupe de Picard et non le groupe des classes de diviseurs :

PROPOSITION 3.10. - Soit X un sous-préschéma fermé d’un espace projectif sur
un corps, de dimension > 3 ~ qui est une intersection complète. Alors Pic(X)
est le groupe libre engendré par la classe de t‘~( 1) .
4. A endiee.

De même que celles de 2 (cf. 2.2 ) les considérations de 3 s’appliquent
sans grand changement à 1 t étude du groupe fondamentale à condition de remplacer
"parafactoriel" par "pur" et la catégorie d~;s Modules inversibles par celle des
revêtements étales. Dans le cas local, on est conduit au théorème de pureté de

Zariski-Nagata (un anneau local noethérien régulier de dimension >, 2 est pur),
étendu par GROTHENDIECK au cas d’une intersection complète de dimension  3 . Dans le
cas projectif, on trouve :

~ ~

THEOREME 4.1. » Soit X un sous-préschéma fermé d’un espace projectif sur un

corps, soit Y une section hyperplane régulière de X . Supposons que, pour tout
x fermé dans X ~ 

’

(i) on ait prof 0.. 2

(ii) on ait prof OX,X  3 , si, de plus:. x E Y ,

(iii) soit pur si x Y , (par exemple régulier de dimension  2 f ou
une intersection complète de dimension % 3 ), est une bijec-
tion et, une fois choisi des points bases dans Y , 03C01(Y) ~ n1(X) est un iso-

morphisme.

Comparant avec le théorème de Lefschetz dans le cas analytique complexe, on est
conduit à supposer que celui-ci est peut-être valable sans hypothèse de non-singu-
larité. Avant d’énoncer une conjecture précise qui devrait intéresser les topolo-

gues, définissons des groupes d’homotopie locaux qui devraient remplacer les HX .
Soit X un espace topologique localement connexe par arc, et soit x EX. Pour

tout voisinage U de x ~ choisissons un point-base dans U - x de la manière

suivante.

Soit f : ~ 0 ~ 1~ -, X ~ une application continue telle que f(0) = x et

f(t) ~ x pour t i 0 (il en existe si x n’ est pas isolé). Pour tout voisinage
U de x , il existe e > 0 tel que 0 $ t  g implique f(t) é U . Les groupes
d’ homotopie x ~ f(t) ) y 0  t  e 9 sont "essentiellement" indépendants
de t . Choisissant pour chaque U un tel t ~ et passant à la limite projective
sur les voisinages de U ~ on pose :
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u

et on vérifie que la limite est indépendante de f ~ à un isomorphisme près.

CONJECTURE 4.2 (GROTHENDIECK). - Soit X un espace analytique projectif de

dimension n 1 muni d’un Module inversible ample L , soit t une section de L ~
soit Y l’ensemble des zéros de t . Supposons que :

(i) t soit une section régulière (superflu ?),

(ii) pour tout x E X - Y , Oy X est une intersection complète (devrait pou-
voir se remplacer par = 0 pour i  n - 1 ),

(iii) pour tout prof 0,. ~ n .
Alors le morphisme

est une bijection pour i  n - 1 , une surjection pour i = n .. 1 .

Pour plus de détails, voir exposé XIII : "Problèmes et conjectures".
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