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Séminaire BOURBAKI

1 Se, 1961/62, n° 22
4e année, 19 s I 9 Février 1962

INTEGRATION p-ADIQUE
par Frangois BRUHAT

(@'aprés un article de F. TOMAS,
a paraftre au Boletin de la Sociedad matematica mexicana)

Soit P un corps valué complet non archimédien (donc totalement discontinu)
pour une valuation réelle v , et soit G un groupe topologique localement com—
pact. Il est naturel de chercher s'il existe sur G une "mesure de Haar 3 valeurs
dans P ", c'est-a-dire une fonction additive d'ensembles { définie sur une fa-~
mille & de sous-ensembles de G telles que A €% ot x € G entratnent
xA €% et p(xA) = p(A) . I1 faut évidemment supposer de plus que § est assez
grande, par exemple stable par intersections finies et contenant un systéme fonda-
mental de voisinages de e . D'autre part, on voudrait aussi (la positivité fai-
sant défaut) des propriétés de continuité, par exemple que p(xA nA) dépende
continfment de x : cela nécessite de supposer € totalement discontinu, ce que

nous faisons désormais,

Le groupe G posséde alors beaucoup de sous—groupes ouverts et compacts, Soit
S 1la famille de ces sous—groupes : deux éléments K, et Ké de ¥ sont commen—~
surables (i. e. K1 n K2 est d'indice fini dans K1 et dans K2 )o Par suite si
m eost une mesure de Haar 2 gauche sur G , normalisée par la condition m(Ko) =1

pour un certain I&)e 5, les mesures m(X) sont des nombres rationnels pour tout
K € §.. Ceci permet de considérer que m(K) est un élément de P s & condition que
le corps P soit de caractérisque zéro, ce que nous supposons désormais, Soit
alors § 1'adhérence de Q dans P (oubien §=Q avac la topologie discréte
ou bien T = Qp » corps des nombres p-adiques). On traitera dans la suite le cas

plus général od P est un espace de Banach sur Q @ rappelons qu'un tel objet est

un espace vectoriel sur Q muni d'une application v de P dans les réels finis

ou + o satisfaisant aux axiomes :
v(Ax) = v(A) + v(x) pour A eQ et xeP
v(x +y) > inf(v(x) , v(y)) pour x , y € P
et tel que P soit séparé (ce qui équivaut & dire que v(x) = 4+ <=> x = 0 )
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F. BRUHAT

et complet pour.-la topologie d'E. V., T, sur 'Q: pour laquelle les ensembles
v(x) = r (r eR) forment un systéme fondamental de voisinages de O ,

Si f est une fonction sur G, et x € G, on pose (cx £)(y) = f(xy) et
(1:x £)(y) = £(yx) . On note f|A 1la restrictionde f 2a 4 ,

I. L'intégrale de Riemann.

1. Le _cas compact,

Supposons G compact, Une fonction f sur G 2a valeurs dans P sera dite in-
tégrable au sens de Riemann si ses "sommes de Riemann" convergent. I1 faut évidem—
ment préciser ... Une somme de Riemann est associée & une partition et 3 un choix
d'un point dans chaque ensemble de la partition. Le type le plus naturel de par-
tition s'obtient en considérant la décomposition de G en classes & gauche xK
modulo K, Ke §:si x= (xi) est un systéme (fini) de représentants de ces
classes, on appellera somme de Riemann de f associde & K et x 1'élément

(1) s(f, K, x) =.§m(K) £(x,)

et on dira que f est intégrable si ses sommes de Riemann convergent vers une
limite / f suivant le filtre des sections de la famille $§ , Mais cette défini~
tion est d'un c6té trop stricte : dans certains cas on n'obtient que les fonctions
localement constantes, On est amené & étre moins exigeant et 2 choisir une sous
famille C de S, stable par intersections finies et contenant un systéme fonda-
mental de voisinages de e . D'ou @

DEFINITION l, ~ On dit que f est CR-intégrable d'intégrale I si les sommes
de Riemann S(f , K, x) pour Ke€C convergent vers I suivant le filtre des

sections de C .

I1 est immédiat que 1'on obtient ainsi un espace vectoriel &C s contenant les
fonctions localement eonstantes, et sur lequel I est une forme lindaire, notée
/ &, C « De plus, si on augmente la famille €, 1'espace & diminue @

1 1 1
Cc C = OLCD (RC et /R,C= /R’C sur RG

Exemple., ~ Prenons P = Qp et G= Z_; ¢ si 1'on prend pour € 1la famille §

toute entitre (ou seulement la famille des sous—groupes K = pr Z xps z),
TyS -Pp ~pP
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INTEGRATION p-ADIQUE

on montre aisément que R se compose uniquement des fonctions localement constan®

tes, Par contre, si l'on se restreint a la famille € des groupes Kr,r s alors
la fonction f = 2 p3r 9 (ot Py est la fonction caractéristique de Kr,r )
est CR-intégrable, d'intégrale 2 pr .

D'un autre cété, la définition 1 est trop large : elle ne permet pas de démontrer
que si f e lRC et Ke C, alors f|K est Re-intégrable sur K (relativement a
la famille CK des HnK pour He C). On est amené & augmenter le hombre des
partitions licites : on considrra les partitions A de G en ouverts Ui qui sont
des translatés i gauche Xy Ki de sous—groupes Ki € C o Il existe alors un plus
petit Ke C tel que K> Ki pour tout i (on suppose que G e @ $ comme Ki
est d'indice fini dans G , il n'y a qu'un nombre fini de sous-groupes K entre
Ki et G ) : ce sous—groupe K sera appelé grandeur de A , et noté TI'(A) « On
posera aussi y(a) =N K, o A un systéme de représentants x = (xi) des Ui s On

associe la somme de Riemann @
(2) S(f,A, x) = E m(K,) £(x;) .

Df!FINITION 2. - On dit que f est strictement GR-intégrable si ses sommes de
Riemann S(f , A, x) convergent quand la grandeur TI'(A) converge vers {e} sui-
vant le filtre des sections de C.

¢l

On obtient ainsi un espace vectoriel %" » contenu dans (Rc s et contenant les
fonctions localement constantes, et 1'intégrale est évidemment la restriction de
/ &,C « On a facilement la :

PROPOSITION 1, « Soit Ke C, et soit (x,) un systéme de représentants des
classes & gauche modulo K , Pour que f e ®~ , il faut et il suffit que chacune

des fonctions g f|K soit strictement R-intdégrable sur K (relativement &
i
la famille C, ), et ona :

(3) /Gf::g/Kox.f .
1 1

Enfin, il est clair que 1'intégrale de Riemann (au sens 1 ou 2 ) est invariante
par translations a gauche, et que, si f est intégrable relativement a € s la
fonction -cy f est intégrable relativement a la famille des y-'l Ky pour K e C,
Par suite, 1'intégrable de Riemann est invariante par translations A droite toutes

les fois que la famille C est invariante par automorphismes intérieurs, Il est
facile de donner des exemples ol cette condition n'est pas satisfaite et ou il

existe une f e® avec Ty réR R

99



F. BRUHAT

2. Intégrale et dérivation.

Posons pour x €G (toujours supposé compact) :

(4) w(x) = sup ~ v(m(K)) .
xeKeC

Cette fonction va jouer le réle d'une "distance" 2 1'élément neutre : si G est
le groupe additif de 1l'anneau de valuation © d'une extension L d&degé n de g
si G est la famille des idéaux de © et si m(0) = 1 , on trouve

(4 bis) w(z) = nv(x) .

Remarquons que dans le cas général, on peut avoir w(x) = + » sans que x soit

1'¢1ément neutre e et aussi w(e) # +w |

FROPOSITION 2, ~ 8i f € &0 , on a uniformément sur G :

(D) lin [v(£(x) - £(y) ~wxT PI=+ e .
Xy

En effet, pour tout N, il existe K e C avec, pour K' c K :
v(s(f , k' , u) -8(f, K", ¥) 2N .

. ~1 . c qr
Si x y e K', on en déduit, en considérant des systémes de représentants u

et v contenant 1'un x , l'autre y , et & part cela identiques @
v(m(k') (£(x) - £y >N

dtot v(f(x) - £(y)) >N + w(xm1 y) dés que X! yeK.,

COROLLAIRE 1, ~ Toute fonction f € (RC est continue.

On a en effet w(x'—1 y) = ~v(G) .

COROLLAIRE 2, » Si G est le groupe additif de l'anneau de valuation d'une exten—

sion L de degré n de , et si P est un espace vectoriel sur L , toute

fonction R-intégrable sur G est de dérivée nulle.

Dn a en effet, d'aprés (4 bis)et (D)
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INTEGRATION p-ADIQUE

lim (£(x) ~ £(y)/(x - y)" =0 .
Xy

La récirpoque du corollaire 2 est inexacte méme si n=1,

Prenons P = Q_p et G= gp s et posons

p2i si x6p1+p31Z

~P

1

£, (x)

et

1]

£y (x) = 0 sinon .

o

Alors la fonction f= 2 f 5 est de dérivée nulle, mais n'est pas intégrable
i=1 .

(pour la famille des idéaux).

3., Famllles amples.

DE'IF’INITION 3. - La famille C est dite ample s'il existe une constante a pos—
sédant la propriété swivante : pour tout couple K, K'e€eC avec K cKk', i1
existe une suite finie d'éléments l(i de C avec

K = Ko < KI C oen CKD = K! et V(m(Ki+1)) -~ v(m(Ki)) \<a .

51 v est triviale sur Q , n'importe quelle famille est ample ; si T=Q ,
la condition ci-dessus signifie que 1'indice de Ki dans Ki+1 n'est pas divi-
sible par une puissance de p supérieure a un nombre fixe. Par exemple, la famille
des idéaux est ample dans le groupe additif de 1l'anneau de valuation d'une extension

localement compacte de Qp » ou d'un corps de séries formelles sur un corps fini,

PROPOSITION3,~ Si la famille C est ample, ona & = R° et la copdition (D)
est nécessaire et suffisante pour que f e R~ ,

I1 suffit (cf. prop. 2) de montrer que (D) ==> fe & . Pour tout N , 11
existe, d'aprés (D), un K € C tel que

(5) v(f(x) - £(y)) >N + w(x"'1 y) pour xL yEK

Nous allons montrer que si A et A' sont deux partitions de grandeur c K » on
at
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V(S(f’A:?&)"S(f;A‘)K'))>N"'a

ce qui entrafnera f e ® (critére de Cauchyl). Posons H=Yla) ny@') .

I1 suffit de montrer que
v(S(f,0,x)~S(f,H,y)>N~a .

Soit x; K; 1'un des ouverts de la partition & , et soit (yij) les représen—

tants du systéeme y contenus dans X5 Ki ¢ 11 suffit de montrer que
V(m(Ki) f(xi) - m(H) ?f(yij)) >N~a .
Soit alors H_ des éléments de C avec

H=H cH cu cl =K et v(n( ) ~vn(H))<a

et soit (y;:) un systéme de représentants des classes modulo H, contenues

n o .
dans  x; Ki g avec yo =X et Vi = Tip I1 suffit de montrer que

v(Zn(H) £ - Inll,,,) £65) > v -a
J J

ou encore que si (Zk) est un systéme de représentants des classes modulo Hg

contenues dans une classe st+1 , ona
(6) v( () 2) - nliy ) £6) >N -a
Or le premier membre de (6) est aussi égal a
vim(d) 2 (£(z) - £(5))) 2 vm{Hy)) + inf v(£(z) - £(y)) .

. -1 -1 . .
Mais comme z y €H_, cK, ona w(iz7y) > - v(m(HS+1)) et il suffit

d'appliquer (5) pour trouver (6).

COROLLAIRE, — S'il existe une comstante o telle que v(m(K)) >a pour tout

K e C, 1l'espace &C est 1'espace de touces les fonctions continues, et on a

v(/f) >a+ ing v(£(x)) .
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INTEGRATION p-ADIQUE

I1 est en effet clair que G est ample et que (D) équivaut & la continuité
puisque w(x) est borné supérieurement sur G . L'inégalité est triviale,

Ce corollaire s'applique @i v est triviale sur Q , ousi Q= Qp et si G
est 1'anneau de valuation d'un corps valué localement compact dont le corps des

restes est de caractéristique q # P .

4, Le cas non compact,

Si G n'est pas compact, on peut donner plusieurs définitions de 1'intégrabilité
au sens de Riemann, dont aucune n'est trés satisfaisante comme on peut s'en douter
du fait qu'elles ressemblent automatiquement 2 une définition d'intégrales "semi~

convergentes" dans 1l'espace euclidien a plusieurs dimensions.

DEFINITION 4, - On dira qué f est strictement C-R-intégrable si pour tout
x € G et tout K € C la fonction 0, f|K est strictement R-intégrable sur X

(relativement 2 la famille C ) et si la famille des intégrales /’ o, f est
sommable (quand x; déerit un systéme de représentants des classes moaulo K )

On posera évidemment

et on vérifie que caela ne dépend ni de K ni des Xy e Si v(m(K)) >a pour tout
K, toute fonction continue nulle & 1'infini est strictement intégrable,

La définition 4 ne fait en réalité intervenir que les K Massez petits", On
peut aussi faire intervenir les K "grands" en supposant la famille C filtrante
croissante : la réunion G° des sous—groupes K est alors un sous-groupe ouvert
de G.

DEFINITION 5, - S5i G= e s On dira que f est strictement C-R-intégrable au
sens large (!!) si f]K est strictement intégrable sur K pour tout XK € ¢ et

si les intégrales /’ f convergent suivant le filtre des sections croissantes de
c.

o . ‘a2 tos s
Si G# G~ s on combinera les procédés des définitions 4 et 5, On obtient ainsi
~
un espace R contenant 1'espace ® de la définition 4.

Exemple, ~ La fonction caractéristique ¢ de G est strictement intégrable si

et seulement si G est compact. Par contre, si G n'est pas compact et si v{n(K))
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F. BRUHAT

tend vers + « quand K augmente, alors ¢ est intégrable au sens large, d'in-
tégrale nulle, C'est le cas si Q = Qp et si G est le groupe additif d'un corps
localement compact L de corps des restes de caractéristique p (en prenant pour
€ la famille des idéaux fractionnaires de L ).

I1 est immédiat que 1'intégrale (au sens 4 ou 5 ) est invariante par transla-—
tions 2 gauche. Si d'autre part & est le module de G (au sens de la théorie de
la mesure de Haar), ona &(y) = m(yKy"l)/in(K) pour tout K € C et O(y) est
donc rationnel, Si la famille C est invariante par automorphismes intérieurs,
alors l'espace des fonctions intégrables (au sens 4 ou 5 ) est invariante pae
translations & droite et on a

/‘u:yf: 6(y)"1/f .

II, L'intégrale de Lebesgue.

Nous supposerons dans ce paragraphe que la famille C est totalement ordonnée,
ce qui entrafne qu'elle forme une suite (Ki) strictement décroissante avec
a<i<b, a et b pouvant &tre finis ou infinis. Pe plus, nous supposerons
que

inf v(m(X,)) = lim v(m(K,)) = -
i i
{1t
(le cas contraire étant déja bien connu, puisque toute fonction conilnue nulle a
1'infini est alors R-intégrable). Il en résulte que, pour tout r € R , il existe
un plus petit sous-groupe K e tel que v(m(K))>r , du moins si
r < sup v(m(K)) .

On pose & =U Ki 3 si G est compact, on supposera que KO =G,
1, Valuation d'un ensemble et d'une fonction.
Soit A un sous-ensemble de G . On posera
(7 v(a) = sup v(m(K)) pour KeC et AK=K .

I1 est clair que v(A) > — w entraine que A est ouvert. Plus précisément,
v(A) >r équivaut a AKC = A . Si de plus A est relativement compact, alors

AL est compact, sa mesure est rationnelle, et on a
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INTEGRATION p-ADIQUE

(8) v(m(a)) >v(a) .
La fonction v posséde les propriétés suivantes
(9) v(A uB) >inf(v(a) , v(B)) , v(A nB) >1nf(v(a) , v(B))
(10) v(G ~ 4) = v(a) , v(¢) = v(6°®) = sup v(m(X))
v(K) = v(m(K)) pour Ke @ v

Soit f wune fonction sur G & valeurs dans P , Soit a e P et soit reR .

On pose t
(11) E(f ,a,r)={x|xeG, v(f(x)-a)>r}
(12) ¥W(f,a,r)=r+v(E(f,a,r)
(13) V(f , r) =inf V(f , a , 1)

la borne inférieure de (13) étant prise sur tous les a € P avec v(a)< r ot
E(f , a, r) nonvide : on voit d'ailleurs aisément que ou bien

V(f, r)=1inf V(f , a, r)

pour tous les a € P, ou bien ona v(f(x))> r pour tout x € G et
V(f,r) =+ o, inf V(f, a, r) =v(G) .

ona V(A , r+v(A)=v(d) + V(f , r) pour A €T, et on montre en utilisant
(9) que V(£ +g, r)>inf(v(f, r), V(g , r)) . Posons alors :

(14) V(f) = inf V(f , r) .
r
On obtient ainsi une valuation sur 1l'espace vectoriel de toutes les fonctions,
mais pouvant prendre la valeur - w o Si V(f) >~ o, alors f est uniformément

continue (pour la structure uniforme gauche). De plus, on a :

(15) inf v(£(x)) > V(£) - v(G) .
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Enfin, il est immédiat que V est invariante par translations & gauche et que
V((pA) =v(A) , si A n'est pas vide.

2, L'espace L,

DEFINITION 6.

as 8i G est compact, on désigne par ﬁc(G) 1'espace vectoriel des fonctions
f telles que V(f)> - o et que V(f, r) tende vers + o quand r tend vers

4-00;'

b, 8i G= c° » on désigne par EC(G) 1'espace vectoriel des fonctions f tellas

que f{K e £ "(K) pour tout K eC ot qus V(f]Ki - Ki+1) tende vers + o
quand i tend vers -~ o}

¢. Dans le cas général, on désigne par ﬁc(G) 1l'espace des fonctions f telles
que o £l e £4c°) pour tout x €G et que V(c;x £]6°) tende vers + w sui-
vant le filtre des complémentaires des parties finies de 1l'espace homogéne o/ e .

I1 faut évidemment montrer que ces définitions sont compatibles, Or les formules
(9) entratinent

(16) V(£]K , r) > inf(r + v(K) , V(£ , r)) .

Si G est compact et f e £(G) , alors V(f|K, r) = + = pour r petit (puisque
f est bornée) et (16) montre que f|K e £(K) . On en déduit que, pour G compact,
fel équivaut 3 o f|K € £(K) pour tout x € G .

De plus, ona , pour fef , dans le cas (b)
V(£) = lim V(f‘]Ki)
o0

(et méme V(£) = V(flKi) pour 1 assez petit, sauf peut-8tre si V(f) = + =) et,
dans le cas (c), V(f) = inf V(c;x £]6°) . Par suite, V est dans tous les cas une
x

vrajie valuation > —~w sur L .

PROPOSITION 4. ~ L'espace EC(G) est un espace vectoriel valué complet pour la

N

valuation V , composé de fonctions continues. Les translations 4 gauche définis-

sent une représentation continue isométrique de G dans £, 51 v(G) < +e ,

1l'espace £ est séparé et son injection dans 1'espace des fonctions continues
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INTEGRATION p-ADIQUE

bornées est continue, Si v(G) = + = , les éléments de £ adhérents & zéro sont

les fonctions constantes sur chaque classe A gauchge modulo ¢° s si une suite
d'éléments f € £ comverge versun f el , ot si fn(x) converge vers f(x) ,
alors fn converge vers f uniformément sur tout compact de la classe xDo .

La démonstration est trop technique pour étre donnée. Remarquons que si
v(G) = +», et si £, ~»f dans £, on peut retrancher de f une fonction g,
adhérente 3 O de maniére a ce que fn ~ g, converge uniformément sur tout com-

pact vers f ,

FROPOSITION 5 - Pour toute f e £, il existe une suite a, € P, une suite
Ki € C et une suite X € G telles que :

(-]

(17) £= 2 ¢ a, (au sens de £ )
i=0 X33 1

avec

(18) v(ai) + v(Ki) > 4@ .

Dg Elus,_ ona
(19) V(f) = sup(inf(v(ay) + v(K;)))

la borne supérieure étant prise sur toutes les expressions (17) satisfaisant 2

S182 de f .
On déduit évidemment de (17) V(f) > 12f(v(ai) + v(Ki)) « On démontre alors (19)
pour les fonctions f qui sont sommes finies de fonctions ¢ K 8 Puis, on passe

au cas général en approchant f dans £ par de telles fonctions,

3. L'intégrale de lebesgue.

Supposons tout d'abord G compact et soit f avec V(f)> - e« , donc continue.
Soit r €R et soit g = (ai) un systéme de représentants des classes de P
modulo le sous-groupe P, = {b [b eP, w(b)>r} . Comme f est continue et
F/P_ discret, 1l n'y a qu'un nombre fini de a; tels que E(f , 8y » r)ED .
D'autre part, on a vu que les mesures m(E(f , a, , r)) sont rationnelles. On peut

i
done poser

(20) L(f, r, Q))=§m(E(f yay 5 T))ay ,
1
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élément de P que nous appellerons "somme de lebesgue" d'ordre r de f .
PROPOSITION 6. - Soit f e £0(G) .

a. 51 G est compact, les sommes de lebesgue de f convergent quand r tend
vers + o , vers une limite notée /GL’C £

be Si G= e 7 les intégrales /IL{ flK:.L convergent quand 1 tend vers « o
i

vers une limite notée comme plus haut.

c. Dans le cas général, la famille des intégrales / g oy f|G° (Eour x décri-
G

vant un systéme de représentants des classes modulo ® ) est sommable et on
désigne par / GI"C la somme de cette famille.

d. Dans tous les cas, 1'intégrale est une forme linéeire continue sur L 4 On
a v(/£)3>v(£) et /@Ka=m(K)a pour tout a€P et KeC.,

Démontrons (a) : soit s > r ; chaque ensemble E(f , a , r) est une réunion
d'ensembles E(f , b, s) avec v(b -a) >r . On en déduit que :

(21) v(L(f , r,a) ~L(f,s,D))=V(E,s) +r~s .
Soit k un entier positif, et posons u = (s = r)/k . En appliquant (21) & des

sommes de Lebesgue d'ordre r + ju et r + (j + 1) u, et en "additionnant" les
inégalités obtenues, on trouve :

(22) v(L(f ,r,a) -L(f, s, D) > inf V(f, r+ju) - (s -r)/k
0<ik
> inf V(£ , t) - (s = r)/k .
t>r

Faisant tendre k vers 1'infini, on obtient :

(23) v(L(t , r, a) ~L(f, 8, B)) > inf V(£ , t)

r
d'ol la convergence des sommes de Lebesgue puisque V(f , t) » + , et aussi
1'inégalité v( /f) 2V(f) , carona L(f , r , a) =0 si r est trés petit
(3 condition de prendre O parmi le systéme a ). Les assertions (b), (c) et (a)
sont alors immédiates, sauf 1'additivité de 1'intégrale, qu'il suffit d'ailleurs

de démontrer dans le cas ou G est compact,

Or, on a
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E(f+8;a:1")= U E(f,b,r)nE(g,C;r) ’
v(bec-aPr

d'ou l'on tire que la différence L(f +g, r ,a) - (L(f , r ;a) +L(g, r, a))

est somme de termes du type (b +c ~a) m(E(f, b, r) nE(g, c, r)) avec
v(b + ¢ ~a) >r , termes qui sont de valuation

>r o+ inf(v(E(f , b, 1), v(E(z, c, r))> inf(V(f, 1) , V(g , 1)) ,
d'olu le résultat voulu,

4. Intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann.

I1 est évident que 1'espace £ est une "fonction croissante" de C (a 1'opposé
de 1l'espace R ) : il faut donc supposer C "assez grande" si 1'on veut beaucoup
de fonctions intégrables., Plus précisément

PROPOSITION 7, ~ S1 G est compact, ona £ ¢ & et 1'intégrala /U est 1a

restriction de /R N

‘Ecrivons f sous la forme (17) satisfaisant a (18), donc a v(ai) » + o pulsue
v(Ki)sv(G) .« Soit Ke€Cjona:

S(f , K, x) =£m(K) £(x,) =)i_'s((pxiKi » K px) oy .

Si KcK ,ona S((pr, K, x) =m(Ki) » et si K> K , la méme semme est égale
soit & 0, soit 2 m(K) , mais elle est de toute fagan de valuation ?-V(Ki) . On
en déduit aussitét que

w5, K, ) -2 n(ky) 5) > (ley) + ()

d'ou la proposition.

PROPOSITION 8, - 8i G est compact et si C est ample, on a

Soit fe® et N>O0, D'aprés la proposition 2, il existe un K e C tel que

et y € K entratne v(f(x) - £(y)) - W(x—‘l y)=2N.
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Soit 8 >N - v(K) : il existe K' et K" c C avec K" cX'cKk,
N ~v(K') <s <N ~ v(K")

et v(K!') - v(K") € @ (constante "d'amplitude” de C ). On.a alors
v(£(x) -~ £(y)) 2N « v(K") >

-1
pour x  y €K' et par suite E(f , s, a) K" =E(f , s, a) pour tout a €P,
d'ou 3

V(g , 8) 28 +v(K") 2N~ v(k') + v(k") 2N ~a .

Par Sléite V(f ,r) »+ © pour r - + o et, comme f est continue, cela entratne
fefl

~Remarque. « Dans le cas non compact, on a trivialement £ C®, Mais € & R et

® ¢ L. Onne sait pas si ® c® dans le cas ample,
III. Divers.

1, Les fonctions réglées.

Si la famille € n'est pas une suite, on peut néanmoins considérer 1l'espace
£' des "fonctions réglées", c'est-a—dire des fonctions qui sont somme (en tout
point) d'une série de la forme (17) satisfaisant & (18) et mettre sur cet espace
la valuation (19). On n'obtient de résultats qu'en supposant que C satisfait a
la condition :

(A) Pour tout K € C, il existe une constante A(K) telle que KXK' > K et
v(K' o K") < v(X") - A(K) entrainent K"> K' ,

Cette condition (A) est satisfaite si C est une suite, cu si les v(K) sont
bornds (en prenant A(K) =2 sup|v(H)| ) ou encore si G est compact, car 1'in-
dice [K" ¢ K'n K"] est alors un diviseur de [G s K'] , qui est lui-méme un
diviseur de [G : K] : il suffit donc de prendre MK) = - v([G : K]) &

On démontre alors moyennant (A) que £' est un espace vectoriel valué oomplet,
séparé si v(G) < + o ; si v(G) = + » , 1'adhérence de zéro se compose des fonc~

tions constantes sur chaque classe modulo ¢® et nulle en dehors d'une infinité
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dénombrable de telles classes. Enfin, si G est compact et C mmple, on a
Rcge!,
Malheureusement, on ne sait pas définir 1'intégrale sur £' : cette intégrale ne

peut 8tre donnée que par
/2 cpxiKi a; = 2 m(Ki) ay

le second membre égant bien convergent, Mais il faut montrer que ce second mambre

ne dépend pas de 1l'écriture (17) choisie ¢.. On peut montrer qu'il suffit de le
démontrer en supposant tous les x4 Ki contenus dans un méme K e€C , Une condition
suffisante est que, pour tout KeC, il existe une constante W(K) avec :

n
v(n Ki) > inf v(r:i) ~ u(K) pour K, c K .
i=1

2. Intégration des produits.

On démontre que si f et g € £ et scnt bornées (ce qui est automatique si G

est compact), alors fg € £ et

v(fg) > inf(V(£) + W(£) , V(g) + W(g))
avec par exemple W(f) = inf v(f(x)) . Par contre, on peut donner des exemples de
f e £ et de sous-ensembles A avec 9y € £ et tels que flA= fq:A ne soit pas

dans £ o On peut aussi avoir f2 et g2 € £ sans que fg 1le soit,

3. Retour sur les familles amples.

On a vu que la théorie marche particuliérement bien quand € est ample, Si G
est métrisable, on peut toujours trouver une telle famille 3 i1 suffit de choisir
une suite décroissante de sous-groupes ouverts et compacts K1 > K2 D «ss tels que
Ki soit distingué dans Ki--l 3 puis on considére un sous-groupe de Sylow Si de

Ki/Ki+1 (relatif au nombre premier p tel que Q= » le cas discret étant
trivial) et on remonte une suite de Jordan~Hélderde S, . On obtient ainsi une

i
suite ample de constante o =1 .,
Cependant, il existe méme dans le cas compact métrisable des suites @ qui ne
peuvent pas étre agrandies en une famille ample. Soit A le groupe unimodulaire
& 2 variables sur le corps fini a q éléments, et soit Tq le sous ~groupe trian-

gulaire. On montre que Tq est un sous-groupe maximal de A , d'indice q+ 1,
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D'aprés le théoréme de Dirichlet, il existe pour tout entier r >0 un nombre pre~
mier qr avec q. + 1 =. 0 modulo pr o I1 suffit alors de prendre pour G 1le pro~

duit des A, et pour suite C la suite
r

K.,= 11 a =T x K., .
211 = . fq Kt g < tais

51 G n'est pas métrisable, j'ignore s'il existe toujours des familles ¢

amples,
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