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Séminaire BOggBJ/%C[ o 207
Vd 1 2 n
l4e annde, 1/62, Décembre 1%21

MODELES p-MINIMAUX DES VARIETHES ABFLIENNES
par André MERON

1. Langage et notations.

On désigne par k un corps muni d'une valuation discréte v » On note respec-
tivement R et p 1'anneau et 1'idéal de valuation correspondants, et par x°

le corps résiduel. On suppose d'autre part que X¥° est parfait. On note k et R
les complétés respectifs de k et R relativement & v . On est alors, comme on

sait, dans 1'une des deux situations suivantes
“
ae k et X° ont mlme caractéristique. Alors R est isomorphe & 1'anneau de
séries formelles X°[[t]] sur X° .

be k est de caractéristique O , st x° de caractéristique p £0 . Alorsy si
v(p) = e est 1'ordre de ramification de k relativement 3 v , 1l'anneau l?t est
isomorphe & un module de rang e sur 1'anneau des vecteurs de Witt W(ko) s 2
coefficients dans %° 5 ce module admet pour base (14 7, eee y ne-'i') 288 n
est une uniformisante locale de R j on sait qu'une telle uniformisante est toujours

solution d'une équation d'Eisenstein

ne + ai 7[6-1 ” see ae =0
od les a, appartiennent 3 W(k°) , et satisfont & v (a )1, v (a ) =
En particulier, si e =1 ( k non ramifid), R est 1somorphe 3 w(k°)

Pour les notions de géométrie algébrique que nous allons maintenant introduire,
nous utiliserons essentiellement lc langage des "WFoundations" de WEIL [3], ety
lorsqu'il sera question de réduction (mod p) s celui de SHIMURA [2]. (Une mise au
point définitive des questions aborddes ici nécessitera sans doute 1l'utilisation
systématique du langage des "schdmas" 3 faute d'une connaissance suffisante de ce
langage, nous nous bornerons 3 indiquer la traduction de 1'un des résultats cssenw
tiels),

Rappelons que le point de vue adopté comporte l'introduction de "domaines univer-
sels" pour k et k° o On choisit d'abord arbitrairement un domaine universel ¥°
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A. NERON

pour K° (qu'il est commode ici de supposer pourvu d'une base de transcendance
non dénombrable sur k° s étant donnés les types d'extensmns de ¥° qui inter
viendront). On désigne par R 1'anncau déduit de R "par extension de ¥ a

2 n, olest-a-dire défini en posant R = °[[t]] dans le cas (a), et

R=Re ) W(%°) dans le cas (b) ; on note t le corps des qugtients de R
Ainsi R s'identifie naturellement & un souswanneau de R , et k & un sous-corps
de t . De plus, R est un anneau de valuation, et on peut normer la valuation
correspondante de manidre qu'elle prolonge v (on la désigne encore par v )e On
choisit enfin arbitrairement un domaine universel Q pour % (donc aussi a for-

tiori pour k ).

Si V est une variété (resp. une variété affine) définie sur k , les points
de V & coordonnées dans % (respe. dans R ) sont appelés points rationnels

(resp. entiers) p-adiques de V o Si V est une variété affine ou projective,

définie sur k , on sait, d'aprés SHIMURA [2], lui appliquer l'opération de réduce
tion (mod P) « Rappelons que cette opération fait correspondre & V un cycle po-
sitif, rationnel sur k° , que nous noterons p(V) , ou p (V) « Remarque & ces

notions peuvent, en réalité, 8tre définies pour une classe plus étendue de variétés,
qui sont les " p-variétés" au sens de SHIMURA ; mais nous pourrons, pour la suite,

s

nous borner & considérer des variétés affines ou projectives.

2. p-simplicité.

Soit V wune variété affine définie sur k , et posons V° = p(V) o Soit de
plus X un point de support Supp v du cycle V° o Soit £ wune fonction sur
V , définie sur % . Une telle fonction f est induite par un quotient % s Ol
P ot Q sont des polyndmes & ceefficients dans R . MNotons P et Q° 1les
polyndmes réduits (mod p) de P ot Q respectivements. S'il est possible de
choisir P et Q do manitre qu'on ait Q°(x°) #0 , on dit que f est p-mor-

P (°
phique en X » et 1l'expression o(xo)
semble de toutes les fonctions sug % qui sont p-morphiques en xo est un anneau

est appelée valeur de f en © o L'en-

local, que nous désignons par p(V , x °) .

Nous dirons que L est p-simple sur ¥ si cet anneau local est régulier. En
particulier, si X est simple sur V° (c'est-a~dire @'il n'appartient qu'a une
composante du cycle v° s de coefficient 1 , et s'il est simple sur cotte compo=-
sante), il est a fortiori p-simple sur V . La réciproque de cette propriété est
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MODELES p-MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES

inexacte ; mais en utilisant le lemme de Hensel, et les propriétés élémentaires des
anneaux locaux, on voit que X est simple sur V° si et seulement s'il satis-
fait aux deux conditions suivantes @

1° I1 est p-simple sur V ,

2° I1 existe x appartenant 3 V, tel que x° = p(x) (ie e on peut remonter

x° 2 un point emtier p-adique de V ).

Soient V et W deux variétés affines définies sur k , et soit ¢ ¢ V - W
une application rationnelle, définie sur k « Mous dirons que ¢ est Pp-morphique
en un point © de Supp V° si chacune des fonctions coordonnées ®y de ¢
est p-morphique en ce pointe Le point yo ayant pour coordonnées les 'yz = (pg(xo)
s'appelle valeur de ¢ en P s ot est noté «po(xo) e Si ¢ est birationnelle, et
si qz-i est prmorphique en x° , ona x = ((p-l)o (v°) ; on dit alors que ¢
est p-isomorphique en x° « Toutes ces définitions s'étendent d'une menidre natu-
relle au cas ol V est une " p~variété", et,en particulier, une variété projective

définie sur k .

3e Enoncé des résultatse

ae Modéles p=-simples p-minimaux des courbes elliptiquess = Nous dirons que V ,
définie sur k , est p-simple, si tous les points du supportdu cycle réduit V° sont
p~simples sur V o Par k-modéle de V , nous entendrons toujours un couple (W , ¢)
composé d'une variété W définie sur k , et d'un k-isomorphisme ¢ ¢ V- W o

THEOREME 1. - Soit A une courbe elliptique définie sur k , et possédant un point
rationnel sur k o Alors il existe un k-moddle projectif p-simple (4, , a) de 4
satisfaisant A la propriété suivante : pour tout autre k-moddle (B , ¢) de A,
1'application composée a © (p—l : B+ A, est p-morphique en tout point de

Supp B° qui est p-simple sur B .

Congéquencos :
1° Si (A* s @) et (ar a') sont deux tels modéles, alors

p=aroady 4 g

est p-lsomorphique en tout point du cycle réduit 2° . Ceci se traduit, dans le
langege des schémas, par la propriété dlnicité suivante : le schémasur Rdéfini & partir
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de l'ensemble des anneaux locaux p(A* ) %) s avec < e Supp AZ est unique 2
un R-isomorphisme prés. Plus précisément, il est déterminé par la donnée de k ,
de p, et de la classe de A modulo les k~isomorphismes ; ou encore par la don-
née de k , de p, et du schéha sur k représenté par A o

De cette propriété d'unicité, résulte en particulier l'unicité du nombre des com=
posantes du cycle A: s des coefficients de chacune d'elles dans ce cycle, de leurs
relations de connexion, et de leurs multiplicités d'intersection deux 2 deux (on
donnera 2 ce sujet, au n° 5, une classification compléte de tous les cas possibles).

2° D'aprés la propriété d'application universelle du théoréme 1, la loi de groupe

sur A est partout p-morphique. De plus, notons S(A:) 1'ensemble des points

de Supp AZ qui sont simples sur A: s Alors on déduit de la loi de composition
sur A « ? par réduction (mod p) , une loi de composition sur S(A:) s qui fait de
cet ensemble un groupe algébriques Ce groupe algébrique, qui est unlquement déter=

miné & un ko—isomorphisme prés, sera noté Gp(A) .

be Modéles faiblement p-simples p-minimaux des variétés abéliennese = Soit V

une variété affine ou projective, définie sur k , et posons V° = p(V) « On dira
que V est faiblement p-simple si tout point rationnel p-adique de V se réduit

(mod p) en un point simple sur V° (ou, ce qui revient au méme, d'aprés le n° 2,
en un point p-simple sur V ). Toute variété V , p-simple, est a fortiori faible-
ment p-simple, mais la réciproque est faussees Soit, par exemple, k = k°[[t]] , et
prenons pour V 1la courbe plane projective, définie sur k , d'équation
P+t°22=Y22 . Lo point (0,0, 4) est le soul point de Supp V° qui est
p-multiple sur V , mais, comme on voit immédiatement, il est impossible de remen=-
ter ce point & un point rationnel p-adique de V « Donc V est faiblement p-sim=
ple, mais n'est pas p-simple.

THBORIME 2, - Supposons k complet (k =k) . Soit A une variété abélienne
définie sur k « Alors il oxiste un kemodéle projectif, faiblement p-simple
(A* » @) de A, tel que, pour tout couple (V , ¢) composé d'une variété algé-
brique V , définie sur k , et d'une application ratiomnelle ¢ ¢ V -+ A , définie

sur k , 1l'application composée a "

point de Supp v° simple sur v,

=aocp st Vo A* soit p-morphique en tout

68



MODELES p-MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES

Conséquences.Comme dans le théoréme 1, notons S(A(:‘) 1'ensemble des points de
Supp Ai qui sont simples sur Ai o Alors an réduisant (mod p) la loi de compo-
sition sur A* s on obtient encore sur S(AZ) une sbructure de groupe algébrique
(uniquement déterminé a un k-isomorphisme prés par la donnée de A, k, et p )s

qu'on peut contimuer A noter GP(A) .

Toute courbe elliptique qui satisfait au théoréme 4 satisfait aussi au théoréme
2, Par contre, la cubique plane de 1l'exemple donné au début de ce paragraphe satis=

fait au théoréme 2, mais non au théoréme 1.

Le théoréme 2 est encore valable lorsqu'on y remplace A par un espace homogéne
principal sur une variété abélicnne (noter que, d'aprés l'hypothése "™ k complet",
si k° est algébriquement clos, un tel espace est toujours k~isomorphe & une
variété abélienne, pourvu qu'il contienne au moins un point rationnel p-adique)s

ce Problémes globauxe Modéles p-minimaux pour tout p « = Soit K wun "corps
global" et, plus précisément, supposons que K est ou bien

(1) un corps de nombres algébriques, de degré fini sur Q , ou bien

(ii) un corps de fonctions algébriques d'une variable sur un corps de base algé-
briquement clos (c'est-a-dire un corps de la forme K = Ko(u) s oL u est un point
générique sur Ko d'une courbe algébrique U définie sur Ko =~ qu'on peut supposer
non singulidre). Motons 6 1'ensemble de tous les p respectivement associés,
dans le cas (i) aux valuations non triviales de X (i. ee aux idéaux premiers de
K ) et, dans le cas (ii), aux valuations non triviales de K s'anmilant sur K
(ie 0 aux points de U rationnels sur K, )e

THEORBME 3. - Soit A une courbe elliptique définie sur K , et possédant un poin
rationnel sur K . Alors il existe un K-modéle projectif (A* s@) do A qui est
p-simple et p-minimal pour tout pe€ 6,

Dans le cas (il), on peut donner une interprétation "géométrique de ce résultat.
Soient P et P o des espaces projoctifs contenant A et U respectivement, et
soit x un point générique de A sur K = Ko(u) ;3 considérons la surface A s liem
du couple (x 5 u) dans le produit P x P, o Cette surface apparalt comme fibrde
par unc famille de courbes paramétrée par U , la fibre générique dtant A4 x u .
Notons Z* la surfai:’e anilogge construite a partir de A x? €t considérons 1'appli-
cation rationnelle a ¢ A - A* s définie sur K0 s telle qu'on ait
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d(x , u) = (a(x) b u) .

Alors la condition pour A d'8tre p-simple pour tout p équivaut & celle pour
A, d'8tre non singulidre. La condition minimale du théoréme 1 signifie gque, pour
tout autre moddle (A; , a') de A possédant la méme propriété, 1'application

composée g o (c).')m1 : KL-» K* est un morphismes

Cette propriété est analogue 3 celle affirmant l'existence des modéles non sin-
guliers minimaux des surfaces en gdométrie algébrique classique. Elle en différe
cependant par le fait que la condition précédente ne fait intervenir que les mo-
ddles "fibrés" de base U , et les morphismes respectant la fibration. On peut
montrer par des exemples simples, que 7(* n'est pas toujours un modéle minimal

au sens classique.

Probléme, ~ Peut-on lever la restriction " k complet" dans le théoréme 2 ? On

pourrait alors déduire de ce dernier un résultat global, analogue au théoréme 3 »

4 4 Démonstration du théoréme 24

Nous ne pouvons donner ici sur cette démonstration que des indications sommairess
Nous nous bornerons 2 énoncer quelques définitions, et quelques résultats intermé-
diaires essentielss

ae Pro=variétése = On appelle pro-variété définie sur K° 1a limite projective
X d'unc suite

XO ‘——Xi b ene XP-@—— 'Y
e° L

o les X sont des variétés définies sur X° , et les 8" des morphismes (qu'on

supposera toujours géndériquement surjectifs) définis sur ¥ .

Un point x de X est une suite (x0 T s Oy pour tout B 4 ona
poinv ’ ’

Hext, et = 9“(:&“1‘-) . On note X°(x) le corps K(x° 5 eee 2 oeed) o

B

Lt'application X - x" qui fait correspondre x & x est notée P

o)
Soient x et y deux points de X o On dit que y est une spécialisation de

x sur K si, pour tout p, y}1 est une spécialisation de &+ sur ¥ . Un point
de X tel que, pour tout p j le point M soit générique de ** sur ° s stap-

pelle un point générique de X sur KX .
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On définit d'une maniére évidente la notion de sous-pro-variété d'une pro-variété
donnée ( Y* s sous=variété de XM pour tout B )e Une sous-pro-variété Y de X
est déterminée par la donnée de l'un de ses points génériques y sur k° s et est

alors appelé lieu de y sur K .

On appelle sous-ensemble algébrique (respe constructible) de X wun sous-ensemble
S de l'ensemble des points de X tel que, pour tout . sk = pp(S) soit un
sous-ensemble algébrique (resps constructible) de X , et tel qu'on ait x € S si
ot seulement si x'e st pour tout p o

be Pro-variétés et ensembles attachés au couple (V , p) o = Bornons-nous, pour
simplifier, au cas ob. k est non ramifié par rapport & v . Considérons d'abord
1'espace affine 6= @, ot soit x = (x1 s sse g xn) un point de 6y = %% . Pour
tout i , notons xj(."l ) le p-iéme coefficient du développement en série de X
(Lorsque %, est une série formelle), ou bien la p-idme composante de X (lors=
que X, est un vecteur de Witt). Mous désignerons par pM 1'application
R o (to)n(p +) qui, au point x , fait correspondre le point

(u) Xﬁr))

Xp'-- (X§°) 9 oee JS(IO) 9 eeey xi 9 esey

et nous noterons 6" 1la projection (ko)n(|.1+2) - (ko)n(pﬂ) qui, a +1 s fait
correspondre x" « L'ensemblo 6y = R® peut 8tre identifié 2 la pro=variété définie

par la suite
(£O)n - (to)zn  oe0 (tO)n(P."'I) Al X X

Soit V une vériété affine, de dimension r , définie sur k » non singuliére.
Les restrictions des applications p et o' a 1l'ensemble des points entiers

p-adiques de V sont notdes Py ot o .

On eppellera (V , p)-pro~variété définie sur X° toute sous-pro-variété X de
i satisfaisant aux conditions suivantes @

(1) tout point générique de X sur X° appartient & V ,

(ii) pour M assez grand, ot pour x" générique de XM sur ¥° s 0N a

(o)™ () ext
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(on montre, par ailleurs, 1l'existence d'un Hy tel que, pour tout u > Hy o et
pour tout xM e p”(VR) s 1'ensemble (65)"1 (x") soit une variété linéaire, de
dimension r , définie sur k°(xM))).

La condition (ii) équivaut encore 2 la suivante & les x§_” ) associds & x géné-

rique de X sur k° ne satisfont qu'3 un nombre fini de relations algébriques,
outre celles exprimant 1l'appartenance &2 V ,

On appellera (V ’ p)~ensemble tout souswensemble constructible S de -§!R 2
contenu dans V , et tel que, pour p assez grand, on ait

Co R CO T L

Autre définition équivalente : un (V , p)-ensemble est l'ensemble de tous les
points x € VER (points entiers p-adiques de V ) dont les coefficients xi(p)
des coordonnées satisfont A un nombre £ini de relations Fa =0, G B #0 (les
F s GB étant des polyndmes 2 coefficients dans 3%° ).

Une (V , p)=pro-variété X (rospsun (V , p)-cnsemble S ) sera dit simple
(mod p) , si tout point générique de X° sur k° (resps tout point de £° = p(S))
est simple sur v .

PROPOSITION 44 = Soient V et W deux variétés affines, définies sur k , et soit

% VoW une application séparable, génériquement surjective, définie sur k .

Soit X une (V, p)-pro-variébé, définie sur 1° s et soit x un point générique

de X sur X° ; supposons que ¢ est p-morphique en L = p(x) « Alors y = ¢(x)
est générique sur X° d'une (W s p)-pro-variété.

Cette pro=variété sera, dans la suite, notée Y = (pg(x) o Remarque 9y he ros-
pecte pas l'inclusions

PROPOSITION 2+ = Soient V, W gt ¢ comme dans la proposition 4. Soit S un
(V , p)-ensemble, et supposons ¢ définie en tout point de S° = p(S) « Alors

T = o(S) est un (W, p)-ensemble ;

Coes deux propositions (auxquelles on doit ajouter certaines précisions concernant
la correspondance entre les XM ot les Y’ (respe entre les SH et les TV ) ),
permettent, en particulier, d'étendre les définitions précédentes au cas o V une

" p=yariébé" (le seul cas utile pour nous étant celui d'une veriété projective).
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Elles permettent en ouwtre de montrer que si ¢ ¢ V - W est un k-isomorphisme
entre variétés projectives, le symbole 9q (resps ¢ ) définit une correspondance
biunivoque entre (V , p)apro-variétés et (W , p)=pro-variétés (resp. entre

(V , p)-ensembles et (W , p)-ensembles).

PROPOSITION 3 (désingularisation et éclatement d'une pro-variété)e = Soit V
de dimension r , définie sur k , ot soit X une (V , p)-pro-variété. Alors il
existe un k-moddle (W, ¢) de V tel gue 50"1 soit partout p-morphique, et
tel que 3

1) Y= q;g(x) soit simple (mod P)

(ii) @mY° =r

(1ii) ¢ soit p-isomorphique en tout point de Supp V° n'appartenant pas 3 Xx° ,

PROPOSITION 4 (existence d'un recouvrement fini de VYR e = Soit V une variété
projective non singuliére, de dimension r , définie sur k . Alors il existe un
nombre fini de k-modéles (Wi , (pi) ety pour tout 1, un (V , p)=ensemble S 4 ?
tels que

(i) 1les §; recouvrent Vg

(11) les T, = (pi(Si) soient simples (mod p)

ce Différentiollose = Soit V unc variété projective non singuliére, de dimension
r , définie sur k , ot soit w une k-différentielle dlordre r du corps des

fonctions sur V .

Soit x° un point de Supp v° s simple sur v° s et soient (u1 9 see y ur) un
systéme de paramdtreyuniformisants de V en x° (i. e. de fonctions sur V s
définies sur k , induisant des paramdtresuniformisants en < sur la composante

de V° qui contient x© Yo

On geu‘c. écrire w sous la forme w=Tf du‘1 I\o... A d\Lr « 81 f est p-morphique
en X , ondira que w est p-morphique en x .

Dans tout ce qui suit, on supposera que W n'admet sur V ni pdles ni zéros

(ce qui est le cas, en particulier, pour la différentielle invariante sur une variété
abélienne) « Dans ce cas, pour tout <Le Supp v° s simple sur v° s 11 existe néces-

sairement un et un seul entier v tel que la fonction 7Y (cas des séries
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formellas) ou fp ¥ (cas des vecteurs de Witt) soit p-morphique et nom nulle en
©° o Cet entier sera noté vw(xo) s ou v(x°) « I1 ne dépend que de la composante
0

C

tion p=isomorphique ; plus précisément ¢

de V° a laquelle appartient x° o Il est de plus invariamt par une applica-

PROPOSITION 54 - Soit ¢ ¢ V - W un k-isomorphisme ; soient x° simple sur
v° ot y° simple sur w° 5 supposons que ¢ est p-morphique en © y et que

7° =¢°(x") . Alors on a v(x°) < v(¥°) s et 1'égalité a lieu si et si seulement

¢ est p-isomorphique en < .

Pour toute (V , p)=pro-variété X , on peut trouver, d'aprés la proposition 3,
un kemoddle (W, ¢) de V , tel que la variété Y° réduite de Y = q:g(x) soit
1'une des composantes simples de Ww° « On voit alors, d'aprés la proposition 5,
que 1'entier w(Y°) ne dépend pas alors du choix du modéle (W , ¢) , mais seu-
lement de v, w et X . On peut donc le désigner par vw(X) (ou w(X) ).

PROPOSITION 6, = L'entier v(X) admet une borne inférieure vV, qui ne dépend
qguede V et de we.

Autre énoncé équivalent (sans pro-variétés) : A tout k-modéle (W, ¢) de V,
ot 3 tout point y°e Supp W° , simple sur W’ , associons 1'entier w(y°) . Cet
entier admet une borne inférieure v (la méme que plus haut), qui ne dépend que

de V et w, maisnonde W, de ¢, nide y° .

La proposition 6 se déduit des propositions 4 et 5 ¢ Vo est la plus petite
valeur prise par 1l'entier Vv sur les composantes des Tg e Un point x° e Supp v°
tel que w(x°) = v o 9 une composante ® de V° telle que v(c°) = v, » seront
dits w-maximaux. De méme, une (V , p)-pro-variété sera dite w-maximale si
¥X) = V) s et s'il exists un k-modele (W, p) de V tel que (pg(X) soit simple
(mod p) et soit maximale au sens de l'inclusione

PROPOSITION 7. - Pour V donnée, il n'existe qu'un nombre fini de (V , p)-pro-

variété w-maximales.

(On le montre encore en se servant du recouvrement fini de la proposition 4.)

de Cas d'une variété abélienne. Composition des points simples W-maximauxe. =

¢ ¢ VoW étant une application rationnelle définie sur k , et < un point de

Supp v° s on appellera transformé ensembliste de x par ¢ l'ensemble des points
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v° € supp W° tels que (x° , y°) e Supp I° od I° est la réduction (mod p)
du graphe ' de ¢ + Cet ensemble sera noté (pg(xo) .

On considére maintenant une variété abélienne A , définie sur k , de dimension
r « On note w la différentielle invariante de degré r sur A « On peut, sans
inconvénient, supposer A projective et p-normale (anneaux locaux intégralement
clos en tous les points de Supp A° ). On peut en outre supposer, d'aprés les
propositions 3 et 7, que toutes les (A , p)-pro-variétés w-maximales sont #imples
(mod p) « On notera d'autre part Y, 1'application 4 x A x A »4 telle que
VWxsy,a)=x+y=-z.

PROPOSITION 8. - S xi ' % y1 sont trois points _génériques indépendants sur

° de trois composantes simples w-maximales de 2° s g B&cation Yy est

pmorphique en (x1 N x2 ’ yi) et le point y2 A( R :\s:‘,z R yl) est aussi
générique sur ° d'une composante simple wW-maximale de &°

(D'od 1'on déduit une structure de groupe abélien fini sur 1'ensemble des compo=
santes simples w-maximaless)

Par applications répétées de la propgsition 8, et en introduisant d'autre part
une variété abélienne auxiliaire B (obtenue comme lieu des points de Chow des
images, dans un modéle projectif de A x A , des graphes des translations sur A ),
on obtient diverses propositions analogues & la proposition 8, mais ol intervien-

nant des points W-maximaux non génériques. On est alors en mesure de démontrer ¢

PROPOSITION 9 ~ Soit V une variété quelcongue, définie sur k , et soit
93 V- A une application rationnelle, définie sur k e Soient z° un poirrb
simple sur V° , et x° un point simple w—ma:d.mal sur A° , tels que z°e€ (po(xo)
Alors ¢ est p-morphique en 2° (et on a done P =0 (zo) )

On peut reprendre la méthode suivie par WEIL pour démontrer la propriété bien
conmue : toute application rationnelle d'une variété V dans une variété abédiennc
ost morphique en tout point simple de V ([4], chap. 2y n° 5, the 6)e

e+ Contractione » Dans ce qui suit, on supposera x° algébriquement clos (on se
raméne a ce cas par une technique de "descente du corps de base").

Soit ¢: V »W une application rationnelle, et soit x° un point de Supp W
On dit que ¢ est p-antimorphique en © st ¢ est morphigue en tout point de
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(64)° (x°) . Adoptant alors une terminologie rappelant celle de ZARISKI [5], on
e

dira que 1l'ensemble ((pnl)z (x°) est Mexceptionnel de premidre espéce’.

On dira qulune variété abélienne A , satisfaisant aux conditions précisées plus
haut, est p-contractile si, pour tout k~isomorphisme A' -+ A, ¢ est p-anti-
morphique en tout point < e Supp A° simple wmaximal sur A° . on montre, en
particulier, que la variété B introduite plus haut (définie i partir des graphes

des translations sur A ) est toujours p=contractile.

LEMME (contraction des ensembles exceptionnels de premidre espéce)s = Soient V

et W deux variétés projectives, définies sur k , p-normales, et soit

pt VoW un k-isomorphisme. Soit T° un sous-ensemble constructible de 1'en~

semble des points simples sur W » ot supposons que ¢ est p-antimorphique en

tout point de T° . Alors il existe un kemoddle (W' , ¢') de V tel que

(1) ¢ soit p-isomorphique en tout point de v° appartenant pas A 1'adhée
rence de §° = (q)nl)g (1°)

(11) v =¢'o (P—l ¢ W W' soit p-isomprphigue en tout point de ™ .

De ce lemme on déduit la possibilité de "recoller" deux (A , p)-eneembles 8,
et S, dont les images respectives sur deux modéles (A:l s (px) ot (4, 59,) de
A (1'un de ces deux moddles étant p=contractile) sont composées de points simples
et w-maximaux (mod p) : il existe alors un k-modéle (A% , ¢') de A, tel que
1'image S' sur A' de S=S,- S

1 o s0it composée de points simples W-maximaux
(mod p)

D'autre part, compto tenu de la proposition 9, on peut démontrer la proposition
suivante, qui est une forme, particuliére aux variétés abéliennes, du lemme de

recouvrement fini (proposition 4).

PROPOSITION 0. = Soit A une variété abélienne, définie sur k «

Alors il existe un nombre fini de (A , p)-ensembles Si ety pour tout i , une

translation 7y définie sur k , tels que

(1) les 5; recouvrent Ay

(ii) les (A , p)=-ensembles T, = 'ci(si) ne contiennent que des points simples

EE wemaximaux (mod p) .

Pour construire un modéle faiblement p-simple et p-minimal de A , on remplace
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A par B (qui lui est k-isomorphe, et qui est p-contractile) ; on applique 2
B la proposition 10, puis on "recolle" les ensembles S; parle procédé indiqué
plus haut.

5e Cas des courbes elliptiques. Discussion du type de la réduction de A*(mod p) oo
La démonstration du théoréme i utilise certains des résultats exposés au numéro pré-
cédent (paragraphes(c) et (d)), mais comporte 1'examen séparé de nombreux cas parw
ticuliers, et utilise la construction explicite d'un bon modéle dans chacun de ces

casSe

Mous bornerons ici & émumérer ces cas, et & indiquer, dans chacun d'eux, le type
de réduction obtenu, ainsi que la structure du groupe G_(A) o Cette discussion
est analogue & celle que donne KODAIRA dans [1], ou il étudie le méme probléme dans
le cas classique (k° = Q) s en vue d'applications & la classification des sur-
faces analytiques compactes. Nous ne considérerons, d'autre part, pour simplifier
1'exposé, que le cas ol la caractéristique de k° n'est pas égale & 2 ni & 3
(en fait, on obtient la méme liste de cas possibles en caractéristiques 2 et 3,
mais la discusiion est plus pénible). Par hypothése, A est une courbe elliptique
possédant un point rationnel sur k o« On peut donc supposer que c'est une cubique

plane de Weierstrass
P =x3+px+q

avec p et q €R . On pose A= 4p3 + 2'7'q2 » et on note J = j(A) 1'invariant

de A, qu'on peut ici prendre égal 2 £ . Les deux cas suivants sont & distinguer:

as v(j) <0 (ou encore j¢ R)e = Alors la classe de A & un k-isomorphisme
prés ne dépend que de j , et de la classe de l'entier Pq , dans le groupe multi=
plicatif k* de k » modulo les carrés des éléments de k* o En fait, seuls interw

viendront dans la discussion 1'entier w(j) , et la parité de 1'entier v(pg)

(i) v(pa) pair. - On trouve que le cycle réduit A?k admet n = v(j) compo=
gantes, qui sont des courbes de genre zéro. Pour n =14 , l'unique courbe obtenue
admet un seul point multiple (double, a tangentes distinctes). Pour n >2 , les
n courbes sont sans point multiple, et connectées comme 1'indique la figure
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Le groupe G_(A) est, dans ce cas, une extension du groupe multiplicatif par le

groupe cyclique fini 2/nZ .

(i1) v(pq) impair. = Le cycle obtenu est alors du type représenté par la figure
ci-dessous (les chiffres indiquent les ceofficients des différentes composantes
du cycle ; on a ici quatre composantes de coefficiemt 4 et n + 4 de coefficient

2 ).
1 1 2
nee 2 1 1

Le groupe algébrique GP(A) est ici une extension du groupe additif par un
groupe f£ini d'ordre 4 , qui est le groupe non cyclique (&/2&)2 » ou le groupe

cyclique §/4§ suivant que n est pair ou impaire

REMARQUE. - Lorsqulon est dans le cas (ii), ou bien dans le cas (i), avec nx 4 ,
le cycle Ao* posséde au moins quatre composantes et, par suite A, est de degré
projectif >4 o La courbe A* , qui est elliptique et non singuliére, ne peut donc

pas 8tre une courbe plane (m&me si 1'on n'adopte que le point de vue du théoréme 2).

be v(j) >0 (ou encore j € R )o = Alors la classe de A modulo les k-isomor-
phismes est déterminée par la connaissance de J , et par celle de la classe de
A dans le groupe multiplicatif x* , modulo les puissances douziémes des éléments
de k* . Sewleintervient en fait dans la discussion la classe de 1'entier v(b)
(mod 42) o Cettc classe est d'ailleurs nécessairement un divissur de 0 , c'est~a~

dire est représentée par 1'un des entiers Oy, 2, 3, 4, 6, 8, 9 ou 40 .
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Si v(4) =0 (mod 22) , on a une réduction non dégénérde, ie e A:

MODELES p-MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES

est réduit

4 une courbe elliptique. Les résultats obtenus dans les autres cas sont donnés par

le tableau ci-dessous. Les composantes du cycle A: sont toujours des courbes de

genre O , sans point multiple (sauf pour v(A) = 2 (mod 42) , auquel cas on a un
point de rebroussement) et qui se coupent transversalement deux & deux (sauf pour

v(8) =3 (mod 42) , auquel cas on a deux composantes admettant un contact du pre=-
mier ordre). Le groupe GP(A) est toujours isomorphe 2 une extension du groupe

additif. par un groupe fini ' d'ordre 4, 2, 3, ou 4 o
v(p)
(mod 12) 2 3 4 6
1 1
4 1{ , 1, 4 1, 4
Cycle A3 1
TN
4
Ordre de T 1 2 3 (non cyclique)
v(a)
(mod 22) 8 9 40
1
TN ok
Cycle A 2 2 ,2 2 ' 4 2
' s 3! 5 Ts
2 4| 6 |
L lz ,3
Ordre de T 2 4
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