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Séminaire BOURBAKL

146 annde, 1%1/62, n°® 223 .
Décembre 1%1

CYCLES ANALYTIQUES,
par Adrien DOUADY

[dtaprés un article de M. F. ATTIYAH et F. HIRZEBRUCH, présenté
par ATTIYAH a Zurich en 190, 3 paraltre au journal "Topology®]

Sauf mention expresse du contraire, tous les espaces considérés dans ecet expoed sarodt
homéomorphes 2 des CW-complexes de dimension finies

Ie Sorites sur le foncteur K*

Ae Lo foncteur K o

Pour tout espace X y soit J(X) 1'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés
vectoriels complexes unitaires sur X (on n'exige pas que la dimensionsoit 1a mme sur
les différentes composantes connexes de X )e

J(X), mmni des opérations ® et ® , est un semi-anneau. Soit K(X) 1'annean

symétrisé. On a donc une application

J(X) -+ X(X) ’

qui n'est pas injective en général, car les éléments de J(X) ne sont pas régue

liers pour l'opération & ,

K est un foncteur contravariant de la catémorie des espaces considérés et des
classes d'homotopie d'applications continues dans la catégorie des anneaux commu=
tatlfs unitairess 81 p est un espace réduit & un point, Kfp) = 2z , 1'isomorphisme
donné par la dimension .

Be Le foncteur K° .

st x=(x , xo) est un espace pointé, et |X] 1'espace sous-jacent, on pose
° *
K(X) = Ker 17 3 K(]X]) - K(x;) .

On a naturellement
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k(1) = K(x) ® K°(x)

’
et K°(X) est un sous-anneau non unitaire de K(]X|)

PROPOSITION I. B. = Le foncteur K° de la catégorie des espaces pointés dans la

catégorie des anneaux commutatifs (sans unité en général) vérifie les propriétés
suivantes @
a. Pour toute famille (Xi)iEI d'espaces pointés, on a

x°(\/ X) = n K°(xi)
i€l jeI

.

2

ou in est le bouquet (wedge) des X, 5 muni de la topologie limite inductive
des bouquets finis

be Pour toute paire (X , ¥) , ot Y est un sous-complexe de X , ot a méme
point de base, on a la suite exacte, chére & ECKMANN

oo = KO(51 XKY) N KO(x/x) - K°(X) - K°(¥)

ce Bour tout couple X , X' , on a un produit naturel,

KO(x) ® K0(x') -+ x°(x%Kxt)

symétrique au sens suivant : Si a € K°(X) , a'e KO(X!) ,

aa' e P(XKX!) ,  a'a e KO(X'3KX)

Alors

aa' = o (a'a)

A,

ou o3

X)\Q(X' - X'B&X est la symétrie canoniquee

Ce produit cst également associatifs

Esquisse de la démonstration. = Les parties (a) et (b) se démontrent en identifiant
KO(X) 3 1'ensemble des classes d*homotopie d'applications de X dans BU x 2
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respectant le point de base (mension expresse BU_x Z n'est pas de dimension
finie).

Pour la partie (c), on observe que la suite exacte 2
KO(s2 K (X % X)) 1E7KO(S 3K (X v X1)] » KO(XKX) » KO(X x X1)&RKO(X v Xt)
"splitd" naturellement . On a donc

KX x 1) = X)) @ KX v x!) .

si aek’(x) ck(lx]), bek°(x')c K(]x!|) , le produit tensoriel
ab € K(]X| % |%]) a une image mulle au point de base (xo R x(')) s ainsi que sur
X v x| o I1 définit donc un élément de KO(XY(X!) «

REMARQUE, =~ Soient Y, Y' deux sous-complexes de X o E'application diagonale
XX x X (XA) x (XA') » (XA (xA!)

envoie Y uY' au point de base. On a donc une application diagonale
Ax XA Y s (XA)RR(LAY)
qui donne un produit naturel
K°(X/A) o K°(xA') » K°(x/r u YY)
Ce Ie foncteur K*

ALIYAH donne 1'énoncé suivant du théoréme de BOTT [1]

THEOREME de Bobt.

as KO(SJ') =0, KO(SZ) =%, et a pour générateur n=h=~4, he K(ISZI) est

la classe du fibré de Hopf, et 1 désigne 1a classe du fibré trivial de dimension 1.

Si ¢ . & ost de degré k , cp(’:l)':-kr].
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be Pour tout espace pointé X , l'application
Nt K - (30

qui 3 a € K°(x) associe le produit rnea est un isomorphisme additif.,

Lg démonstration ne sera pas donnée ici.

L'isomorphisme de Bott permet d'identifier
REEXD a2 2 o6 O XD 2 (s X

pour tout k o Cette identification est fonctorielle, et, de plus le diagramme

°(sh ) L (xA)

" "

K (57 %) 5 > K°(5% R xA)

est commutatif, car il fait intervenir la symétrie S‘Bﬁ&s2 - 5238 st qui est
un homéomarphisme de degré + 1 de s sur elle-méme.

En posant

K{x) = ©(sD 1) = & (XK x)
et

K¥(x) = ¥°(x) ® k¥*(x)

(les indices O et 1 doivent &tre considérés comme pris dans le groupe Z, &

2 éléments), on obtient donc un foncteur de la catégorie des (W mcomplexes de di-
mension finie pointés et des classes d'homotopie d'applications respectant les

points de base dans la catégorie des groupes gradués par .Z-Q y qui, pour chaque
paire (X , ¥) ou Y

est un sous-complexe de X , donne naissance a une suite
exacte
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K*(X/A) ~»K*X) » k%)
)

oi & change da dimensione.

D'autre part, le produit
k (s 1) o R Yxt) » k(K x XK' K1) = k(X x ¥x)
donne un produit
K*(x) ® K*(x') » K*(x Kx") s

compatible avec la graduation et antisymétrique, i. e.

aa! = (~ 1)kk’ o (a'a)
si ae Kk(x) et ale Kk'(X') « Ceci provient de ce que la symétrie

Sk))@ Sk? o Sk'X gk

k+k!

est un homéomorphisme de degré kk' de S sur ellesméme.

En composant avec la diagonale X -XYX , on munit naturellement chaque K*(x)
d'une structure d'anneau gradué par Z anticommutatif. Enfin, pour toute paire
(X , ¥Y) et tout espace pointe Z , le diagramme

K () K" (2) 0o I > K*(x/0)e K*(2)
KL(2/4) K21
K* (Y X 2) ® > K'(xX 2/ 2)

est commutatif.
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D. Le foncteur K° pour les paires.

Pour toute paire (X, Y) , ou X est un C-Wecomplexe de dimension finie et
Y un CWacomplexe, on pose alors

KX, 1) =°@A) , K&, Y) =K @A)

X/ est un espace pointé (si Y=¢ , XA s'obtient, 2 partir de X , en ajou=
tant un point isolé et K°(X , @) = K(X) ).

51 X et Y sont des espaces homéomorphes 2 des C-W-complexes de dimension
finie, et si Y est un sous-espace de X , mais qui ne puisse pas 8tre considéré
comme un sous=-complexe, on se raméne au cas précédent en approchant 1l'injection
it Y- X par une application simpliciale, et en remplagant X par le "mapping
cylinder”, On définit ainsi K*(X 5> Y) o On appliquera ceci en particulier au cas

ol X est une variété et Y € X un ouvert.

E. Fibré différence.

Soient (X , Y) une paire, E, E' deux fibrés vectoriels complexes sur X
et f un isomorphisme de E]Y sur E"Y o On définit un élément d(E' , E , f)
de la fagon suivante : on se raméne d'abord au cas o. ¥ est un sous-complexe
de X o Supposons que la dimension de E soit bornée sur Y , et soit F un fibré
sur X tel que (E® F)IY soit trivial (ceci est possible, car X est supposé
de dimension finie).

Soient
r X
as ¥YxC ->E® FIY
une trivialisation de E & F]Y
a'=(f®I)oa: YxC IE ® Fly
la trivialisation correspondante de E!' @ Fly o Soit (E®FYa le fibré sur XA
obtenu en identificatiant dans E @ F les points ofy 4 z) et a(y' , z) pour

Yyy'eY . .Alors (E® F/a) et (E' © F/a!) sont des élémenmts de K(]X/A))
et

10
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d(E* , E, f) = (E' ® F/a') - (E ® FA) € K°(X/A) .

L'élément ainsi défini ne dépend pas du choix de F ni de a ¢ Soient en effet
G un autre fibré sur X tel que E® G soit trivial sur Y , P une triviali-
sation de (E @ c;)lI et P' la trivialisation correspondante de (E' ® G)lY .

On est ramené 2 montrer que
(E@ F/a) @ (E' ® G/p') X (E' ® F/a?) @ (E @ G/B) .

Or ces deux fibrés s'obtiennent & partir du méme fibré E® E' @ F ® G par
deux trivialisations qui sont homotopes, comme on le voit facilement en remarquant
que 1'identité et 3a syméirie de E @ E sont homotopes parmi les automorphismes de
E® E o Dans le cas ou E n'a pas une dimension bornée, on peut trouver un fibré
H sur X tel que la dimension de E/i(H) soit bornde, et deux injections
it HoE et 1' ¢ H EY tellesque i'=fo i sur Y « Ceci parce qu'on a

supposé X de dimension finies On peut méme prendre H trivial sur chaque compoes
sante connexe de X

On pose alors
d(E* 4 E, £) = d(E'/1'M EAiH , £) .

REMARQUE, = Dans la construction précédente, le fait de prendre des trivialisations
a et a' se correspondant par f est essentiele Ainsi les fibrés E et
E' peuvent trés bien &tre isomorphes, avec cependant d(E' , E, £} £0 ,
si f n'est pas un isomorphisme qui s'étende gur X o

EXPMFLEs = X=C, Y=(C U, ol U est un disque de centre 0 « E = E' est
le fibré trivial de fibre C, f 3 E - E; est la multiptication par 2z pour
2 € X o Clost bign un isomorphisme pour ze€ Y o Bien que E et E!
phes, d(E' , E, f) est le générateur n de K°(X, Y) = KO(SZ) .

soient isomorw

Fo Fibré différencc généralisé.

Plus généralement, soient E 5 seey En des fibrés vectoriels sur X , et soit

11
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£

ooc';l—on‘ ‘_>'0

0 -oEn' Y

n
En-sl.

Y ly

une suite exacte de fibrés sur Y o On définit un élément

o
d(Eo, ves s By £y ...,fn)eK(X,Y)
de la fagon suivante ¢ On casse la suite exacte en suites exactes courtes

0 —tBk -»Ekly-)Bk'_l—vO

chacune de ces suites exactes courtes "splite " et donne un isomorphisme

Ek’Y -DBk (] Bk"l. .

Finalement on obtient un isomorphieme

@Ezmlx * @Bi ¢ @’alr ’
\_/-1
£

et on pose

a(8) 5 (5;)) = a(@Dryy SPEy, s D@, 1)

Cet élément ne dépend pas de la fagon dont on scinde les suites exactes courtes,

car deux scissions sont homotppes.

PROPOSITION I+ Fo = Soient X un OWe-complexe , Y et Y' deux squs~complexes
de X, L= [(Ei) R (fi)] ot L' = [(ES) , (f;)l deux complexes de fibrés vec-
toriels complexes sur X , tels que L ‘solt acyclique sur ¥ et L' anyclique
sur Y' ,

Alors le complexe L ® L' est agyclique sur Y u Y!' , et

d(L e L') = d(L).d(L*)

12
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le produit étant pris au sens de
K@, v)e @, ¥') » XX, Yuir) .
La démonstration est laissée au lecteur.

II. La suite spectrale d*ATIYAH=-HIRZEBRUCH.

A, La suite spectrales

Soit X un OW~complexe de dimension finie pointée Pour tout p , Xp est son
pssquelette (réduit au point de base pour p <0 ).

*
Pour p >q, posons K(p, a) =KX , X)) « Pour p2a,p'2q", P20,
q 2q' 4 on a des homomorphismes

ps X(p, q) »K(p', q') ’
et pour p>q >r 4 des homomorphismes

8: K(gyr)>X(p, ad ’
qui font de K(p , q) un systéme spectral [2]e De plus

K(pya)=K(p',q st p,p'>dinX
et

K(p,a) =K(p,q') si q,q'<0
ce qui permet de définir K(p , q) quand p=+® ou g==w e On pose
K=K+ =, -=) =K'(x) .

On a donc une suite spectrale (Er) avec ¢

13
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E, =@K(p yp-1), Ei’(q) = K(p"“Q)(xp R xp_i)

- (@) - (pta) (p+a)
Em-@l?p K/Fpux, ED? =F K q/Fp+1 ¥

F, k(2 2 gep (@) (X) - x(a) (Xp-i)

(les indices entre parenthéses sont pris dans z, )

Bs Calcul des temmes E1 et E2 .

/X =\/ gP
2 ok S
P

ou op est 1'ensemble des cellules de dimension p de X , et

K (xp/xp_i) =cl;i K*(sP) .
P

Or, d'aprés le théoréme de Bott,

Donc

(p) .
KR, x =P,

K(P"’l) (Xp , X ) =0

-1

ou CP(Z) est le groupe des cocha®nes cellulaires de dimension p sur X 2 coefw
ficients dans 2 (kos cochalnes de dimension O doivent s'annuler au point de
base) .

Finalement
EI;’(O) = cP(x ; 2)

E];’ (1) =0

14
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1'opérateur

ps(a) | p+dy(a)
di H EJ. - E’.

n'est autre que }'opérateur différentiel des cochalnes
as oP(x;a) - c”x;z) .

On peut le vérifier en se ramenant par fonctorialité au cas ou X est une boule

de dimension p + 4 , avec la décomposition cellulaire minimale.

On en conclut que
ES? (©) = P(x ; 2)

py (1) _
Ei =0

Ce Les différentielles de la suite spectrale.

L'opérateur 4y » et plus généralement les opérateurs d2r sont nuls, car

ps(a) . op+2r,y(a+1)
d2r : E2r - E2r

et 1'un de ces deux groupes est réduit a 0 .

On a done = E, , ot llopérateur dj : HP(X ; 2) » HP*3(X 5 2) provient d'une
opération cohomologique stable de type (3, Z , ?_) [4]s Cette opération est 1'opée
ration Sq3 de Steenrod. En effet les seules opérations du type donné sont O et
Sq3 e Soit A un espace obtenu en attachant 2 S4 une cellule de dimension 6 ,

puis une autre de dimension 7 , et tel que

K (a

2) =2, (générateur «a) ’

o~

.a

W52 =8(;2) =0
7 .y 3
H'(A; 2) = Z5 s (générateur P = Sg’a ) .

15
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Soit &3 ' BU_ le générateur de M) =2 .5 ce H(BU_ ; 2) aédsi-

gne 1'élément qui donne la 2e classe de Cherny ona € c== 1€ H4(S4 3 2)

(5]« Comme SCe e H7(BUW) =0, et sPa #0 , il n'existe pas d'application

(] A-»BUm telle que q:* c=a,ile0e ¢ S4—>BU°° ne se prolonge pas & A .
L'application K°(A) » K°(s%) n'est donc pas surjective, et la différentielle

d3 de la suite spectrale d'Atiyah-Hiezebruch de A n'est pas nulle. On a donc
blen d,= sq?. Les différentielles d

21+,
secondaires ou supérieures qu'on ne sait pas vien décrires

sont des opérations cohomologiques

Remarquons cependant que, si les Hk(X H g) non muls correspondent a des k qui
sont tous de méme parité, ona d =0 pour r22 ot K (X) admet H'(X ; 2)

comme gradué associé.

Remarquons également qulun élément de l'image de dr ost toujours un élément de
torsion de Er o S'il n'en était pas ainel, le premier dr faisant exception dé~
finirait une opération cohomologique stable de type (r , Qs Q) non nulle or on
sait bien qu'il n'en existe pase

On peut aussi le voir a l'aide du caractére de Chern, qui est un morphisme de

foncteurs
chs K%+ B ; Q) .

D+ Homomorphismes latérauxe

Soit X un espace pointé ou une paire d'espaces, et soit k le plus petit en~
tier tel que Hk(X 5 2) #0 o On a alors des homomorphismes latéraux ("edge homo-
morphi.sme!)

k(8 (x) 5 #¥(x ; 2)

o~

k() (x) 5 1¥*4(x 5 z)

dont 1'image se compose des éléments u tels que dr u=0 pour tout r =2

Plus généralement généralement, on dira qu'un élément a € K(p) (X) représente un
élément u € HP(X ; 2) si

16
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aeF x(p) (X) = Ker x(p) (x) » x(P) (X p__1)

ot si 1'image de a dans F K/F K Ep’ (0) est représentée par a € Eg: (0)

Pour que u € HP(X ; z) soit represente par un élément s € K(p) (X) , il faut
ot il suffit que dr u=0 pour tout r .

III, Structures complexes sur les fibrés,

A Condition nécessaire pour l'existence de structures complexes.

THEOREME 2¢ = S0it nm¢ E =X un fibré vectoriel réel orientable de dimension
2k o Pour que E admette une structure complexe, il faut que la classe fondamen=
tale u € sz(E , E¥; 2) 5 ob E* est le complémentaire de la section nulle,
vérifie dr u =0, pour tout r , dans la suite spactrale d'Atiyah=Hirzebruch de

la paire (E, E¥) .

DEMONSTRATION, = Supposons E muni d'une structure complexes Pour x €E ,
posons E(x) = 7 2({x}) « On va construire un élément a € K°(E , E® qui repré-
sente u par l'homomorphisme latéral. Soit A= R le fibré sur X d'algébre

extérieure sur C du fibré E' dual de E , et soit Li = i A lo fibré image
réciproque sur E o Soit f H L -»L -1 1'homomorphisme du fibré défini de la

fagon suivante ¢ si £ €L, (y) /\ (x) ok x = n(y) ; fi(z) est le produit ine
térieur de ¢ e AX EY (x) avec y € E(x) , soit

rW=Frdeiftne=1_ 6 .

L = ((Li) ’ (fi)) est un complexe de fibrés sur E , acyclique sur ¥ , comme

on le vérifie en prenant une base de E(n(y)) comportant y . Posons

a=dlL e K°(E, £Y
soit x € X, et supposons X connexe (le cas général s'y raméne immédiatement).
Pour montrer que a représente u , il suffit de verlfler que l'image de a

dans K°(E(x ) , E (x )) est le générateur de Bott q » qui représente le généra=
teur £ e H* (E(x ), EF (x ) 3 2) défini par 1lorientation donnde par la structure

17
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complexe, car u est caractérisé par le fait qu'il induit & sur la fibre. En
prenant une base de E(xo) s on l'identifie & gn ot le complexe L' B(x.) s'iden=
0

tifie au produit tensoriel A, 4 ol A, est le complexe
5.333( J J
0=C i, C -0 s

~ ~

25 désignent la multiplication par la j-iéme coordonnée. d(4.) est donc le
générateur de Bott n e KO(E(xo) ’ Uj) y OU Uj est défini par 74 #0 . 0nen
déduit que
_ k *
Whpgy )) = 1 € LB 5 Bx))

cn appliquant la proposition I. F généralisée au cas de k=facteurse

B. Structure complexe sur des fibrés normaux.

COROLLAIRE du théoréme 2. = Soient V une variété € de dimension n ,
W cV une sous-variété fermée de dimension n = 2k dont le fibré normal N admetis
une structure complexee Alors 1'élément v e HZk(V ; g) correspondant &4 W dans
la dualité de Poincaré vérifie d, v= 0 4 pour tout r , dans la suite spectrale
d'Atiyah= Hirzebruch de V

DIMONSTRATION, = Plongeons N dans V comme voisinage tubulaire de W . Alors
KV, Vau =N, %
posséde un élément a qui représente 1'élément fondamental

ueﬂzk(N,N;Z)=H2k(V,V—W;Z) .

o~ o~

Par définition, v est l'image de u dans HOX(V ; 3) , donc 1'image b de a

dans KO(V) représente v y ce qui démontre le corollaires

Dans le cas ou V est une variété analytique complexe, on a ainsi des conditions

nécessaires pour qulun élément v € 1-12k(V 3 2) corresponde par la dualité de

18
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Poincaré 3 une sous-variété analytique complexe sans singularitée Lo but de cet
exposé est de montrer que ces conditions sont encore vérifides si v correspond

3 un sous-espace analytique avec éventuellement des singularitése

IV, Fibrés et faisceaux analytiques cohérents.

A, Faisceaux analytiques réels cohérents.

Soit V wune variété analytique réelle de dimension n , dénombrable a 1'infini.
Le faisceau O des anneaux locaux de germes de fonctions Reanalytiques sur V &
valeurs dans C est cohérent, Tous les faisceaus que nous condidérons dans ce

chapitre seront des faisceaux cohérents de ©O-moduless

Los théorémes A et B de He CARTAN s'appliquent & V , i. e pour tout faise

caau F sur V,

)
A: 3§ =H(V;93e ) pour tout x eV
B: HY(V; %) =0 pour tout q >0 .

Pour la démonstration de ces rémultat, voir [3] et [6].

PROFOSITION IV, Ae = Pour tout faisceau $ et tout ouvert X ¢ V relativement

compact, on peut trouver une suite exacte

O»f”l-»fn_i-)... -bfo-»s-)O

ol les Ei sont des faisceaux localement libres sur X .

DE'MONSI‘RATION. = D'aprés le théoréme 4 , on peut trouver pour chaque point
x€ X un nombre fini de sections de § sur V qui engentert S s ot engendrent
done 3}' pour tout y suffisamment voisin de x o Par compaclte de X, onen
déduit qu'lon peut trouver un homomorphi sme ? ® » 5 de faisceaux sur V s
surjectif sur X , pour une valeur convenable de P « Posons 51 = Ker Pq (ctest
encore un faisceau cohérent). En répétant cette construction, on obtient une suite

exacte de faisceaux sur X :

19
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P

En-i -——n—-'g-'aﬁn.'z—).u -)ﬁo-bﬁ—)o

ol les Ri sont des faisceaux librese. D'aprés le théoréme des syzygies de HILBERT,
le faisceau I‘Zn = Ker Ppeq est localement libre, ce qui démontre la proposition.

Remarquons que les falsceaux localement libres sur une variété analytique réelle
sont projectifs dans la catégorie des faisceaux analytiques dohérentses En effet,
si £ est localement libre, toute suite exacte 0 - & -+ & -+ &% -0 donne une

suite exacte de faisceaux cohérents ¢
0 - Hom(f , $') -+ Hom(® , ) - Hom(C , ") =+ 0
donec, par le théoréme By 1l'homomorphisme de groupes
Hom(g 5 ) - Hou(2 , 3")

est surjectife

On en déduit que, si

[}
Oaﬁn———geﬁn_ 4-.-—)53045-»0

1

P
R N . WIERTHEE SR B

sont deux pésolutions localement libres & , 1'application identique $ -+ S se
reléve pn un homomorphisme A s (f:’i) - (Jﬂi) des résolutions, et on a une suite

exacte 3
A A
n
0 -bﬁn——————)ﬁn“]_GJl&l 2 ene -»Bceml__.—» 0-)0
en posant
i-1
Yi(x ? y) = (ai“'i(X) 2 pi(Y) + (- 1) Ai"'i (x)) .

Be L'homomorphisme de Grothendiecke

Soit V une variété réelle, dénombrable & 1'infini, et soit Y c V un ouvert,
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CYCLES ANALYTIQUES

Soit Kf(V » ¥) 1le groupe ayant pour générateurs les classes de faisceaux analy=
tiques cohérents sur V dont le support ne rencontre pas ¥ , et pour relations
(5) = (5') + (S") chaque fois qu'il existe une suite exacte

0 -5t 2500 .

On va définir un homomorphisme
Y s KoV, ) ~+1im X°(X , X n ¥)

la limite projective étant prise sous les ouverts X ¢V relativement compactse
Soit § un faisceau sur V dont le support ne rendontre pas Y o Pour tout
ouvert X ¢ V relativement compact, soit

a

O—oﬁn—r-l.—-)ﬁn_i-»...-»ﬁo 55 30

une résolution localement libre de § sur X o Pour chaque 1, soit E; le fibré
vectoriel complexe sur X correspondant & f’i e On a un complexe

a

(@) s 0-E —E
n n

-1"000“’E°"'0

do fibrés vectoriels complexes sur- X , acyclique sur XnY ,

Posons
Y, (8) =d(E,) , () eX(x,XxnY) .
Montrons que cet élément ne dépend pas de la résolution choisies. Soit

O-»JE—E—»JT( 2 qee 2 4T 0
n e [o]

1

une autre résolution de § sur X , et soit (Fi) les fibrés correspondant aux

mi qui forment un complexe (B) o On a une suite exacte de faisceaux

o»zhi»ﬁ &M - 2 M, +M_- 0
n N~ n_ °**° o 17 %

1
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qui donne une suite exacte de fibrés sur X

Y
(2 025 —"UE OF +uiE @F +F -0 .

1

On a
a(v) = a((8,_, ® F,) , (y,)) =0

ocar les \ forment une suite exacte de fibrés sur X

Maisy, sur X nY on a une suite exacte de complexes
O-)ﬁ-)Y-)c(a) -0

ok o est le foncteur suspension d'un complexey 1e ¢ décalage des indicese

On en déduit que
d(p) = d(a) = a(p) + d(ox) = d(y) =0 .

Il est clair que, si X'c X, Yx,(ﬁ) est 1'image de YX(:S) o Los Yx(ﬁ)
définissent donc un élément

¥(3) € Lim K°(X , X n¥) .

Ve Sous-espaces analytiques complexese

Les sous-espaces analytiques seront toujours supposés fermése

A, Classe duale d'un sous-espace analytique.

PROPOSITION Vo As =~ Soient V une variété analytique complexe de dimension n ,
W ¢V un sous-espace analytique, de dimension n =k 4 S 1l'espace des points

singuliers de W o Alors

HP(V , VW ;2) =B(V~esS,VeW;2) pur pg2k .
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DEMONSTRATION, = On peut trouver une suite
S = 81 o) Sz D ees O Sn-k ol Sn"k"t: ¢

telle que Si - Si + soit une variété analytique complexe de dimension n =k = i o

On a done

up(v-si,v-si+1)=o pour p <2 (k +1) .

La suite exacte
HP(V - S; 2 V= 5,4) -+ HP(V -8 5 V=) + HP(V - Saq 2 V= W)

B -5, Ve

donne
Hp(V-Si s V= W) =Hp(V-Si+1, V=W pour p<2k

d'olt: 1a proposition.

W = S étant une variété de codimension complexe k , HP(V , v = W ; 2) =0
pour p <2k, et HZk(V =-S5,y Ve=Wj; 2) posséde un élément fondemental u que
1'on pout caractériser de la fagon suivante ¢ Choisissons dans chaque composante
connexe de W - S un point ) et pour chacun de ces points un polycylindre
Dg de dimension complexe k que l'on plonge dans V transversalement 3 W en
X; o Alors, pour chaque 1 , 1l'image d&@ u dans sz(Di 9Dy =% 3 z) Bst le
générateur de co groupe défini par 1'orientation de Di donnée par la structure
complexe, Notons encore u 1'élément qui lui correspond dans sz(V A" &) .

Son image dans HZk(V 3 Z) sera appelé élément dual de W o

Be Calcul de y pour un certain faisceau.

PROFOSITION Vo Be = Soient V une variété analytique complexe de dimension n ’
#V) 1le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur V s 0O le faisceau des

germes de fonctions analytiques-réelles & valeurs dans C o Soit W un sous-espace
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analytique de V de dimension n =k , #(W) le faisceau des germes de fonc=
tions holomorphes sur W , prolongé par 0 sur V = W o Alors pour tout ouvert
relativement compact X ¢ V 1'élément

0
Yx = YX(R(W) *%(v) 0) e K (X, X=W

représente par 1'homomorphisme latéral 1'élément fondamental
uesz(X,X-w;g.) .

DE'IvaNSTRATION. - Gréce a la caractérisation qulon a donnée de u , il suffit devé-
rifier cette proposition dans le cas-oi X est un voisinage qu'on peut se donner
arbitraifement d'un point régulier dé W « On prendra un voisinape isomorphe i un
polycylindre de dimension n , dans lequel W donne un polycylindre de dimension
neka

5i nous reprenons la démonstration du théoréme 2, nous voyons que le complexe
L= ((I.i) ’ (fi)) introduit se réalise comma un complexe de fibrés analytiques
complexesy d'ailleurs triviaux, et que le complexe de faisgeaux cohérents de
Omodules associé constituera une résolution de #(W n X) QR(X) Oy car O est
H(V)=plat, et 1'élément a qu'on await construit n'est autre que Yy ¢ Or onavu
que cet élément a représentait 1'élément fondamental de H'?'k(x s X =W g.) par

1thomomorphisme latéraly ce qui démontre la propositione

Ce Condition nécessaire pour gqu'une classe de cohomologie soit duale d'un sous=~

espace analytiques

THEOREME 3¢ = Soient V une variété analytique complexe de dimension n 4 et
T € sz(V 3 ?) o Pour qu'il existe un sous-espace analytique W €V de dimension
ne=%k, tel que v soit dual de W , il faut que drv=0 pour tout r dans la
suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch de V

Pour la démonstration nous aurons besoin d'un lemmes

-~

Soient V wune variété, Y wun ouvert de V , ¥ une triangulationde V, Y
une triangulationde Y , 1t Y - V une application simpliciale homotope &
1'injection canonique i t Y -V o Soit M le cylindre d'application de i e Par
définition
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K*(v, ¥) = K*(M , Y) .

LBMME, ~ L'application canonique K*(V , ¥) = Lin KA, 4 nY) ob A par-
court l'ensemble des sous-complexes finis de M , est surjectives

DEMONSTRATION du lemmes = Par défimition, K*(M , ¥) = K*(¥) o N=MA est
un CW. complexe pointé dénombrable et deé dimension finiee B = (A/An Y) par-
court 1'ensemble des sous-complexes pointés finis de ¥ o Soit (Br) une suite
croissante de sous-complexes pointés finis de N telle que UB = N o On peut
montrer que 1'application canonique : K (N) - 3inm X (B ) est surJect:we. Mais
KP(X) stidentifie & l'ensemble des classes d'appllcatlons de X dans C pour
tout OW—complexe X de dimension finie, ob C=BU 3 2 si p=0 et
C=U_ si p=1.Unélénent ¢ €lin Kp(Br) est une suite (£) de classes
d'applications de B, dans C, telle que lr soit 1'image de zr-l-i s et on
cherche & le réaliser par une application £ 3 N -»C o On construit par récure
rence fr: Br + C telle que fr soit de la classe Er ot induise fr—i
sur Br—i o Ceci est. possible d'aprés le théoréme de prolongement des homotopies,
ot 1l'application £ ¢ N +C réunion des fr répond 2 la question, ce qui démon=

tre le lemmes.

DIMONSTRATION du théordme 3+ - Soient V une variété analy't;ique complexe de die
mension n, W CcV un sous-espace analytique de dimension n =~ k o Considérohs
1%élément y = y(%(W) ® (1) 0 e Lin KO(X X = W) (notat.lons de la proposition
Ve B)e En prenant des tnangulatlons Vde Vet Y de Y=V s Y défi-
nit un élément Y1 € 11m K° (A, A nY) (notatlons du lemme) et d'aprés le 1emme,
cet élément peut-&tre reallse par un élément Y € K° (V,V=~=W o Cet élément Y
représente, par l'homomorphisme latéraly un élément

Ter¥w,vaw=r¥u,T)

tel que 1'image de u dans HS5(A , A nY) cofncide avec celle de 1'éldment fone
damental y € sz(V s V=W) pour tout A, d'aprés la proposition Ve Be Mais la
caractérisation qu'on a donnée de u X 4 la fin de V. A, montre que ceci entratne
T=u . On en déduit que 1'élément Y € K°(V , V= W) représente l'élément fondamen—
tal pe B2 (V s V=W3 2) par l'homomorphlsme latérale L'image de Y dans

K°(v) représentera donc 1!'élément v € . (V 5 2) dual de W, ce qui achéve la

démonstration du théoréme.
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