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TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN

par Jean-Pierre KAHANE
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Séminaire BOURBAKI
14e année, 196i/62~ n° 225

Décembre 1961

1. ~ Les articles [1] et [2], à paraître, répondent aux questions suivantes :

1° Caractériser les fonctions entières qui sont quotients de fonctions entières
de type exponentiel bornées sur la droite réelle.

2° Calculer le rayon de totalité R(A) d’une suite réelle l1 ~ c’est-à-dire la
borne supérieure des r tels que les exponentielles (À E A) forment un

système total dans L (- r , r) .
Outre [1] et [2] (manuscrits multiformes), on peut consulter [4] et [5].

2. - La réponse au problème 1 est très simple. Désignons par E l’ensemble des

fonctions entières f bornées sur la droite réelle et telles que

et par E la réunion des E a (a > 0). Posons

chaque fois que le second membre a un sens comme intégrale de Lebesgue.

THÉORÈME I. - Soit g une fonction entière.

a. S’ il existe une f E E telle ue f g E E ~ g est de type exponentiel
et "2014201420142014201420142014201420142014~201420142014201420142014201420142014

b. Si g est de type exponentiel et que J (la/) g) ) ~ ~ ~ toute E (a > 0)
contient une f telle que f g E E . 

a

La partie (a) est immédiate, à partir des résultats classiques :
a. Toute fonction entière quotient de deux fonctions entières de type expo-

nentiel est de type exponentiel.
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La partie (b)~ par contre, est difficila ; nous en esquisserons la démonstration

plus loin.

Remarque. - D’après PALEY-WIENER, on sait que les éléments de E sont trans-

fouriés de distributions à support dans )’- a , a( . On peut d’ailleurs, sans
modifier l’énoncé du théorème I~ remplacer E et Ea par les ensembles de fonc-

tions transfouriés de distributions à support compact (resp, à support dans

)- a , a () .

Voici une application du théorème I aux équations de convolution (indiquée par
MALGRANGE). Soit I un intervalle ouvert, soit ~ une distribution à support
dans I ~ et soit F = I) l’ensemble des satisfaisant f ~ ~ = 0

sur l’intervalle où le premier membre a un sens.

THÉORÈME II. - F est le sous-espace fermé de &#x26;(I) engendré par les exponen-

tielles-polyn8mes P(x) qu’il contient.

Démonstration. - Il s’agit de montrer que toute distribution v à support dans
I 

. 

et orthogonale aux P(x) E F est orthogonale à F . L’hypothèse sur v

signifie que sa transfouriée v est le produit de  par une fonction entière

g . D’après le théorème I~ (a), g est de type exponentiel et 

d’après (b) et la remarque, il existe, pour tout a > 0 ~ une distribution x à

support dans )- a , a( telle que xg E E ~ soit xg = ~,. ~ ~, étant ( si a est

assez petit) une distribution à support dans 1 . Comme vx = ~,~, on a

Choisissons a de façon que v soit définie sur )- 2a , 2a( . 0n a alors
v) ~ x sur )- a , a( . Par le procédé de Schwartz (remplacer x par sa

dérivée, et itérer), on a.aussi (f * v) * xn x = 0 pour tout entier n ~ donc

f ~ v = 0 sur )- a , a( , d’où la conclusion.

3. - Le rayon de totalité R(A) est, d’après PALEY-WIENER, la borne inférieure des
a tels que Ea contienne une f ~ 0 s’annulant sur A . Il est clair que R(A)
est proportionnel à une certaine "densité" de A. Pour simplifier les écritures?
supposons 0 ~ A .
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Soit n^ la fonction de distribution de ^ , c’est-à-dire la primitive, nulle
en 0 , de la mesure 03A3 03B403BB . BEURLING et MALLIAVIN appellent -densité effective*
de A ~ et notent D (A) (nous noterons aussi borne inférieure des

a ~ tels que 

~ 

étant la fonction dodb la restriction à t > 0 (resp, t  0) est la plus
petite (resp, la plus grande) des fonctions croissantes de pente  a majorant
(re sp. minorant) nA .

THÉORÈME m.- R(A)=jd)(A).

Démonstration, - Propositions A, B, C ci-dessous.

Pour comparer ce résultat aux estimations de jusqu’alors .connues, et en
donner une application simple (théorème 4), quelques remarques sur les "densités"
des suites sont opportunes.

Au sens strict, une densité D est une fonction positive, .définie sur un en-
semble M de suites ("suites mesurables’)~ avec les propriétés suivantes :
- si deux suites disjointes I ~ et I~ sont mesurables, leur réunion A- l’est 
et D(I1) = D(I~) ;
- si A et "1 sont mesurables, et A- ’1 est aussi mesurable.

A chaque densité D sont associées une "densité intérieure" ~Di et une 

site extérieure" De (que nous noterons aussi pour toute A , D i (A)
(resp. D (A) ) est la borne supérieure (resp, inférieure) des densités des
suites mesurables contenues dans (resp. contenant) A. Si ’1 et  sont

complémentaires par rapport à une suite mesurable A 1 il est alors imnédiat que

Dans les exemples qui suivent, il y a égalité.
exemples t

a. Densi’té ordinaire. - A est mesurable et de densité ordinaire si



J-P KAHANE

existe. ~e et ~i s ’appellent la densité maximum et la densité minimum (POLYg).

b. Densité uniforme. - A est mesurable et de densité uniforme ~(A) ~ si

A et ~i ont été appelées densités supérieure et inférieure de répartition.

Depuis PALEY-WIENER et IEVINSON (1934-1935), on savait que

et il est immédiat que, pour certaines suites A ~ R(A) (A). Il est moins
immédiate quoique facile, de construire des A pour lesquelles R(A) > A8(A~ ~
le dernier résultat dans cette direction était la construction d’une suite A

d’entiers, telle = 0 , et telle que R(A) = 03C00394e (A) = n (KOOSIS, [3]).

c. Densité A est mesurable et de densité maligne ~(A) ~ si

La "densité effective" de MALLIAVIN-BEURLING n’ est autre que la densité maligne exté.»

rieure. Cela résulte des propositions suivantes, qui entraînent le théorème III.

PROPOSITION A. - 

Car, si (1) a lieu, la suite A’ définie par

contient l~ ~ et admet a pour densité maligne.

PROPOSITION B, .~ Supposons

Si b  a et si s’annule sur A ~ f = 0 . Donc 

PROPOSITION C. - Si A admet une densité maligne D ~ il existe~ pour tout
D’ > D ~ une f E s’annulant sur l1 ~ et ~ 0 . Donc 
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Voici une application immédiate du théorème III. Soit A une suite d’entiers,
et F^ l’ensemble des fonctions périodiques de spectre dans A . Problème 1

quelle est la borne inférieure U(A) des longueurs des intervalles I tels que
la seule fonction F~ ~ nulle sur I ~ soit la fonction nulle ?

THÉORÈME IV. - U(A) =2n (densité maligne intérieure).

Car, dire que f E F~ ~ c’est dire que la restriction de f à un intervalle
de longueur 2n est orthogonale aux (~.’ E A’ désignant la suite
d’entiers complémentaire de A.

4. ~ Démonstration de la proposition B.

Supposons pour fixer les idées

( n = et n = n ). L’ ensemble A des t > i ~ où n (t) > n(t) ~ est une
réunion d’ intervalles 1~ = ~am ~ Z~( (m = 1 ~ 2 ~ ..*) que l’ on peut ordon-
ner par origines a~ croissantes. Si l’un de ces intervalles (le dernier) est une
demi-droite, on et (2) établit le résultat (1 ), soit

( e > 0 sera fixé plus loin). De la suite des J , supprimons tour à tour, dans
l’ordre des m croissants, tout intervalle contenu dans la réunion des autres ;
on obtient ainsi une suite d’intervalles J~ ( p parcourant une suite d’entiers)
recouvrant A sans triple superposition. Chacune des deux suites obtenues à par-
tir de {J} en supprimant un intervalle sur deux est formée d’intervalles disjointe
et pour l’une au moins, soit on a, (3),

( V parcourt une suite d’entiers convenables). Comme, pour tout t et tout a ,
on a 

( ) On peut aussi adapter la méthode qui suit.
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(4) implique 2- 2014x’ == co ~ ou aussi bien~4

Soit maintenant nulle sur A. Utilisons, comme KOOSIS ([3]), la for-

mule de Jensen autour du point x ; on obtient

et en intégrant

N(t) étant une primitive de n(t) . Comme

N(a + t) - N(a - t) ~ 2tn(a + R)

N(P + t) -. N( - R)

on a

Choisissons a ~ aV ~ ~ ~ ~ ~ et R = etv ; (6) s’écrit

Choisissons e assez petit pour avoir a(l - E) - b(l + e) = Et > 0 ; alors
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D’après (~~ ~ et le fait que les JV sont disjoints, donc

f = 0 . La proposition B est démontrée.

5~ "~ Démonstration de la proposition C.

Pour toute suite A ayant une densité maligne D ~ posons

On a par hypothèse

et l’égalité

C (z) est de type exponentiel nD , et

Supposons acquis le théorème I. Il nous suffit de montrer que, quel que soit

Dl > D , il existe une suite l~ de densité maligne contenant A ? et telle
q ue 

Plus généralement, soit V(t) une fonction croissante telle que
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Il est connu, et facile de voir, que, si V(t) - nA(t) = 0(1) (t -~ ± oo) ~ on a

de sorte que ~-> l(UV)  oo , Pour démontrer la proposition C~ il
suffit donc d’établir :

(C’). ~ Quel que soit Dl > D , il existe une fonction croissante

(t -~ oo) ~ telle que V(t) - soit une fonction croissante, et telle que

I (rq)  ~ et 
Les choses seraient évidentes s’il était vrai que ce entrainât

I(Uv)  oo . Faute de cela, on a le succédané :

LEMME. - Supposons qu’existe une suite croissante t~} ( n=.** -~ ~ 0 ~~~.~.~

~ = 0 et = ~ ce» telle que , chaque intervalle [~ ~ 
n*t-oo

ait una valeur moyenne nulle y et que, en posant ~ ~ ~h l " ~h n > 0 ,

tn == ~ - ~~ 0 ~ on ait

Alors I(rV)  ~ et l(Uy)  oo .

DÉMONSTRATION. - Soit la restriction de rV à [03BEn , 03BEn+1] (pour fixer
les idées , n > 0 )~ et
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Observons que, si  c , on a tdrV (t) > - cdt , donc > - ° n dt
et, compte tenu du fait que rv n prend valeurs positives et négatives,

(7) et (8) entraînent . Il suffit maintenant de montrer

K indépendant de n . Soit [03BE’n , 03BE"n] 1. intervalle de même milieu que

[03BEn , 03BEn+1] et de longueur triple. Chacune des intégrales

adme.t une maj oration du type (9). Donnons-en rapidement la raison : pour la pre-
mière et la dernière, cela résulte d’un calcul direct, utilisant (8) ; pour la

seconde , du fait que

(propriété isométrique dans L2 de la transformation de Hilbert) , et de l’inéga-
lité de Schwarz. On a donc (9) ~ et le lemme est démontré.

Pour démontrer (CI), on cherche à construire V(t) satisfaisant l’hypothèse du
lemme. Indiquons la construction pour t > 0 (c’est la même pour t  0 ). Soit
0  E  Dl - D , et q (t) une fonction telle que

On pose, pour t assez grand (de façon que V (t) - n~(t) ~ )

= + q(t) . Reste à construire q(t) satisfaisant (10) ~ et une



J-P. KAHANE

suite {~} satisfaisant ~’Ï) ~ telles que

+e
L’idée est de prendre pour q(t) une fonction triangulaire de pente sur

n

~~n ~ ~n+1~ (elle satisfait bien (8)) ~n étant défini et q (t) astreinte

à la, condition ci-dessus, de choisir 03BEn+1 maximum tel que (11) ait lieu ; den+1.
résulte alors

d’où (7). Une petite difficulté apparaît si r~(t) est trop petit à droite de

03BEn : il se peut que le procédé indiqué donne 03BEn+1 = 03BEn , ou 03BEn+1 très voisin de

~ (disons : ~  (1 + ~) ~ ) ; dans ce cas, on renonce à ce procédé, on pose
= (1 + 1) ~ ~ et on choisit q(t) en conséquence (c’est-à-dire satisfaisant

(10) et sur 9 on vérifie que l’on a encore (7).

Moyennant le théorème 1, la proposition C se trouve ainsi démontrée.

6. - Démonstration du théorème I.

Rappelons que seule la partie (b) est à démontrer. On peut d’abord supposer g

nulle en 0 . Puis, comme g est majorée sur la droite réelle par

on peut,quitte à remplacer g par g1 , supposer g de la forme
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Nous allons donner une interprétation de logl g(x) Î en théorie du potentiel.

Soit G(x , y) = (noyau de Green du demi-plan Rz > 0 , restreint àx - y
la demi-droite x > 0 ). le potentiel d’une mesure  positive portée par
(0 , m( est

et son énergie est

(14) est aussi défini pour certaines mesures réelles. En particulier, (14) et (15)
ont un sens pour les mesures réelles à support compact dans )0 , oc( (soit

M ) et ) = est une norme hilbertienne pour M . Le complété de M

pour cette norme est l’ e space ~ des distributions dténergie finie. On sait que
la convergence des  dans entraîne la convergence preeque-partout des 

On définit ainsi les potentiels d’énergie finie ( = potentiels des distributions
dlénergj.e finie).

On a les deux importantes propositions :

PROPOSITION D. - Si g est une f onction de type exponentiel satisf aisant (12)
et (13), 1 x log|g(x) | est un potentiel d’énergie finie, soit UY .

PROPOSITION E. - Si dcp est une mesure d’ énergie finie telle que

(16) > - a ~ pour t assez grand, a > 0

il existe une fonction f de_ type exponentiel  a , aire égale_à 1 en 0 ,
te lle que

Admettons-les. Pour démontrer le théorème I, il suffit d’associer à toute g
satisfaisant (12) et (13) une f paire de type exponentiel £ a , telle que

D’après les propositions D et E, il suffit donc de résoudre le problème suivant :

associer à toute distribution y d~éner gie finie telle que
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une me sure c~ d’énergie finie satisf aisant (16) et telîe que U~ ~ U~ quasi

partout.

Soit AY l’ensemble des distributions d’énergie finie ~ telles que
ûY q. p. ~ et

A est un cône convexe fermé dans ~ ~ et est semi-continue intérieurement

sur A (car la convergence dans ~ entraîne la convergence q. p. des potentiels) ;
n’est pas constamment ~ sur A03B3 , car l(03B3)  ~ . Soit Ay

telle que l(03C6) soit minimum. Nous allons montrer que (p est une mesure et sa-

tisfait (16).

Considérons en effet une fonction indéfiniment dérivable positive à support
compact dans ) 0 , oo( . C’est un potentiel d’énergie finie US, et (p + ~0 e A
pour tout X > 0 . Or (en utilisant la notation intégrale pour ((p y 

donc l’intégrale du second membre est positive. Cela veut dire que la distribu-
tion + a dx x est positive ; c’est donc une mesure, et 03C6 satisfait (16).

Moyennant les propositions D et E, dont on trouvera la démonstration en (5~, le

théorème I est donc démontré.

7. - Compléments et problèmes.

1° En ce qui concerne le problème 2, B et M ne se limitent pas à des suites

A réelles ; on a le résultat : t

A~ étant la suite réelle telle que tout demi-disque z ~ 1  R ~ Rz > 0 ou

Rz  0 contienne autant de points de. A et de A 3

Cela donne une caractérisation complète des spectres des fonctions moyenne-pério-
diques d’une variable puisque une suite complexe A est un tel spectre si et seu-

lement si  oo .
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2° Problème : Soit E l’ensemble des fonctions entières de n variables, de
type exponentiel  a , et bornées dans le domaine réel, et soit E la réunion

des E . Montrer (?) que si une fonction entière s’écrit £., f e E , g e E ,
elle s’écrit aussi, pour tout a > 0 , f1 g1 , fl E E, 

3° Le théorème 4 s’étend aux fonctions pseudopériodiques ayant leur spectre
dans une suite A régulière (inf ~ ~, ~ .. ÀI > 0) .
Problème : Etendre le théorème 4 aux fonctions moyenne-périodiques ayant leur

spectre dans une suite A complexe (satisfaisant R (A) y,
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