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Séminaire BOURBAKI

1 e, 1961/62, n° 225
de annde, /62, Décembre 1961

TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN
par Jean-Pierre KAHANE

1. ~ Les articles [1] et [2], & paraftre, répondent aux questions suivantes
19 Caractériser les fonctions entiéres qui sont quotients de fonctions entidres
de type exponentiel bornées sur la droite réelle.

2° Calculer le rayon de totalité R(A) d'une suite réelle A, c'est-a-dire la
borne supérieure des r tels que les expomentielles {317\1} (A € A) forment un
systéme total dans Lz(- r,r).

Outre [1] et [2] (manuscrits multiformes), on peut consulter [4] et [5].

2, ~ La réponse au probléme 1 est trés simple. Désignons par E, 1'ensemble des
fonctions entiéres f bornées sur la droite réelle et telles que

T log [£(z) | <a

[2]+w |z ’

et par E 1la réunion des E, (a > 0) . Posons

J(u) = /lllui% dx

chaque fois que le second membre a un sens comme intégrale de Lebesgue,

THEOREME I. - Soit g une fonction entidre.

a. S'il existe une f € E telle que fge E, g est de type exponentiel
et J(log'lgl) < = .

b. 51 g est de type exponentiel et que J(log'|g]) < w s toute E, (a>0)
contient une f telle que fg €E .

La partie (a) est immédiate, 3 partir des résultats classiques :

% Toute fonction entidre quotient de deux fonctions entiéres de type expo-
nentiel est de type exponentiel.

27



J-P. KAHANE

B feE, £#0 => J([log |f]]) <w.

La partie (b), par contre, est difficile ; nous en esquisserons la démonstration
plus loin.

Remarque. — D'aprés PALEY-WIENER, on sait que les éléments de E  sont trans-
fouriés de distributions 3 support dans )~a , a( . On peut d'ailleurs, sans
modifier 1'énoncé du théoréme I, remplacer E et E par les ensembles de fonc~—
tions transfourids de distributions & support compact (resp. 2 support dans

J-a ’ a() .

Voici une application du théoréme I aux équations de convolution (indiquée par
MALGRANGE). Soit I un intervalle ouvert, soit p une distribution a support
dans I, et soit F=F(p, I) 1l'ensemble des fe &I) satisfaisant f « p=0
sur 1'intervalle ol le premier membre a un sens.

THEOREME II. —~ F est le sous—espace fermé de &(I) engendré par les exponen—
tielles—polyndmes P(x) oA qu'il contient.

Démonstration. - Il s'agit de montrer que toute distribution ; & support dans
I et orthogonale aux P(x) el}\x € F est orthogonale & F . L'hypothdse sur v
signifie que sa transfouride v est le produit de ;: par une fonction entiére
g « D'aprds le théoréme I, (a), g est de type exponentiel et J(log'lg]| < =) ;
d'aprés (b) et 1la remarque, il ex1ste, pour tout a >0 y une distribution » a
support dans )- a , a( telle que xg e E , soit xg = ?\ A etant (si a est

I\A

assez petit) une distribution & support dans I . Comme w¢ = )\p, on a
Vex =Anp .

Choisissons a de fagon que f # v soit définie sur )-2a , 2a( . On a alors
(fev)ax sur )-a R a( . Par le procédé de Schwartz (remplacer x par sa
dérivée, et itérer), on a.aussi (f« v) # x x = O pour tout entier n , donc

fav=0 sur J)=a, a(, d'od la conclusion.

3. ~ Le rayonds totalité R(A) est, d'aprés PALEY-WIENER, la borne inférieure des
a tels que Ea contienne une f # 0 s'annulant sur A, Il est clair que R(A)
est proportionnel & une certaine "densité" de A, Pour simplifier les écritures,
supposons O &€ A,
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TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN

Soit n, la fonction de distribution de A, c'esté-dire la primitive, mulle
en 0, de la mesure 2 b, « BEURIING et MALLIAVIN appellent "densité effective”
AEA
de A , et notent De(l\) (nous noterons aussi D eff(A) )1a borne inférieure des
a , tels que

(’1) J(na,A - A) <o

n, , ¢tant la fonction dont la restrictiona t >0 (resp. t <0) est 1a plus
pe‘i:ite (resp. 1a plus grande) des fonctions croissantes de pente <a mjorant

(respe minorant) n A

THEOREME III. - R(A) = (A) .

Démonstration, — Propositions 4, B, C ci~dessous.

Pour comparer ce résultat aux estimations de R(A) jusqu'alors connues, et en
donner une application simple (théoréme 4), quelques remarques sur les "densités"
des suites sont opportunes.

Au sens strict, une densité D est upc fonction positive, définie sur un en-
semble M de suites ("suites mesurables®), avec les propriétés suivantes

— &1 deux suites disjointes A, et A, sont mesurables, leur réunion A 1'est aussi,
et D(A) = D(A) + D(4,) ;
- si A et A sont mesurables, et A, CA, A- A est aussi mesurable.

4 chaque densité D sont associées une "densité intérieure® D, et une "den-
5itd extérieure” D, (que nous noterons aussi D4 ) @ pour toute A, Di(A)
(resp. D, (A)) est 1a borne supérieure (resp. inférieure) des densités des
suites mesurables contenues dans (resp. contemant) A . Si A et % sont
complémentaires par rapport 2 une suite mesurable A, il est alors immidiat que

p,(A) + D (a) <D(a) .
Dans les exemples qui suivent, il y a égalité.
Exemples 3
a. Densité ordimaire, ~ A ost mesurable et de densité ordimaire &) , si
n,(t)
A
o(N) = lim ——
[t =
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existe. De et 0 s'appellent la densité maximum et la densité minimum (POLYA),

b. Densité uniforme. « A est mesurable et de densité uniforme A(A) , si

n () -8 t=0) .

b, et o, ont été appelées densités supérieure et inférieure de répartition.

Depuis PALEY-WIENER et LEVINSON (1934-1935), on savait que

() 0, (N < R(A) & (A)

et il est immédiat que, pour certaines suites A, R(A) < nAe(A) o I1 est moins
immédiat, quoique facile, de construire des A pour lesquelles R(A) > o, (A) 3
le dernier résultat dans cette direction était la construction d'une suite A
d'entiers, tells que ®(A) = 0, et telle que R(A) = me(/\) =n (KoosIs, [3]).

c. Densité maligne. ~ A est mesurable et de densité maligne ®(A) , si

an(t) - D(A) t]
1+ t2

at < = .

/2

La "densité offective" de MALLIAVIN-BEIRLING n'est autre que la densité maligne exté-
rieure, Cela résulte des propositions suivantes, qui entrainent le théoréme III,

PROPOSITION A, ~ D o(A) 2D, (A) .

Car, si (1) a lieu, la suite A' définie par
n (t) = [at ~ na’A(t) + n,(t)]

contient A, et admet a pour densité maligne.

PROPOSITION B, ~ Supposons

(-T) J(na’A-nA)=°° .
Si b<a etsi feE, s'anule sur A, f=0.Donc R(A)Z 7D _..(A) .

PROPOSITION C. ~ Si A admet une densité maligne D, il existe, pour tout
D' >D, une f €K, , s'annulant sur A, et #0 . Donc R(A)K nDext(/\) o
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TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN

Voici une application immédiate du théoréme III. Soit A une suite d'entiers,
et F}\ 1'ensemble des fonctions périodiques de spectre dans A . Probléme @
quelle est la borne inférieure U(A) des longueurs des intervalles I tels que

la seule fonction F, , nulle sur I , soit la fonction nulle ?

THEOREME IV. - U(A) =2n Di(A) (densité maligne intérieure).

Car, dire que f ¢ F, , c'est dire que la restriction de f & un intervalle
TA!
de longueur 2n est orthogonale aux elMx (At e A1) , A" désignant la suite

d'entiers complémentaire de A .

4, -~ Démonstration de la proposition B,

Supposons pour fixer les idées

(3) /100 n_(t) - n(t)
t

dt = »

( n,=n . et n= n, )e L'ensemble A des t>1 , od na(t) > n(t) , est une
’
réunion d'intervalles I = )am sop+e( (m=1,2, ..) que 1'on peut ordon-
rer par origines o  croissantes. Si 1'un de ces intervalles (le dernier) est une
Ve ) ’ 1 .
demi-droite, ona © e(A) 2 a, et (2) établit le résultat ("), Symom, soit

Jm-:)am’ﬁm(’ pmqun+zm+ezm

(&>0 sera fixé plus loin), De la suite des Jm s supprimons tour & tour, dans
l'ordre des m croissants, tout intervalle contenu dans la réunion des autres F

on obtient ainsi une suite d'intervalles J}1 ( # parcourant une suite d'entiers)
recouvrant A sans triple superposition. Chacune des deux suites obtenues a par—
tir de {J } en supprimant un intervalle sur deux est formée d'intervalles disjaints,

et pour 1'une au moins, soit {J;}, ona, d'aprées (3),

n (t) = n(t)
(4) Z/J —3_2____ dt = «
v v t
( Vv parcourt une suite d'entiers convenables). Comme, pour tout £ et tout oL

on a

1
(") On peut aussi adapter la méthode qui suit.
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am-ha na (t) - n(t) at 82

/ <
am t —2?
m
2
(4) implique Z-—g- = o , ou aussi bien
Va
v
2
(5) )3 _;’ = .
v ﬁv

Soit maintenant fe E, , nulle sur A . Utilisons, comme KOOSIS ([3]), 1a for~

mule de Jensen autour du point x ; on obtient

_foR n(x + t) ; n(x - t)

loglf(x) ] < dat + —21—7! /OZn log|f(x + Reie)l de

s._/oRn(x-rt) ;n(x—t) 4t + 2LR

et en intégrant

J P regle(x) | ax € -/ N(p+t) - NB - t) - Nia + t) + N(@ - t) 4 , 2ra(p - a)
N(t) étant une primitive de n(t) . Comme

N(@ + t) ~ N(a - t) < 2tn(a + R)

N(B + t) = N(B ~ t) >2tn(p ~ R)
on a
6) /P 1ogle(x) ax s R(d(p - @) ~ (n(p ~R) ~n(a+R)) .
Choisissons a=a,, B=f; , et R= ely s (6) s'écrit

/5 1og|f(x)|dx 2e22(b(1 + € -all -¢) .

Choisissons € assez petit pour avoir a(l — &) - b(l + €) = & >0 ; alors

32



TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN
/ log|f(x) dx g — e —¥ .

D'aprés (5), et le fait que les J; sont disjoints, J(1loglt(x)]) = w , donc

f = 0 . La proposition B est démontrée.

5. ~ Démonstration de la proposition C.

Pour toute suite A ayant une densité maligne D , posons

nA(t) ~ Dt
I‘A(t) = __'E_

R-»w AN, A<
On a par hypothése
[eplt) |
I(rA) =/_‘: A dt <o
Vi, 2
et 1'égalité
np(t)

/3 oglt =3 any(t) = [ogh ~X| ng()1% +ve p. /B _Z A" a
donne
A( )
—1og|c A | = v, p./°° — dt = U, (x) .

CA(z) est de type exponentiel naD , et

U
J(1ogch(x)l) <o > I(UA) =/_:de < e .

l+x2

Supposons acquis le théoréme I, I1 nous suffit de montrer que, quel que soit
D, > D, il existe une suite A de densité maligne Dy , contenant A, et telle
que I(U,) <o,

M

Plus généralement, soit V(t) wune fonction croissante telle que

V(t) = bt + o(t])
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(t »% ) , et sodt

rv(t) - v(t) - Dt

co rV
Uy (x) = v. p. /_aoTE'T; a si I(ry) < .
I1 est connu, et facile de voir, que, si V(t) - n,(t) = 0(1) (t »Zw) ,ona
1,00 - Ty = oREh )
X

de sorte que I(U A) <o <> I(UV) < w , Pour démontrer la proposition C, il
suffit donc d'établir :

(C'). - Quel que soit D1 > D, il existe une fonction croissante
V(t) =D, t + of 3D

(t +Xw , telle que V(t) - nA(t) soit une fonction croissante, et telle que
I(ry) <o et I(U) <=,

Les choses seraient évidentes s'il était vrai que I(rv) < o entrainit
I(UV) < « , Faute de cela, on a le succédané:

LEMME. - Supposons qu'existe une suite croissante {En} (n=aea=1,0,1,...3
& =0 et ni}m & =14;) telle que, orr chaque intervalle (g, » Eml] R rv(t)/t
ait ure valeur moyenne nulle, et que, en posant ln = E’m-l - F’n pour n >0,

zn=an_€h—l pour n €0, on ait

22

@) czo—q <o .

Alors I(rv) <w et I(UV) <w,

TEMNSTRATION, — Soit y,n la restriction de Ty 2 [En , §n+1] (pour fixer
les idées, n >0 ), et

Ty n(t)

1y, ) = v. p. /
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TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN

. V(v) c
> =cdt , d dr. t) > - dt
Observons que, si -—%- <c,ona tdry (%) cdt , donc V,n( ) E;

et, compte tenu du fait que TYn prend des valeurs positives et négatives,
’

2
%a

(8 EMMOI x,
(7) et (8) entratnent I(rv) < o o I1 suffit maintenant de montrer

2

©

) I(0y ) < K g*zl
n

K indépendant de n . Soit [§}, Ei'l] 1tintervalle de méme milieu que
[E}n R s;m_l] et de longueur triple. Chacune des intégrales

1} "
gn / E’n o IUVln(x)I
« 61'1 Y )
admet une majoration du type (9). Donnons-en rapidement la raison : pour la pre~
midre et la dernidére, cela résulte d'un calcul direct, utilisant (8) ; pour la

dx

/.

seconde, du fait que
53 1 gn+1 2
dx.€ =5 t) dt
Jy " Uy n @ axs =y f g () at

(propriété isométrique dans I? e la transformation de Hilbert), et de 1l'inéga-
1ité de Schwarz. On a donc (9), et le lemme est démontré.

Pour démontrer (C!), on cherche & construire V(t) satisfaisant 1'hypothése du
lemme. Indiquons la construction pour t >0 (c'est la méme pour t <O ). Soit
0<e<D =D, et q(t) une fonction telle que

q' (1) > - G

t
(10)
q(t) = 6(1) (%t - ) .

On pose, pour t assez grand (de fagon que V(t) = nA(t) 1)
V{t) = nA(t) + (@, - D) t + tq(t)

dtod ry(t) = rA(t) + q(t) « Reste & construire q(t) satisfaisant (10), et une
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suite {g} satisfaisant (7), telles que

Em~1

(rA(t) + Q('b)) % =0 ’ V n .

+

te
L'idée est de prendre pour q(t) une fonction triangulaire de pente - swr

n

(11) /En

[En , E,m_l] (elle satisfait bien (8)) et, F;n étant défini et q(t) astreinte
3 la condition ci~-dessus, de choisir § . Uaximm tel que (11) ait lieu ; de
(11) résulte alors

2
L g'n+1
n dt
“&n Sn g M
n
dtoh (7). Une petite difficulté apparaft si r A(t) est trop petit 3 droite de
E ¢ il se peut que le procédé indiqué donne E;n+1 =& s & trés voisin de

g

8n+1 = (1 + ;11—) En , et on choisit q(t) en conséquence (c'est-d-dire satisfaisant

s

. 1 c2as
(disons : < (1 + }I) E;n) 5 dans ce cas, on renonce & ce procédé, on pose

n §n+1

(10) et (11)) sur [E;n , §n+1] ; on vérifie que 1'on a encore (7).

Moyennant le théoréme I, la proposition C se trouve ainsi démontrée.

6. =~ Démonstration du théoréme I.

Rappelons que seule la partie (b) est & démontrer. On peut d'abord supposer g

nulle en O . Puis, comme g est majorée sur la droite réelle par

g @) =1+¢gl) g@ +gl-2) gD

on peut,quitte & remplacer g par gl , supposer g de la forme

© 2
(12) gz) =T (1 =)
1 A
n
avec

|8(X)| >1 pour x réel

(13)
J(loglg(®) |) < = .
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Nous allons donner une interprétation de log|g(x)| en théorie du potentiel.
Soit G(x, y = hgl-ﬁ-:%l (noyau de Green du demi-plan Rz > 0 , restreint a

la demi-droite x>0 ). Le potenticl d'une mesure j positive portée par

(0 ’ m( est

(14) @ = /5 o=, 3) dn)
et son énergie est
(15) E( = Jy '@ apx .

(14) est aussi défini pour certaines mesures réelles. En particulier, (14) et (15)
ont un sens pour les mesures réelles a suppart compact dans JO 9 o (soit

He M) et ||u||=vE(H est une norme hilbertienne pour M . Le complété de M
pour cette norme est l'espace & des distributions d'énergie finie. On sait que
la convergence des p dans & entrafne la convergence preaqe-partout des Up'(x) .
On définit ainsi les potentiels d'énmergie finie ( = potentiels des distributions

dténergie finie)e

On a les deux importantes propositions :

PROPOSITION De ~ Si g est une fonction de type exponentiel satisfaisant (12)
et (13), %loglg(x) | est un potentiel d'énergie finie, soit UY .

PROPOSITION E. ~ Si dp est une mesure d'énergie finie telle que

(16) de(x) > -ad—;- pour t assez grand, a >0

il existe une fonction f de type exponentiel < a , paire, égale a 1 en O,
telle que

loglf @] = - x W90 +0(log ® (x- =) .

Admettons~les. Pour démontrer le théoréme I, il suffit dlassocier a toute g
satisfaisant (12) et (13) une f paire de type exponentiel < a , telle que

log|f (x) | < 0(log x)
log|f (x| + logl|g(x) | < 0(log x) .

D'aprés les propositions D et E, il suffit donc de résoudre le probléme suivant :

associer & toute distribution Y d'énergie finie telle que

w0, U@ E<w
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une mesure ¢ d'énergie finie satisfaisant (16) et tellie que U(pz ind quasi
Etouto

Soit A 1'ensemble des distributions d!énergie finie Y telles que
U‘P ? UY Qe Do, et

il dax
bW =E@) +2a 0¥ & .

AY est un cfne convexe fermé dans & , et 2(y) est semi-continue inférieurement
sur A (car la convergence dans & entrafne la convergence g. p. des potentiels);
de plus, ((}) n'est pas constamment « sur AY ycar Ly) <o . Soit ¢ € AY
telle que L(p) soit minimum. Nous allons montrer que ¢ est une mesure et sa-
tisfait (16).

Considérons en effet une fonction indéfiniment dérivable positive & support
[¢]
compact dans )O , =( + C'est un potentiel d'énergie finie U set o+ ABEA

. ) Y
pour tout A >0 o Or (en utilisant lanotation intégrale pour (p , U) )

Lo + 20 = 2fp) + 22 S U120 (dp(®) +a &)+ 2 ()

donc 1'intégrale du second membre est positive. Cela veut dire que la distribu-

tion de¢(x) + a% est positive ; c'est donc une mesure, et ¢ satisfait (16).

Moyennant les propositions D et E, dont on trouvera la démonstration en [5], le
théoréme I est donc démontré.

7¢ = Compléments et probldmes.

1° En ce qui concerne le probléme 2, B et M ne se limitent pas & des suites
A réelles ; on a le résultat :

si }\.Z_A -Et)l%-< w, R(A) =D ()

A, étant la suite réelle telle que tout demi-disque |zZ] <R, Rz>0 ou

Rz < 0 contienne autant de points de A et de /\r 5
si 2 E—x—i- = oo R(A) = o
ASA |A]

Cela donne une caractérisation compléte des spectres des fonctions moyenne-pério-
diques d‘'une variable puisque une suite complexe A est un tel spectre si et seu-
lement si R(A) <@
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TRAVAUX DE BEURLING ET MALLIAVIN

2° Probléme : Soit Ea l'ensemble des fonctions entiéres de n variables, de
type exponentiel < a , et bornées dans le domaine réel, et soit E 1la réunion
des Ea « Montrer (?) que si une fonct%on entiére s'éerit fé- s feE, gekE,
s s . 1
elle s'écrit aussi, pour tout a >0, Pl £, € E, g € Ea .
3° Le théoréme 4 s'étend aux fonctions pseudopériodiques ayant leur spectre
dans une suite A réguliére (inf|A* -=A[>0) .

Probldme : Etendre le théoréme 4 aux fonctions moyenne~périodiques ayant leur
spectre dans une suite A complexe (satisfaisant R(A) < « ).
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