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Séminaire BOURBAKI .
14¢ année, 1961/62, n° 235 Mai 1962

SOUS—GROUFES ARTTHMETIQUES DES GROUPES ALGABRIQUES LINEAIRES
par Michel DEMAZURE

Ceci est 1'exposé des résultats de Ae BOREL et HARISH-CHANDRA exposés, ou an-
noncés dans [1],[2], [3], et un apergu des méthodes de démonstration.

V4
1. Enoncé des résultatse

Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur le corps Q des nombres ra=
tionnels, c'est-a~dire un sous-groupe défini sur Q d'un Gl(n, C) « S1 B est
un sous-annean de C , on désignera par GB le sous—groupe de G formé des élé-
ments dont les coefficients sont dans B et le déterminant inversible dens B,
c'est-a~dire GB =GnGL(n, B) » S1 B est un corps, GB n'est autre que le
groupe des éléments de G rationnels sur B .

En particulier, GR est un groupe de Lie réel et GZ en est un sous-groupe
discrete On notera que si G est un groupe affine défini sur Q et f (resp.
f') un isomorphisme rationnel sur Q de G sur un groupe linéaire, alors
f'l(f(G)Z) et f‘"l(f'(G) Z) sont commensurables (i. e. leur intersection est

d'indice fini dans chacun d'eux) de telle sorte que les théorémes énoncés ci~-des-
sous sont encore vrais pour un groupe affine, le sous-groupe GZ étant défini

13y la commensurabilité pres" par la méthode précédente.

Si G est un groupe algébrique (défini sur Q ), on notera X(G) (respe
XQ(G) s resPe g , respe Gu) le groupe des caractéres de G (resp. le groupe

des caractéres de G rationnels sur Q , respe 1l'algébre de Lie de G , resp.
1l'ensemble des éléments unipotents de G )« Toutes les représentations lindaires

envisagées seront des représentations & droites

Les principaux résultats de [3] sont les théorémes 1 & 3 ci-dessouss

THEGREME 1. - Soient G un groupe algébrique linédaire réductif connexe défini
sur Q et £f: Go GI{V) wune représentation lindaire rationnelle sur Q.

Soient I' un réseau de VQ (is e« un sous-groupe de VQ tel que 1'application

~ ~

canonique T g, § »V, soit bijective) invariant par G, et X une orbite

fermée de G » Adors X est la réunion d'un nombre fini d'orbites de GZ .

~
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M. DEMAZURE

COROLLAIRE. - Soit f : G - G' une isogénie rationnelle sur Q de groupes

lindaires. Alors f(GZ) et G'Z sont commensurablese

On se raméne aisément (cfe § 2) au cas ou G est réductif connexe. On peut
mdme supposer f(GZ) CGyeSi G c GL(m , C) , faisons opérer G sur Mm, C)

par translations 2 droite par 1l'intermédiaire de f » Alors G% est 1'intersec-

~

tion de 1'orbite fermée G' de G et du réseau M(m, Z) invariant per Gy e

~

Définitions = Un ouvert fondamental du groupe linéaire connexe G défini sur

Q est un sous-ensemble ouvert (pour la topologie ordinaire) U de GR tel que 3

(1) ¢

(i1i) Il existe un sous-groupe compact maximal K de GR tel que K.U=TU

~

(iii) Pour x, y e Gq » 1'intersection rlua x.Gqey est finie.

(L'interprétation d'un tel U dans 1'espace symétrique K \ GR est évidente.)

THEGREME 2. - Tout groupe algébrique linéaire connexe G défini sur Q posséde
un ouvert fondamental U . Si XQ(,G) = {1} (alors Gy est unimodulaire, cfe
[8], chapitre 2); l'ouvert U est de volume fini pour la mesure de Hear de Gg -
En particulier GR/ G, est de volum invariant fini. Si réciproquement GR/GZ -

est de volume fini, alors XQ{G) = {1} .

COROLLAIRE. - Le groupe GZ est de type fini.

~

Soit en effet (GR)O la composante connexe du groupe de Lie GR o flors les

o ) . .. N 1
indices [G’11 : (GE‘.) ] et [G..: Gy N (GR)"] sont finise D'aprés (iii), U ".Un 7
est fini, et le corollaire résulte du lemme élémentaire suivant :

Si un groupe H opére sur un espace topologique connexe M et si U est wn
ouvert de M tel que W.H = M, le groupe H est engendré par les h e H tels
que UhnUZ£F .

THEGREME 3. = Soit G un groupe_algébrique linéaire connexe défini sur Q .

L'espace homogéne C'R/GZ est compact si et seulement si XQ(G) = {1} et si

GQ n G {ou, ce qui revient au mdme Gy n G* ) est contenu dans le radical de G

~~

Ces trois thdorémes se généralisent aisément au cas de groupes définis sur des
corps de nombres algébriques, cfe [3]e Ils ont également une formulation adélique
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SOUS-GROUPES ARITHMETIQUES
([1]) ; notons GA le groupe des points adéliques de G muni de la topologie
habituelle (le sous-groupe GK = GB. x (I1 G-Z-p) est ouvert).

THECREME 4o - Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur Q »
Alors 1'espace de classes doubles GX \ GA/GQ ost fini. Pour que 1'espace

GA/GQ soit de volume fini (resp. compact), il faut et il suffit que XQ(G) = {1}

(resp. %(0Q) = {1} et Ggn GY ¢ radical de G )e

'IHE’)Q?I‘II"E 5¢ = Soient G un groupe algébrique linédaire réductif connexe défini
suwr Q et £: G-GLm, C) une représentation rationnelle sur Q « Soit v
un point-ri‘e Qm dont 1'orbite sous f(G) est fermée. Alors v.fA(GA) n Q_m est
la réunion d'un nombre fini d'orbites de GQ .

-

On tire aisément du théoréme 5 le théoréme suivant 3

THECREME 6o = Soit G comme dans le théordme 5 ; alors les espaces homogénes
principaux de G définis sur Q gqui ont des points rationnels dans toutes les

complétions de Q forment un nombre fini de classes d'isomorphisme.

Nous nous proposons de démontrer (approximetivement) les théorémes 2 et 3.

2+ Préliminaires de géométrie algébrique.

On rappelle qu'un groupe algébrique linéaire connexe, défini sur un corps de
caractéristique O, est le produit semi-direct d'un sous-groupe réductif oconnexe
par un sous-groupe invariant unipotent connexe, tous deux définis sur le corps de
base du groupe. De mme un groupe réductif connexe G est produit de son tore
central T = Z(G)° et de son sous-groupe dérivé G' qui est semi-simple connexece
En outre, X(G) + X(T) et XQ(G) - XQ(T) sont injectifs et de conoyau finie

Si N est un groupe unipotent défini sur Q , 1'espace homogéne NR/NZ est
compact ; si N n'a pas d'élément unipotent rationnel autre que 1, alors
N= {1}«

Si T est un tore défini sur Q , les trois propriétés suivantes sont équi-
valentes :

- T/T, est de volume fini,

- TR/T, est compact,

- X;(T) = {1} .
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M. DEMAZURE

I1 résulte "élémentairement!" des remarques précédentes qu'il suffit de démon=-
trer les théorémes 2 et 3 pour des groupes semi-simples, soit 3

’ hY
THEOREME 2 bise = Tout groupe algébrique lindaire semi-simple connexe défini
sur Q posséde un ouvert fondamental de volume fini.

[ 4 -
THEOREME 3 bis ("conjecture de Godement")s = Soit G un groupe algébrique

linéaire semiesimple connexe défini sur Q . Pour que 1'espace homogéne GR/ GZ

soit compact, il faut et il suffit que G n'ait pas d'élément unipotent ration-
nel autre que 1l'unité.

Nous aurons bescin de la proposition suivante ¢

PROPOSITION le ~ Soit G wun groupe algébrique linéaire réductif connexe défini
sw Q « 5i H est un sous-groupe fermé de G, les deux propri¢tés suivantes

sont équivalentes 3

(i) 1e groupe H est réductif et défini sur Q;

(ii) Il existe une représentation rationnelle sur Q de G dans un espace
veetoriel V et un point v € VQ tels que 1'orbite veG soit fermée et que le

groupe d'isotropie de v soit H .

Celle—ci résulte des deux lemmes suivants :

LEME 1 (caractéristique O )« = Soient G un groupe algébrique linéaire réduc=

tif connexe et H un sous-groupe fermé de G « Le groupe H est réductif si et
seulement si la variété G/H est affine.

La démonstration de [3] est transcendante (cohomologie singulidre) et démontre
plus généralement que (avec C comme corps de base), si G/H est une variété de

Stein, alors H est réductif. Voir aussi la note ci-dessous.

LEMME 2 (caractéristique quelconque). = Soient G un groupe algébrique affine

connexe et H un sous-groupe fermé, tous deux définis sur k « Supposons H \ G

affine. Il existe une représentation rationnelle sur k de G dans un espace

vectoriel V et un point v € V,{ dont le groupe d'isotropie est H et dont

1'orbite sous G est fermée.

Soit A (respe B ) l'algébre affine sur k de G (respe H \ G )e Alors
Be k est 1'algébre des invariants de A ® kX dans la représentation réguliére
droite de G o Soient b; , see , b des générateurs de B, et P, un sous-
espace vectoriel de dimension finie de A oontenant bi tel que Pi @ k soit

stable par G « Alors V= 2 Pi @k et v= (bi) satisfont aux conditions exigées.
i
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SOUS-GROUPES ARITHMETIQUES

Note sur la proposition le = Sous la forme écrite ci-dessus, cette proposition

est nécessaire dans la démonstration du théoréme le Si on ne cherche & démontrer
que les cas particuliers de ce théoréme, nécessaires au corollaire sur les iso-
génies et & la démonstration des théorémes 2 et 3, on s'apergoit que 1'implica-
tion (i) ==> (ii) est en fait la seule utilisée. A ce moment-l3, le lemme 1
peut &tre remplacé par le résultat suivant :

En oaractéristiqe O, si le groupe H semi-simple opére "bien" sur la variété
affine G (par exemple comme sous~groupe fermé du groupe affine G ) alors la
variété quotient G/H est affine.

3¢ Décomposition d'Iwasawa et domaines de Siegel.

Soit G, le groupe SL(n , C) considéré comme groupe algébrique défini sur
Q « Soit K, (respe A, , resp. N, ) le sous-groupe de Gp = SL(n , R) formé

des matrices orthogonales (respe diagonales, respe unipotentes supérieures). On

a la décomposition d'Iwasawa "standard" :
GI.R. = KloA.ltNl L)

81 G est un sous-groupe algébrique semi-simple défini sur R de GL(n, C) ,
alors G C€G, , et M(BTOWl(voir, par exemple, [6]) a montré qu'il existe
a €Gp tel que a.Gpea  soit stable par 1'involution de Cartan x ~~- et

de GlR autour de K1 e Alors la restriction de cette involution & - :3..GR.a"1

est une involution de Cartan de a,GR.af'1 s ce qui fait que K;n a.GR.a"l est

~ ~

un sous-groupe compact maximal de a. GR' a-l .

~

On peut meme raffiner un peu cette construction : on dira que le sous-groupe

G de G, satisfait'd la condition (a) si :

en notant K—_-KlnGR; A:AlnG&; N:NlnGR, G, = KeAeN est

~ ~ -~

(2) une décomposition d'Iwasawa de GR et les restrictions & a des racines

~

positives de o, sont positives (pour les ordres définis par N et Nl )e

On a alors le

LEMME 3. -~ Soit G un sous-groupe algébrique semi~-simple de G, o Il existe

ae Gy tel que a.Gea”  satisfasse & la condition (a)e
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Démonstration (facile) dans [3].

Soit G wun groupe algébrique semi-simple défini sur R et GR = KeAsN une

décomposition d'Iwasawae Notons I c o 1'ensemble des racines simples de GR

par rapport & A et log: A - a 1l'application inverse de 1'application expo-
nentielle.

Définitions =~ Un domaine de Siegel de G est un ensemble 6= K.A

1oWs b réel

positif, oi w est un sous-ensemble compact de N et o
At:.-{aEA, oflog a) £t , aceZz} .

les domaines de Siegel de G forment un ensemble filtrant croissant dont la limite
est GR .

Dans la fin de ce paragraphe, nous étudierons certaines propriétés des domaines
de Siegel de G = SL(n , C) relativement & la décomposition "standard" intro-
duite ci=dessus. Il est classique (réduction des formes quadratiques) qu'un do-
maine de Siegel suffisamment grand de Gl satisfasse a G1R= Gl'Glz o Un tel

domaine de Siegel de Gl sera appelé standarde On a alors la proposition suivante s

PROPOSITION 2. = L'intérieur d'un domaine de Siegel standard de G1 est un
ouvert fondamental de G1 o

La condition (i) résulte de ce que 1'intérieur d'un domaine de Siegel standard
contient un domaine de Siegel standarde La condition (ii) est évidentes Quant 2

(iii), ce n'est autre que la traduction du classique théoréme de Siegel, [7]e
’ ’

Le lemue suivant joue un r8le important dans la démonstration du théoréme 2.
Nous renvoyons & [3] pour la démonstration.

IEMME de finitudes = Soit f @ Gl -+ GL(m ’ 9_) une représentation rationnelle
sur Q. Soit ve Em un point dont 1'orbite sous f(GIR) est fermée (pour la

topologie ordinaire) et dont le groupe d'isotropie dans GlR est stable par

X A~ Yy . Soit 6, un domaine de Siegel de G, (pour la décomposition standard)e
Alors vef(6;) n _Z.m est fini.

4, Le volume finie. Démonstration du théoréme 2.
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SOUS-GROUPES ARITHMETIQUES

PROPOSITION 3. = Soient G wun sous-groupe semi-simple connexe de Gl défini
sur Q et aeGjp tel que a-GR.a-l soit stable par x ~~s by « Soit 6,

~

un domaine de Siegel standard de G; » Il existe un nombre fini d' éléments

fc —
b1 y vee bm € Glg tels que 1l'intérieur U de T= (i—L_—Jl a l'sl‘bi) nGﬁ soit

un ouvert fondamental de G o

Les groupes G et G étant réductifs connexes définis sur Q , on peut ap-
pliquer la proposition le On peut mlme s'arranger pour trouver une représenta=
tion £: G, +GLr, C) rationnelle sur Q telle que f(Glz) c SKr, Z) et
v e Zm tels que 1'orbite v.f(Gl) soit fermée et que le groupe d'isotropie de
v soit H « On peut alors voir que v’f(GlR) est fermée pour la topologie ordi-

naire. Soit V' = v.f(a-l) o L'orbite v‘.f(GlR) = v.f(GlR) est fermée et le

groupe d'isotropie de ! dans GlR est a.GR.a-l stable par x ~~ tx « On

peut alors appliquer le lemme de finitude et en déduire que vef(Gy;) n v.f(a-lcsl)
qui est contenu dans Zm n v’-f(Sl) est fini. Il existe donc des b; , «es, meGIZ

tels que
ve£(G,,) n ve(a™te6,) = {ver(bT) )
1_§ . ° Y= . 1 y oes Ve n °
Soit alors
’ -l
H= a.ng {x e Gip s vef(a™)ef(x) = v} o

Soit he€ Hj; par la théorie de la réduction, on peut écrire h=s.b, se€ 6, »
b € G, « Mais

-1 -
vef(a™)of(s) = ver(v™h)
ce qui par le résultat précédent, montre que
-1 -l
ve£(b7) = £(b7) ’
pour un certain i « On g alors

-1
by ebeGnl,=0G, ,
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c'est=a~dire b € b.G, dtou
i 2’

h= ssb e GllbioGZ .

Si on note
=1
-U: (U a .sl.bi) n Gg 9

on vient de démontrer que H ¢ a.ﬁ.GZ , c'est-d-dire GR C ﬁ.(‘;z o

~ -~

Appliquant ce résultat & un domaine de Siegel standard contemu dans 1'intérieur
de 6 , onvoit que Gy = UeG, , soit (i). D'autre part, a.GR.a-l nkK, estun

1

sous-groupe compact maximal de H , donc K = a.'l.(a.GR.a" n K )ea un sous-

groupe compact maximal de Gp qui vérifie (ii).

Démontrons (iii). Soient x, y € G et ue rhua XeGyey o I1 existe i

~

ot § tels que ue (a..l.sl.bi)-l,(a-l,sl.oj) s ce qui entraine

-1 1 -1
biou-bj € 6;' 061 n bi.x'GE.y.bj
qui est fini par le théoréme de Siegel.

PROPOSITION 4« = Soit G un sous=groupe semi=-simple connexe de Gl défini sur

Q satisfaisant & la condition (a) du § 3. Soient 6, un domaine de Siegel de

Cz1 et x e GlR » Il existe un domaine de Seigel 6 de G et un nombre fini

d'éléments x, , eee, Xy de Gy tels que

-~

Sl.x n G,Ii cjj)l 6.xi .

Reprenons les notations du § 3 et soit M’; le normalisateur de Al dans K1 .

Dfaprés le théoréme de Bruhat, on peut écrire X = asUemev j a € Ajj u,vel ;

m e MI e Comme il existe un domaine de Siegel de Gl contenant 610&011 » on peut
se contenter de démontrer le théoréme lorsque X = mev o Remarquons de plus que

si n eN, alors

Sl.x.n N G‘E = (Slox n G“R-) onn °
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La proposition résultera alors du

IEMME 4¢ = Soit M* (respe M) le normalisateur (resp. le centralisateur) de
A dans K « Soient X, € M* des représentants du groupe de Weyl M*/M de GR .
Il existe un sous-ensemble N c N, tel que N, = N'eN et que, si x € MI.N"‘

et si 51 est un domaine de Siegel de G1 s il existe un domaine de Siegel 6

de G tel que

Gl.x n Gﬁ cU S.xi .

Ce lemme résulte des deux faits suivants

1° Les domaines de la forme K-ao.A-.w ai a, € A, w est un sous-ensemble
compact de N et A~ 1'exponentielle de la chambre de Weyl négative, forment
un ensemble cofinal & 1'ensemble des domaines de Siegel.

2° Le groupe de Weyl est transitif sur les chambres de Weyle

Pour la démonstration, voir [3].

Démonstration du théoréme 2 bise =~ Soit G un sous-groupe semi-simple connexe
de G, défini sur Q et ace Gip tel que a'G.e."l satisfasse & (a) [lemme 3].
L'existence d'un ouvert fondamental a été démontrde dans la proposition 3. Il ne
reste plus qu'a prouver que celui-ci est de volume fini ; on doit donc voir que

1
a e l'bi n G?‘. est de volume fini dans GR o I1 suffit de voir que

-1 -1 -
61.bi.a N aeGzea = est de volume fini dans alea ! s ce qui, vue la proposi=

-~

tion 4, découlera du lemme suivant.

IEMME 5 - Soit G wun groupe semi-simple défini sur R « Tout domaine de Siegel

de G est de mesure finie dans GR o

~

Si dg, dk, da , dn désignent les mesures de Haar de GR s Ky Ay N et si

s est la somme des racines positives de Gy par rapport & A, on sait ([4],

-~

lemme 35), que
dg = exp s(log a) dkedaedn .

I1 suffit donc de montrer que /, exp s(log a) da est finle ; or ceci résulte

Ay
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de ce que les a(log a) , a e I forment un systéme de coordormées dans A ’

et que
§= Zmea, m, >0 .

5¢ Conjecture de Godemente Démonstration du théoréme 3.

IEME 6o - Soit G un groupe algébrique semi-simple défini sur k ( k= R

ou C)eSi xe G (respe y e & )y la classe de conjugués de x dans G

(respe Ad G(y) ) est fermée (pour la topologie ordinaire) si et seulement si
x (respe y ) est semi~simple.

La démonstration de ce lemme, que l'on trouvera dans [3], utilise le théoréme
de Jacobson=lorosows

On démontre aisément, d'autre part, le résultat suivant de topologie générale 3

LEMME 7. = Soit G un groupe localement compact opérant continuement & droite

dans un espace topologique localement compact M « Soit m e M, _S_:!._ H est un

sous—groupe fermé de G tel que meH soit fermé et H \ G compact, alors

meG est fermé.

Soit alors G un groupe algébrique lindaire semi-simple défini sur R « Soit
H un sous-groupe discret de GR tel que H \ GR soit compact. Faisons opérer
G sur lui-m8me par automorphismes intérieurs. Comme H est discret, toute classe
de conjugués dans H est fermée ; les deux lemmes précédents montrent alors que
tout élément de H est semi-simple, ce qui entrafne la nécessité de la condis
tion de Godement.

Soit réciproquement G un groupe algébrique lindaire semi~simple connexe tel
que tous les éléments de CQ (ou de 99 ) soient semi-simples. Nous voulons

montrer que GR/ C'Z est compacte Dans la représentation adjointe de G, tous

les points de % ont des orbites fermées d'aprés le lemme 6e On peut, d'autre

~

part, et toujours & 1'aide du théoréme de Jacobson-Morosow, démontrer que tout
sous=groupe de G est réductif et satisfait aux conditions du théortme 3« Procé-
dant par récurrence sur la dimension de G s il suffit de prouver la proposition

suivantes

PROPOSITION 5. = Soit G un groupe linéaire algébrique semi-simple connexe dée

fini sur Q « Supposons que H./H, soit compact pour tout scusegroupe al ébrique
feeioediicdar BN S diader 3 SIS LS 7, =g! g
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propre H de G « Supposons également qu'il existe upe représentation linéaire

rationnelle swr Q et de noyau fini £ 3 G » GL(V) telle que tous les points
de VQ_ aient des orbites ferméese Alors GB./G.Z. est_compacte

Comme f est compldtement réductible, on peut en retirer la partie triviale
et supposer que le groupe d'isotropie d'un point quelconque est distinct de Go
Le démonstration consiste alors 3 construire & 1'aide des hypothéses sur G
uniquement, un compact L ¢V (par le leume de Minkowski) et un nombre fini de
v, €V, (par le théortme des invariants) tels que si g€ G , il existe 1 et

b e G, tels que vi.f(b.g) el

Si on note alors
X, = {ge Gﬁ y vyofle) € L} R
on a

GR= '.:1] GZ'xi .

S8i G1

de G ; il existe donc un compact Bi c (‘:E tel que GiR = GiZ'Bi e Digprés un

est le groupe d'isotropie de v, , G, est défini sur Q et distinct

~

théordme de topologie des groupes (voir par exemple [5], pe 65), il existe d'autre
part un compact B:'l c GE tel que Xi = Gi,_B;'B:I e On a alors

G, = G'-Z:(B Bi.B'i) .

~
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