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Séminaire BOURBAKI
g ° 211
13e année, 1960/61, n° 2 Févrior 1961

CLASSES DE FORMES BILINBEAIRES SUR 1ES ESPACES DE BANACH
par Pierre CARTIER

Introductions

Cet exposé est un résumé d'un long article de GROTHENDIECK [3] consacré aux
produits tensoriels d'espaces de Banachs On a choisi ici le point de vue dual

des formes bilinéaires qui nécessite moins de développements préliminaires ;

ceci a amené & modifier quelquefois la terminologie et les notationse

Les problémes étudiés ont peu de rapport avec ceux dont traite 1la thése de
GROTHENDIECK [2], consacrée surtout aux espaces localement convexes les plus gé-
néraux. De méme ils n'ont guére de rapport avec les travaux de SCHATTEN [4], qui

8'intéresse avant tout aux opérateurs dans les espaces de Hilberte

On a divisé cet exposé en deux parties : dans la premiére, on a fait 1'étude
des classes de formes bilinéaires sur les espaces de Banach j les démonstrations
ne présentent en général, pas de difficulté, et nous n'en donnons aucune, imi-
tant en cela GROTHENDIECK lui-mémes Dans la deuxiéme partie se trouvent des ré=
sultats sur les formes bilindaires définies dans certains espaces fonctionnels
usuelss A notre avis, c'est dans cette deuxiéme partie que se trouvent les ré-
sultats nouveaux les plus susceptibles d'applications; aussi leurs démonstrations
ont-elles été rendues indépendantes de la premiére partie.

I. CLASSES DE FORMES BILINEAIRES
1. Notations.
On prend pour scalaires les nombres réels.
On note E, F, E; » F; , «eo des espaces de Banach féels).

On note L(E , F) 1'ensemble des applications linéaires u de E dans F
pour lesquelles il existe une constante M >0 avec “u(x)“ < MJ|d|  pour
tout x dans E ; la plus petite des constantes M qui conviennent est notée
IIu” 5 muni de cette norme, L(E , F) est un espace de Banach. Lorsque F =R
(corps des scalaires), 1'espace de Banach L(E » R) est le dudl E' de E .
Une application lindaire u e L(E , F) est appelée un morphisme si [juf] <1 ,

un monomorphisme si |ju(x)|| =||¥| pour tout x dans E , un épimorphisme si
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tout y dans F de norme <1 est l'image u(x) d'un vecteur x de E de
norme <1 .

Soit A une forme bilindaire sur E1 x E2 3 si u, @ Fi - Ei est un mor-

phisme pour i =1, 2, on définit une forme bilinédaire W sheu,

par la formule (uP-A.uz) G » x2) = Afwy (xl) ’ uz(xz)) ; on définit de plus

sur Fl x F2

et s t t
une forme bilinéaire “A sur E, x B par A(x, , x) = Alx , x2) o La to=
pologie considérée sur l'ensemble des formes bilindaires est celle de la conver-—
gence simple : des formes A ont A pour limite (suivant un filtre donné sur
l'ensemble des indices t ) si A(x x2) a pour limite A(x , x2) pour
tout x € El et tout x, € E2 .

Soit M un espace compacts On note C(M) 1'espace de Banach formé des fonec-
tions continues sur M , avec la norme l£]] = sup|f(m) | « Les éléments du dual
de C(M) sont les mesures sur M. Si K est une mesure positive sur un espace
localement compact M et si p>1 , l'expression (].1]1‘]13)1 P est une semi-
norme sur l'espace K(M) des fonctions continues a support compact ; 1l'espace
de Banach obtenu par complétion de K(M) pour cette semi-norme se note IP(k)
Un espace de Banach E est dit de type C s'il est isomorphe a -un' espace
C(M) , de type £ s'il est isomorphe & un espace ! (W) , de type % s'il exis~
te un produit scalaire hermitien (x|y) sur E tel que (x|x) = ”x“2 (1. e.
si E est un espace de Hilbert).

2. Classes de formes bilinédaires.

Une classe o de formes bilinéaires est définie par la donnée, pour chaque
couple d'espaces de Banach Ei et E2 , d'un ensemble fermé convexe de formes

bilinéaires sur E x E, , les axiomes suivants étant vérifiés :

(Cl) Si A est une forme de classe a sur E) xE, et si u ¢ F; = Ei

est de classe

est un morphisme pour i =1, 2, la forme ul.A.u2 sur F1 x F
a e

2

(02) Soit A wune forme bilinéaire sur E1 x E2 3 supposons que, mour tout souse~
espace de dimension finie F:1 de E:1 y la restrictionde A & Fl x F2 soit

de classe @ 3 alors A est de classe a .

(03) La forme bilinéaire Ae.xy sur B xR est de classe a si et seulement
s Mg,
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Cette définition axiomatise les propriétés des'applications c-intégrales de
norme d-intégrale < 1" de GROTHENDIECK.

Si a et p sont deux classes, on écrit ac B si toute forme de classe o

est aussi de classe f .

Il y a une "plus grande"classe € ; une forme bilinéaire A sur E, x E2 est
de classe & sil'ona [A(x , x,) | < Hxlll.szll quel que soit x; dans E,
pour i =1, 2 ; 1l'ensemble des formes bilinéaires de classe €& sur E1 x E2
est compact, et il en est par suite de méme de 1l'ensemble des formes de classe
o quelle que soit la classe a « Si M et N sont deux espaces compacts, M
une mesure positive de masse 1 sur M et vV une mesure positive de masse 1
sur N , les formes de classe & sur r} B x it (v) sont définies par la formu~
le A(f, @ =// £(m) g(n) K(m , n) dp(m) dv(n) ot K parcourt l'ensemble des
fonctions mesurables sur M x N (pour la mesure produit de pu et v ) telles
que [K(m,n)|<g1.

Il y a aussi une "plus petite’classe = ; les formes de classe m sur E1 X E2
sont les limites de formes décomposées du type % fi(xl) gi(xz) aved des

fy€ B} et g€ EY en nombre. fini tels que i Hf_JLl.IIgi” <1.851 p estune

mesure positive de masse 1 sur un espace compact M , la forme bilinéaire
I(f,g =pfe sur CMM xC(M estde classe nm « Si 1a forme A sur

E1 x E2 est de classe m , 11 existe un espace compact M , une mesure positive
p demasse 1 sur M et desporphismes w: B - C(M) tels que A = ul.Ip.u2 .

Si M et N sont deux espaces compacts, les formes de classe s sur cM xc@
sont données par la formle A(f , @ = J f£(m) g(n) dp(m , n) o p parcourt

l'ensemble des mesures de norme < 1 sur MxN.

3¢ Formes bilindaires sur les espaces de Hilberte

Soient H1 et H‘2 deux espaces de Hilbert. Les formes de classe €& sur

H xH, sont données par la formule A(x , xz) = (u(xl) |x2) avec un morphisme
arbitraire u de H, dans H2 5 la forme A est de classe 7n si et seulement si
1tona [Tr(vyu)| < 1 pour tout morphismede rang fini v de H2 dans H . les formes
de classe n sont aussi les formes qui admettent le développement en série

Al s x) = 2 Aelepln)e (g, 1)

avec une suite de nombres réels ?»n 20 de somme <1 , et des suites orthonor-
males de vecteurs e, dans H et f, dans H, (théoréme de Dixmier-Schattenh

On étend les propriétés des formes bilindaires sur les espaces de Hilbert aux

espaces de Banach généraux, au moyen de deux nouvelles classes. Soient El et
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E2 deux espaces de Banach, et A une forme bilindaire sur E1 x E2 « On dit que
A est de classe 1 s'il existe des espaces de Hilbert Hi et des morphismes

u, 3 Ei - Hi tels que A soit de la forme 1.11.B.u2 pour une forme convena-
ble B de classe g sur H1 x H2 o On peut caractériser de la maniére suivante
les forme de classe n + Introduisons l'espace de Banach F somme directe de E1
et E, dont la norme est définie par |[lx & x2l| =[xl + Hx2|| ; alors les formes
de classe n sur El x E:2 sont les restrictions a E x E des formes symétri-

ques positives B sur F xF telles que B(x , x) < Hx“2

On dira que A est de classe © si powr tout couple de morphismes
u,of H oo E, (ol les H, sont de type X ), la forme weheu, sur H x H,
est de classe 7 . Il revient au méme de supposer que l'on a |§ Alx, , yi) <1
1
quels que soient les vecteurs Xy oeee 5 X de E1 et les vecteurs MBS EETIFR 4

de E, vérifiant les inégalités J If(xi)lzg lell® et = lg(yi)|2$ lg II? (pour
' i

fe Ei et ge Eé )+ Par exemple, si M et N sont deux espaces compacts, les
formes de classe © sur C(M) x C(N) sont les formes A telles que
]Z A(fi ’ 8 ) I <1 quelles que soient les fonctions i‘i sur M et g sur N
avec 2 ]f 1251 et X lgi,2$ 1 v
i i

On peut caractériser autrement les formes de classe © . Une forme bilindaire
4 sur E1 x E2 est de classe © si 1l'on peut trouver sur El (pour i=1, 2)
une forme bilinédaire positive B, , limite de formes décomposées 2 )‘k fk(x) ii((y)

(avec Z)‘k =1, A 20 et f, dans E{ de norme < 1), de sorte que l'on

ait IA(x , y)l B (x , x)«B (y s ¥) « On montre en effet facilement que les
formes b111nea1res verlflant le critére précédent forment une classe, et que si
E1 et E2 sont de dimension finie, on obtient les formes de classe © sur

EIXEZ.

4+ Constructlon de classes de formes bilindaires.

Rappelons qu'un espace de Banach E est dit métriquement accessible si pour

tout & >0 et toute partie finie M de E , il existe un morphisme wu de rang
fini de E dans E tel que “u(x) -dl<e pour x € M. Les espaces de type C,
£ ou ¥ sont métriquement accessibles ; il est peu vraisemblable que tomt espace

de Banach ait cette propriété, mais on ne connaft pas de contre-exemples

Soit @ une classe de formes bilindaires. On peut lui associer un certain
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nombre d'autres classes. Tout d'abord la classe transposée ta se compose des

formes bilinéaires A sur E1 x E2 telles que la forme tA sur E2 x'E1 soit

de clagse o . La classe o est dite symétrique si a = b $ i1 en est ainsi si

a=¢e,n,06,n.
La classe duale O! de o se définit ainsi (cf. axiome 02) . Soient E,
et E2 deux espaces de Banach de dimension finie ; on a alors la propriété sui-

vante ¢

(P) Une forme bilindaire sur E, xE, est de classe o si et seulement si,
pour toute forme bilinéaire B de classe o sur E{ x Eé du type

B(f , o = z<n £(x;)ee(y;) , na ,1<§<n Ay ,y) st

La propriété (P) est alors encore satisfaite dans chacun des cas suivants

Y

a) Ei et E, sont métriquement accessibles.

b) E ou E, est métriquement accessible et a = m.

c) El et B, sont réflexifs et a=r.

d a=¢€.
Ona a" = a pour toute classe o et €' =n, nA' =€, nt =6, 6t =n,
La formation de la classe Ao est analogue & celle d'un O~itme foncteur déri-

vé ; on pourrait sans doute définir des foncteurs dérivés de tous ordres (les

formes bilinéaires de classe a sur E1 x E2 sont les éléments de norme <1
d'un espace de Banach BO‘(E1 s E2) qui est un bifoncteur contravariant en E1

et E2 14 )e .
Une forme bilinéaire A sur E1 x E2 est dite de classe % si elle vérifie

1'une des propriétés équivalentes suivantes 3

a) Quels que soient les morphismes u ¢ Ly

la forme uloA.v.2 sur L1 x L2 est de classe o .

- Ei,_o‘g Li est de classe £ ,

b) Il existe des épimorphismes vy ¢ F; o+ E; tels que la forme vyshev, soit

de classe a sur F1 sz.

Pour construire l'ensemble des formes de classe Go sur El x E2 s on choisit
des espaces Li de classe £ et des épimorphismes u, L:l. - Ei et 1'on con-
sidére 1l'ensemble des formes A sur E1 x E2 telles que ul.A.u2 soit de
classe o .
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La classe a. se définit de maniére duale ; une forme A sur E1 X E2 est

dite de classe %e si elle satisfait aux deux propriétés équivalentes suivantes s

a') Il existe des morphismes w B -+ C,, o C, estdeclasse C, et une
forme B de classe a sur C1 x 02 tels que A =v.11-B.u2 .

b') Quels que soient les monomor phismes vy = Ei - Fi s 11 existe une forme

B sur F1 x F2 s de classe a , telle que A = vl.B.v2 .

Ona a,caca, et (aE)' = (a'é « On dit que la classe a est injective
si o= ae (par exemple €& et n sont injectives) et qulelle est projective
si a = % (par exemple n et © sont projectives). Il est immédiat que «

£
est la plus petite classe injective contenant a et que a, est la plus grande

c
classe projective contenue dans o .

5¢ Tableau des principales classes.

Le tableau suivant résume les relations connues entre les différentes classes ;
un symbole o - [ signifie qu'il existe un nombre réel h >0 tel que
toute forme de classe o soit de la forme heB ol B est de classe P « Cer-
taines des relations qui suivent sont des cryptographies pour les résultats de la
deuxiéme partie.

e
NN
"e”*ec:e*n*“ﬁ—’“

.eg

Nous ajoutons un tableau donnant la correspondance entre nos notations et cel-
les de GROTHENDIECK.

e n n 6 0 % Mz €z aC P
v oAk B Nl oA W adp
II. CLASSES DE FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

1. Fonctions de type positif.

Soit M un espace compacte Une fonction continue K sur M x M est dite de
type positif si K(x , y) =K(y , x) et 5i 1'on a les inégalités
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(1) i%j K (x;

pour tous les systémes finis de points x; de M et de scalaires Ai « On é-

’ xJ.) A Xj;O

erit K >>L pour exprimer que K - L est de type positife

Les fonctions de type positif interviennent en relation avec les espaces de
Hilberte Tout d'abord, si f est une application continue de M dans un espace
de Hilbert H , et si 1'on pose K(x , y) = (£(x)[£(y)) 1'expression (1) est
égale & ”E ?»i .’(‘(xi)”:2 donc est positive. Réciproquement, si K est de type

positif, considérons l'espace vectoriel H formé des fonctions continues u
sur M telles que K(x , y).mz- u(x) u(y) soit de type positif pour une cons-
tante m >0 convenable ; si l'on note Hu“ la plus petite des constantes pos-
sibles, on définit une norme sur H , pour laquelle H devient un espace de
Hilbert. Posons Kx(y) =K(x, y) ; alors Kx est un élément de H , 1'applica-
tion x - K _de M dans H est continue, et 1l'ona (Kx]Ky> =K(x, ¥y o

Supposons la fonction de type positif K définie au moyen d'une application
continue f de M dans un espace de Hilbert ; comme £(M) est un sous-espace
compact de H , il admet une suite dénombrable partout dense, et le sous-espace
vectoriel fermé H, de H engendré par £(M) admet une base orthonormale dénom~

breble {e ) ;51 1'on pose £ (x) = (f(x) ]en) , ona f£(x =.§ fn(x).en s dtol

(2) K, 3) =2 £, £,0)
n

(série uniformément convergente sur M x M ).
De la représentation (2), on déduit 1'inégalité @
@) Tx@x, 3 uid uly) apE) auly) 20

pour toute mesure W sur M, et toute fonction u sommable pour |p| . On no=
tera que (1) est le cas particulier de (3) correspondant & u=1 et

p= Z A éx (ol 1ton pose éx(f) = f£(x) ). Réciproquement, si le support de
i i
p est égal a M, et si une fonction continue K sur M x M vérifie la form-

le (3) pour toute fonction continue u sur M, alors K est de type positife

Choisissons maintenant une mesure p positive sur M . On dira qu'une fonction
K sommable sur M x M pour la mesure produit n=H @} est de type positif
si 1'on a 1'inégalité (3) pour toute fonction continue u sur M ; la méme
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inégalité est alors valable pour u mesurable et bornée. De plus, par des rai-
sonnements analogues aux préoédents, on déduit 1llexistence d'une décomposition
K(x ,y) =2 fa(x) f.'a(y) , qui converge pour la topologie faible induite par la
dualité entre L (1) et l'espace des fonctions continues sur M x M (noter que
sur toute partie bornée de L () , cette topologie faible colncide avec la topo-
logie faible résultant de la dualité entre L (1) et 1! (x) s nous considérons
exclusivament cette topologie faible sur iy ) )e

2. Fonctions de type intégral.

On conserve l'espace compact M . On notera [' 1l'ensemble des fonctions me-
surables et bornées par 1 en module, qui sont limites faibles de fonctions de
la forme Z llil fi(x) .fi(y) ou les scalaires 7\.1 vérifient 2 P»il <1

1<isn i

et ou les fonctions mesurables fi sont majorées par 1 en module. D'aprés le
théoréme des bipolaires, I' n'est autre que l'ensemble des fonctions mesurables
et bornées K sur M x M telles que I'//MxM K.L dn] <1 pour toute fonction

L dans L' (v) vérifiant |/ L(x, y) £(x)+£(y)]| du(x) du(y)| €1 powr £ mesurable
st majorée en module par 1 sur M . En utilisant la compacité de la boule unité

de L®(u) pour la topologie faible, et un théoréme de GROTHENDIECK sur la re-
présentation intégrale d'une application linédaire continue d*un espace L1 dans
un espace L% au moyen d'un noyau mesurable et borné, on obtient finalement la

caractérisation suivante :
L'ensemble I' se compose des fonctions de la forme

(4) K(x , y) :/T L{x, t) Ly , t) av(t)

o Vv est une mesure de norme < 1 sur un espace compact T , et o L est une

fonction mesurable, pour la mesure produit He ¥V sur M x T , bornée par 1 en

module.

Il résulte immédiatement de cette caractérisation que [ est stable par ml-
tiplication. On dira qu'une fonction de type positif est intégrale si elle appar=
tient & r .

Aprés ces préliminaires, on peut énoncer le résultat fondamental de GROTHENDIECK.

THEORE M le = Soit W une mesure positive sur l'espace compact M . Si la fonc=

tion K sur M x M est mesurable, bornée par 1 en module et de type positif,

alors sh(’—‘,%)'-1 K est intégrale.
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On a vu que K admet une représentation cormme somme faiblement convergente
K(x, 5 = g £, (%) .fa(y) ; coome I est faiblement ferméy on peut se ramener au
cas ou la série précédente a un nombre fini de termes ; autrement dit, on peut
supposer que l'on a K(x , y) = (£(x) |[f(y)) od f est une application mesura-
ble de M dans un espace de Hilbert H de dimension finiee

Soit S 1l'ensemble compact formé des vecteurs a de H de norme 1 « Sur
S , il existe une mesure Vv positive de masse 1 invariante par le groupe des
automor;;hismes unitaires de H , et une seule. Notons o(x) 1le signe du nombre
réel x , défini par o(0) =0 et o(x) = x/|x] si x£0 « Un calcul élémen-

taire donne alors 1'identité :
(5) %Arc sin(alt) = Jy ofalt) o(blt) av(t)

en convenant que Arc sin x est l'unique nombre réel compris entre = ﬂ:/ 2 et
n/2 dont le sinus soit égal & x o la formule (5) prouve alors que la fonction

(6) Lx , ¥) =2 arc sin(£() |£(y))

est de type positif et intégrale. Mais en utilisant le développement en série

bien connu du sinus, on trouve :

Kx, 9 =2 0%0x, &/ (1))
k=0

et, comme I est fermé, convexe et stable par multiplication, le théoréme ré-

sulte immédiatement de 1a
C. Q. F. D'

REMARQUE. - On ne sait pas si toute fonction mesurable et bornde de type po-
sitif sur M x M est de la forme (4) avec une mesure Vv positive sur T .
On peut cependant prouver qu'elle est majorde (au sens de la relation d’ordre
>>) par une telle fonction. En effet, avec les notations de la démonstration
précédente, on peut prouver 1'inégalité K<< % L « Pour démontrer cela, on se
raméne d'abord facilement au cas ou M =S et K=V ; soit E 1l'espace de
Hilbert formé des fonctions de carré sommable sur S pour la mesure Vv , et
soit E1 le sous-espace, isomorphe & H , formé des fonctions de la forme
x + (a]x) pour a parcourant H . Le projecteur- orthogonal P de E sur E
est un opérateur intégral, admettant pour noyau la fonction mne (x]y) , si 1ton
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note n la dimension de H . Si 1l'on note A 1'opérateur continu dans E ayant
pour noyau la fonction mesurable c(xly) s notre assertion équivaut & dire que

1'opérateur -725.4* A ~-P/n dans E est hermitien positif. Comme E est stable
par A et A¥* , et que ces opérateurs induisent dans E1 des homothéties (cela
résulte d'un argument facile de théorie des groupes), on voit facilement que no-

tre assertion équivaut & 1'inégalité

Zlrr @) | 2n ;
or on a

Tr(AP) =n Jf |(x]y) Jav(® av@) =n/gl]x) |av) ,

et 1l'on achéve la démonstration en calculant explicitement ces intégrales, ce

3

qui raméne & une inégalité sur la fonction I' d'Euler.

3s Formes bilinéaires sur les espaces de fonctions continuese

Pour les fonctions continues de type positif, on peut donner une représentation
au moyen d'une série analogue & (2), mais avec de meilleures promriétés de con-

vergences

THEOREME 2. ~ Soit M un espace compact et soit € >0 o Toute fonction K de

type positif sur M x M , continue et bornée par 1 en module, admet une re-

présentation sous forme de série @

(7) K(x, 5 = i A, £ (0 (7)

ou les fonctions fn , continues sur M , sont majorées par 1 en module, et ou

Z ]Knl s Sh@t/Z) + €
n

Soit C 1'espace des fonctions continues sur M , muni de la norme usuelle
”f” = suplf (x)’l o Par ailleurs soit E 1'ensemble des fonctions sur M x M qui
sont "symétriques" et "décemposées", c'est-a-dire de la forme
hix,y = 2 Ay fi(x).fi(y) ; on notera A le sous-ensemble de E formé

1<ign

des fonction\s h telles que ||f3“ <1l et z l?\il <1 « Au moyen de la formule
i
A(h) =2 A u(fy fi) , on définit une correspondance bijective entre les for—
i

mes linéaires U sur E et les formes bilindaires symétriques u sur C x C ;
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1'inégalité [U(n) |< 1 pour tout h dans A équivaut alors 2 Ju(e, £ ||f||2
pour tout f dans C , ou encore & |lu(f ,g)||< liejll el pour £ et g dans
C (démonstration immédiate)s Le théoréme de Hahn-Banach montre alors que la re-
lation h € meA équivaut 3 |U(h)| < m pour toute forme bilindaire symétrique
u sur C xC telle gque |u(f , £)]< ”f”z pour tout f dans C .

On sait qu'on peut représenter K sous la forme d'une série uniformément

convergente

®) K(x , ) =§ g (X)og, ()

et chaque somme partielle est majorée en module par 1 sur M x M . Supposons
d'abord qu'il n'y ait qu'un nombre fini n de termes dans la série (8)e Soit u
une forme bilindaire symétrique sur C x C telle que |u(f , £)[< “f”’?' « On va
prouver u(K) < sh(-’-;-) + €. Comme les g, sont continues et en nombre fini, on
peut trouver un recouvrement ouvert fini {Ua}a cA de M tel que 1'oscillation

de chaque g dans chaque Ua soit < &/4n . On choisira un point X, dans
chaque U et une partition continue de 1l'unité {(p } subordonnée au recou-—
vrement {U} » Alors 1'opérateur linéaire P dans G definipar P(f)- Z £(x v e 90

vérifio ||P(f) [l <lig]] et ||P(g) - gl||< e/4n , d'ed

(9) Iiu(gl , gl) -; u(Pg:.L , Pgi)l < &2 .
i

Par ailleurs, il existe une matrice symétrique T = ”ta | telle que
u(pf , Pg —az f(x) p g(x) et telle que Itv.T.vl <1 pour tout vecteur
v = (v ) dont les composantes sont €1 en module. On a alors

E u(Pgi ’ Pgi) _a‘,Zp tap'K(xa , xp) o Mais la matrice IIK(xa ’ xp)” est symétri-

que, positive et ses éléments sont majorés par 1 en modules En appliquant le
théoréme 1 & l'espace discret A , on voit qu'il existe un espace compact T avec
une mesure v positive de norme < sh(n/2) et une fonction mesurablé L sur

A xT de module <1 telles que

K(x, » %) =/ L@, t) L(B, 1) dv(t) .
Un calcul facile montre alors qu'on a ]Z u(Pgi R Pgi)l sh{t/2) et finalement
W(K) < sh(n/2) +¢e/2

On regle facilement le cas général. Comme la série (8) converge uniformément,
on voit qu'on peut trouver une suite strictement croissante {ik} telle que

95



P. CARTIER

2

1 <i<i g () .g; | <&/ 2.2, ot on appliquera & chacune de ces sommes
k\

k+l
partielles le résultat précédent.

G' Q- F. D.
COROLLAIRE., - Soit u une forme bilindaire symétrique swr C x C telle que

lu(t , g l< lell ]l gl « IT existe alOrs une mesure { positive de masse (2)
sur M telle que |u(f, f)]|g

p(f ) , et la forme b:Ll:Lnealre u se prolonge
par continuité en une forme bilindaire sur 1° (p) x L (p) .

[Démonstration copiés de [177.

Posons v = sh(-’L) .u « Le théoréme 2 montre que l'on a alors
|z v(f s £. )]<HZ fiH yet par conséquent la quantité
i

Qg , f1 y see fn) = “g +z§..f§|| - Ev(f__,L , fi)l

reste bornée en module par H g“ lorsque n et les fi varients On notera
Q(g) 1a borne inférieure de Qg , fl y vee fn) lorsque n et les f

varient ; on vérifie immédiatement les relations suivantes $ :
(9) QAeg =2.Q(g) si A>0

(20) Qg + 8y < Qlg) +Qle)

(11) (e | < ligl

(12) - el - Ivie, @

D'aprés les deux premiéres propriétés et le théoréme de Hahn-Banach, il existe
une forme lindaire p!' sur C telle que K'(g) < Q(g) . D'aprés (11), u* est
de norme <1 , et l'ona |v(g, g|< put Igl2 d'aprés (12). Il en résulte que
p' est une mesure positive de masse <1 , et si 1'on pose p= p sh(t/2)

2 h ’
on a bien |u(g, g |< plgl* .

REMARQUES. Ce Qo Fo Do

1) Si M est un groupe compact, et si la forme bilinéaire v est invariante
par les translations & gauche, il en sera de méme de la fonctionnelle Q ; si
u! est une mesure telle que p'(g) < Q(g) , on aura encore V(@) < Q(d) , en
notant v la moyenne des translatées & gauche de H! ; ceci prouve que l'on
peut alors supposer que M! est une mesure de Haar sur G s et que u se pro-

longe par continuité en une forme bilindaire sur Lz(p.) x Lz(p,) pour une mesure
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de Haar u .

2) le corollaire stétend facilement au cas des formes bilinéaires continues sur
C(M xC(N) ou M et N sont deux espaces compacts ; il suffit d'appliquer le
corollaire & 1l'espace compact P somme topologique de M et N et & une farme
bilindaire symétrique sur C(P) x C(P) convenablement déduité de u .

4+ Gonséquences diversese

Les théorémes précédents permettent de prouver un certain nombre de résultats

d'analyse fonctionnelle. Nous donnerons seulement quelques exemplese

L) Opérateurs linéaires.

Soient Hl , H‘,2 des espaces de Hilbert, 61 ’ 02 des espaces de type C et

I’l ’ L2 des espaces de type £ « Rappelons qu'une application linéaire
ust E o> F oo E et F sont des espaces de Banach est dite nucléaire si elle

se représente sous la forme u(x) = 2 f (x)ee. avec £ €L' et o € F tels
p>0 B n n n

que 2 |le || |l£.]|] soit finie
o %7
Toute application composée @

C1 - Iﬁ - 02 - L2

H = 6 - I
€ » 4y » H

est nucléaire. Toute application composée ¢ H1 - C1 - H2 ou Hl -+ I;1 - H2
est du type de Hilbert-Schmidt.

B) Intégration,

Soit M un espace compact et C 1l'espace de Banach des fonctions contimues
sur M. Si u est une application linéaire de C dans un espace de Banach
E de type & ou £, il existe une mesure positive p sur M telle que u
se prolonge par continuité en une application lindaire de Lz(p) dans E ,

81 p est une mesure positive sur M et si u est une application lindaire
continue d'un espace de Hilbert H & valeurs dans Ll(p,) s il existe une fonc-
tion f e Lz(p) telle que u se factorise en une application linéaire continue
de H dans L° (W) suivie de la multiplication par f (qui applique Lz(p)
dans Ll ® ).
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C) Théoréme de Littlewood.

Si p est une mesure positive sur un espace localement compact M , et si la
série % fn des fonctions sommables est commutativement convergente dans L1 (p) s

1la somme des carrés des normes des fn est sommable.

En corollaire, si f est une fonction sur un groupe discret G et si le pro-
duit de f par toute fonction f' de carré égal & 1 est combinaison linéaire

de fonctions de type positif, alors f est de carré sommables
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