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Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960/61, n° 210

LES GROUPES SIMPLES DE SUZUKI ET DE REE

par Jacques TITS

o * 1
1. Les groupes B"é, G, et F: )
On commencera par rappeler, a titre de comparaison, le principe de la construc-
tion des formes non normales (4. e. non du type "T8hoku") de groupes simples, &

partir des formes normalese.

Soient K un corps de caractéristique p (= ou £0) s & une algebre de
Lie complexe semi-simple, I un systéme de racines simples de & , A le schéma
de Dynkin de ¢ (dans lequel on suppose qu'on peut discerner les racines de lon-
gueurs différentes), G le "groupe du T8hoku" [3] de type & sur K , et soient
xa(t) , xa = {xa(t)} et hg) définis comme dans [3]s A tout automorphisme
de & correspond une permutation isométrique de ¥ qui s'étend en une permutation
isométrique de l'ensemble de toutes les racines, laquelle sera encore démignée

par n . On notera @  1'automorphisme de G défini par

) (t) (ae )

x, ()~ X (a

h(x) ~~ h(x') avec x!'(n(a)) = x(a) .
Pour toute racine a , cet automorphisme transforme fKa en zn(a) « Par abus de

langage, les automorphismes de G qui sont le produit d'un aﬂ par un automorphisme
intérieur seront dits birationnels.

A tout endomorphisme © de K , on peut associer un endomorphisme ae de G

défini par

£, (8 ~ % (%,  he) ~ n® A .

1

(") Ce paragraphe et les deux suivants s'inspirent directement de deux articles
encore inédits de R. REE [4] et [5] s qui nous a aimablement permis de faire usage
de ses manuscrits.

2 . 2’
(*) Les automorphismes de K sont notds exponentiellement ; & part cela, toutes
les applications (et en particulier les automorphismes de G ) opérent & gauche.
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Tout endomorphisme, produit d'un endomorphisme birationnel par ae sera dit ap-
Pertdnir & 6 .

Si X est une extension galoisienne de groupe ' d'un corps L , une Leforme
de G peut &tre définie comme le groupe des éléments fixes d'un groupe d'automor-
phisme A{) de G, image de I' psr un monomorphisme A ¢ T' - Aut (G) (group
des automorphismes de G ) tel que A(y) appartienne & Y pour tout y €.

En particulier, & tout monomorphisme p : I <+ Aut () , on peut faire corres-
pondre une L-forme de G , & 1'aide du monomorphisme A défini par

MO =a ey

Les formes de D, et E. , qui ont été considérées par D+ HERTZIG, R. STEINBERG
[8] et 1tauteur [11] et [12], sont de ce type.

Si on fait abstraction des longeeurs des racines, trois schémas de Dynkin acquié-
rent un automorphisme s d'ordre ~2 ; ce sont les schémas de B2 N G2 et F4 .
A cet automorphisme, correspond une permutation de Z qui conserve les angles en-
tre paires de racines (mais non les longueurs de celles-ci), laquelle s'étend en
une permutation de l'ensemble de toutes les racines qui jouit de la méme propriété,
et qu'on désignera encore par = . Dans certains cas particuliers, on peut encore
lui associer un automorphisme, ou plus généralement un endomorphisme, non plus
"birationnel" mais "rationnel" de G . De fagon précise, si $=B, ou F4
(respe G2) et p=2 (resps 3 ), un calcul simple montre qu'il existe un endo~
mor phisme o de G défini par

%, s 20 6 ®) e )

hix) ~~-= h{x') avec Y'(n(a)) =x(a)z(a) ’

oi ¢a) =1 ou p selon que a est une racine "longue" ou "courte". Il est
clair que ai :a(P ol @ 2 k A kP 2eet le Frobenius de 1K « Supposons que K
posséde un endomorphisme o tel que o = ¢« Alors o= a; <O est un automor-
phisme involutif ((12 =1) du groupe a;I (ao (G) n an(G)) + En particulier, si

K est parfait, ¢ , o , 9. et as sont surjectifs, et a est un automorphisme
de G (3). Dans tous les cas, on notera G* ( = B; ’ G’; ou FI) le groupe des

éléments g de G tels que an(g) =a (2) (&léments invariants par a ) .

(3) Seul ce cas est considéré par R. REE. Certains des résultats exposés concer=-
nant le cas non parfait ont été vérifiés hftivement ; on espére qu'ils sont ndan-
moins correots.

66



LES GROUPES SIMPLES DE SUZUKI ET DE REE

Soient U (resp. U_ ) 1le sous-groupe de G engendré par les fﬂa(resp. les
£_) (@ex) et U’: =U_n G* (resps U¥ =U_n G*) + On a alors le théoréme
suivant 3

’ \ ’
THEOREME 1. - Si K a plusde p(=2 ou 3 ) éléments, le groupe engendré par

Uf et U* s qui n'est autre que le groupe dérivé c*s de ¢* » est simple. De

plus, FZ =FI' , B”Z‘/B’;v ¥ K*/K*° (en particulier, B} =3B! si K est parfait),

et GZ/G;' Y g*/M s O M est un sous-groupe de K* qui contient K*2 et -1 (4).

La partie de ce théoréme qui concerne B’; et G; sera démontrée plus loin, a
partir d'une définition d'ailleurs quelque peu différente de ces groupese. Pour ce

. *
qui concerne F4 , on renverra & [5].

2. Décomposition cellulaire.

Les notations étant celles du paragraphe 1 , soient W 1e groupe de Weyl de

8( =B, , F, ou Gz) , ww) (W e W) défini comme dans [3], H 1le groupe
formé par les h(y) , Q le groupe engendré par H et les w) , @ 2 Q -+ W
1'homomorphisme de noyau H défini par WW) ~~= w , W le groupe des éléments
de W invariemts prr m, H =HnG* , H =Hnd" , 0*=and*,
]

Q’B:an* .

I1 est clair que @(@*) ¢ W* . En fait, on a le théoréme suivant :

2 N
THEOREME 2. ~ w((*) = @) = W* . Autrement dit, Q*/u* ‘éog/ﬁg Cwk,

. . . . . s x
La démonstration se fait en construisant explicitement pour tout we W un
Www) dans G'' (les trois cas, B, , F4 » Gy , se traitant séparément)» Dans
la suite, on supposera toujours que les w(w) (v € W¥) sont choisis de cette fa=

GOne

Quel que soit w € W , on posera U‘: =U n w(w) .U_.w(w)-l s et, lorsque

wew, U =0T nww .Ut.w(w)-l

et une seule fagon, sous la forme d'un produit u'.w.u , avec u e U+ y WeQ et

. Tout élément g e G peut &tre mis, d'une

ut e Uf’(w) (théoréme 2 de [3]). D'autre part, @ et o envoient chacun des
groupes H, U , U et Q dans lui-méme (powr H , U_ et U_ c'est évident;
pour Q , cela résulte de ce que Q est le normalisateur de H , et H 1le cen-

tralisateur de an(H) et de ao(H)) 5 il s'ensuit que si g = u’.We.u appartient

(4) I1 n'est pas impossible que M = K™ (d'ou G; = G;’ ) quel que soit K .
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a ¢* y il en est de méme de u , u' et w . Par conséquent,

& N
THEOREME 3. - Tout élément de G* (resp. G*' ) peut &tre mis, d'une et une

seule facon, sous la forme d'un produit u'.sweu , avec u e U:‘_ y We O (resp.
Q) et u e UV,

Nous donnerons encore, pour chacun des groupes B; ’ G; et FZ » quelques
indications sur la structure de W' ’ Ut ’ B et H; .

Soit 8 =B, (resp. G, ) « W* se compose alors de 1'identité et de 1'opéra-
tion Y qui transforme chaque racine en son opposéee w(wo) échange Ut et
U:'_‘ s donc G* = Uf.H*. w(wo) .U: v Ut.H* , en vertu du théoréme 3. Il en résulte

que G* est doublement transitif sur l'espace I = G*/U:.H* , des classes laté-

N

rales a gauche de Ut.l—l* dans G*. En effet, on peut identifier canoniquement

I' a la réunion Ut ulw} de Ut et d'un point o« , image de 1'élément neutre,
et le sous~-groupe Ut de G* opére transitivement sur lui-méme et conserve o .
Nous retrouverons plus loin (paragraphes 4, 5, 6) cette représentation doublement
transitive de G* . Le sous-groupe H* est isomorphe au groupe multiplicatif

K* de K ; 1'isomorphisme peut étre établi de telle fagon que Hg corresponde au
sous=-groupe k*%4e¢ k* (resps & un sous-groupe M satisfaisant aux conditions
du théoréme 1). U: est nilpotent de classe 2 (resp. 3) et les quotients de sa
série centrale ascendante sont tous isomorphes au groupe additif x* (1a struc-
ture précise de U:‘ sera donnée au paragraphe 6)e Si on désigne par a et b les
racines simples, a étant la plus courte, on a, pour une normalisation convenable
des X, (t) ,

U: = {xa(t) .xb(i?). a+b(u)'x2a+b (t6+2 + 0} (t , u €K

(resp. xa(t)-xb(to)-xa+b(u)-x23+b(v)-x3a+b(u° - t°+2).x3342b(v° - %)

(t,u,vek)) .
*

Soit 9= F4 . W est alors un groupe diédrique d'ordre 16 . H est

jsomorphe 3 K x K* . De plus (5), il existe des sous-groupes %, et

(5) Les propriétés suivantes ne sont pas énoncées par R. REE, mais se dédui-
sent assez aisément de ses résultats.
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LES GROUPES SIMPLES DE SUZUKI ET DE REE

Yy i4=+1,+2,+3, +4) , respectivement isomorphes & K" et a 1'"unipo-
tent! U’: de BZ » ot jouissant de propriétés tout & fait analogues a celles des

:zr des groupes du T8hoku, telles que, par exemple :
£y ot y; sont invariants par R )

les automorphismes intérieurs correspondant aux éléments de Q1 permutent les X,
et les y 1 de la méme fagon que les automorphismes euclidiens de la figure 1 per-
mutent les demi~droites qui la come
posent (on voit que leMschéma de
Dynkin" de F' est un trait sextuple,

4
ce qui rompt un peu la monotonie d);

af J @roupes Zy g eeey Zj N
choisis parmi les ff;i ’ yi g cCOrres—
pondent & toutes les demi-droites de
la figure 1 contenues dans un angle

aigu ("cBne convexe¥) © , tout élé-
ment du groupe U® qu'ils engendrent
peut 8tre mis, d'une et une seule
fagon, sous la forme d‘'un produit

zlozz...zj sy avec z eZm ;81 ©

et ©!' désignent deux angles aigus,

U@, 3

est engendré par les 321 s Yy
(i>0).3

U@n@' = en

pour tout i, mi et %_i (resp. yi et y_i) engendrent un groupe isomorphe
Tk
a PSLz(K) (resps & B,! )
al G; (respe c* désigne le groupe engendré par U+ et & 1 (respe Y 1) ’
les ensembles G/ G, et G*/c* constituent, avec la relation d'incidence usuelle
[10], un octogone généralisé (cf. [12], Appendice) ; on a ainsi une "interprétation

géométrique” de FI comme groupe d'automorphismes de cet octogone ; etce

3 Groupes finise

Soit K 1le corpszfini de q=2 (respe 3") éléments. On voit aisément que le
Frobenius x ~a» X~ (resp. x3 ) posséde une racine carrée, d'ailleurs unique, si

et seulement si n=2m + 1 , Dans ce cas, on peut définir les groupes finis B;

69



J IITS

et FI (resp. Gz) s qui sont simples dés que m >0 , en vertu du théoréme 3 (dans

le cas de 62 s il faut remarquer que, en raison de l'hypothése faite sur n, =1

n'est pas un carré dans K , d'ol il résulte que ~1 et K"‘2 engendrent K*) .
Les ordres o(G¥) de ces groupes se calculent aisément & partir des résultats

du paragraphe 2, et on trouve

o (B;)

) (G;)

0% (@ + 1)ufq - 1) ’

Celd + e(qg-1) ,

o) =q %@+ D@ - D@+ Dela=1) .

On constate que o(B"Z‘) n'est pas divisible par 3 , propriété qui n'est parta-
_gée par aucun autre groupe fini simple connue R« REE note qu'on peut montrer que

les G; sont aussi de nouveaux groupes simples en utilisant le fait que o(GZ)
est divisible par 8 et non par 16 + Enfin, on peut s'attendre & ce que la mé-
thode d'Artin donne un résultat analogue pour FZ « Les B; sont les groupes de
SUZUKI [9] (cfe le numéro 4.3).

4o Une définition géométrique des groupes B; .

4¢1. = Dyaljté dans les "complexes linéaires" en caractéristique 2. — On emploie-

ra & plusieurs reprises la notation abrégée suivante : "Un espace projectif
5(%;0 261 5 eee ) " = "Un espace projectif Z dans lequel on se donne un systéme
de coordonnées hcmogénes 50 ’ E,l gy o+« " o D'autre part, une variété quelconque

sera toujours assimilée & l'ensemble de ses points rationnels sur K .

Soient K un corps de caractéristique p et E(:b 2 X 9 Xy, x3) un espace
projectif & 3 dimensions sur K . Les droites de E peuvent &tre repérées au mo-

yen de leurs "coordonnées de Pliicker" pij satisfaisant & la relation

Po1°Pa3 * PoaeP3y *+ Poz*Pyp = 0 . Considérons l'ensemble ("complexe linéaire") L
des droites telles que py; = Py3 * Elles sont représentées, dans un espace projec-
tif & 4 dimensions D(py , Py, » Po3 » Pip s p31) , par les points d'une

hyperquadrique V , d'équation

2
Por * Ppa*P3y * Po3ePyp =0 .

s

Supposons & présent que la caractéristique p de K soit égale 3 2.
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LES GROUPES SIMPLES DE SUZUKI ET DE REE

Les hyperplans tangents & V se coupent alors en un point, de coordonnées

Pop = Po3 = P = Py = 0 ,-ce qui permet de défindr (par "projection" 3 partir de ce
point), une injection "rationnelle" de V dans un espace projectif

F(YO’ Y1 0 Vo Y3) y par
(p01 » B2, 1‘03, Pio» p3’1)""') (Yozpozy N =P31 ’ y2=p03 ’ YB =P12)

Les coordonnées de Pliicker des droites de F seront notées Qs o A l'ensemble
des droites de L qui contiennent un point donné (xO y ey Xy de E corres-
pond une droite de V , donc une droite de F dont les coordomnées de Pliicker sont,
d'aprés un calcul élémentaire,

2
Q1 = = XX F KXy, G, =X, gy =R,

_ R _ R
A1 FX 9 G T X
et qui, en particulier, appartient & 1'ensemble de droites M d'équation
9p1 = dp3 ¢ Alnsi est établie entre (B , L) et (F , M une sorte de dualité,
constituée par deux injections &: L o F et &' ¢ E » M s telles que si
X et d désignent respectivement un point de E et une droite appartenant & L ,
les propriétés xed et 0(d) e &' Qc) soient équivalentes.

Désignons par G(E , L) (resp. G(F , M) 1le groupe, isomorphe & PFSp4(K) =B,
du Téhoku, des projectivités de E conservant L (resp. des projectivités de F
conservant M) . La "dualité" entre (€ , L) et (F » M "induit" un monomorphis-
m 6% : GE,L) - GEF s M , défini par % (g) (87 (a)) = 67 (g(a)) , pour tout
g €eGE , L) et toute droite de L .

4e2. = La "polarité" f . - Supposons & présent que le Frobenius de K posséde
une racine carrée o , et considérons l'application semi-lindaire f : E - F

définie par
(xo,... ,x3)~s—) (yozxg,... ,y3=x§) .

Du numéro 4.1, il résulte immédiatement que si x et x! sont des points de E ,
la relation " f(,?f) appartient & la droite &'(x!) " est symétrique ; f apparaft
ainsi comme une sorte de polarité. On désignera par I' 1'ensemble des points x
tels que f &;’c\)' appartienne & sa "polaire" & (x) o

Introduisons & présent, dans E privé du plan %X =0 ("plan & 1'infini"), des
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coordonnées non homogénes x = xz/x0 y ¥ = x3/x0 y 7= xl/x0 « Un calcul é1é-
mentaire montre que I' se compose du point XK =X= 0 , qu'on désigners

par « , et de l'ensemble I - {1} s entiérement "3 distance finie", d'équation
(4+241) Z = Xy + POALN y° .

* * . . .
443+ Les groupes G et GO « = On voit aisément qu'il existe un monomor phisme
*

. (o s *
£7 ¢+ GE , L) » G(F , M défini par £ (g (f®) =£(g(x) » pour tous
ﬁ:’c\‘eE et ge€G.

On désignera par G*(f) 1le groupe des éléments g e G(E , L) tels que
% () =86™(e) (groupe des projectivités "conservant f " ) ; G*(f) n'est au-
tre que le groupe B; (le 1ien entre les deux définitions est apparent) . Il est
clair que c* (f) est contenu dans le groupe de toutes les projectivités de E
qui conservent 1l'ensemble [ , lequel sera désigné par ¢* (en fait, G*(f) =G* 3
voir plus loin). Le groupe des éléments de ¢* sy dont le déterminant est une puis-
sance 4e, sera noté G .

0
Les projectivités
ta,b: (X 5 7y 2) anm (x+a,y+b+a°x,,z+ab+a6+2+b°+ay+awlx+bx)
(a,bek) ,
bt (X, ¥ 5 3) ano x , ¥y, k%% 2) kex%,
W

(s X 5 %, "3)""’" (x5 %5 X0 xz)!

appartiennent & G*. Powr t et hk , cela résulte d'un calcul facile; quant

a,b *
3 la projectivité w , il est immédiat qu'elle appartient & G (f) (6). De plus,

J('zat 1)

d .
et we Gg s tandis que hk e G; si et seulement si k € K*°, Enfin, on vé-
rifie aisément que {-‘ba b} =T% et {hk} = H* sont des groupese

s

IEMME lo = Si K a plus de deux éléments, les hk sont les seuls éléments de

G* conservant les deux points = et x=y=2=0,

DEMONSTRATION. - Une projectivité conservant © et I' conserve le plan X, =0 ,
qui est en effet le seul plan contenant & dont 1tintersection avec I' se réduit

3

4 ce pointe. Il s'ensuit qutune projectivité conservant T , =2 et x=y=2=0

(6) On peut aussi vérifier par un calcul direct que w € ¢* . Le seul point quelque
peu délicat de la démonstration consiste & établir que, s I , z =0 implique
x=y=0, or cela résulte immédiatement de la relation yo*! = x2% + z2(:® " +7y) ,
conséquence de 4.2.1.
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est une transformation linédaire représentée par une substitution linéaire et ho-
mogéne sur X , Y , 2 . Tenant compte du fait que I' et «» sont conservés,

on voit que si on effectue cette substitution dans la fonction =z + xy + x‘”2 + yc ,
celle~ci doit &tre multipliée par une constante, mais il en est alors de méme de

x0*2 , ¥° , en vertu de 1'indépendance

ses "composantes homogénes" 2z , Xy ,
lindaire des endomorphismes multiplicatifs de K (cf. [2], paragraphe 7, n°® 5)

(on utilise ici le fait que K* £ F2 , puisqu'il faut supposer que les endomorphis-
mes 1, 2, o et ¢+ 2 sont tous différents entre eux). Par conséquent, la
projectivité en question est de la forme (x , ¥y, 2) ~= (k, x, ky ¥ kg z) ,

et la démonstration s'achéve par un simple calcul.

’ -

THEOREME 4. - Le groupe Gg (et a fortiori G*) est doublement transitif sur
' « 8i K a plus de deux éléments, c* (respe GS) est engendré par les projec—
tivités t . (a,beK) , h (kek¥ (resp, K*9) et w ®). Tout élément
Bl addci] , = —_—
de G* peut 8tre mis, d'une et une seule fagon, sous l'une des deux formes

* . * ok L gk /e T

ta,b'hk ou ta,b'hk'w'tc,d (@a,b,c,de K, ke K Enfin, G/GO /

DEMONSTRATION. ~ Le groupe engendré par les b 2 les n (ke K9) et w
est doublement transitif sur I ; en effet, le sous-groupe ™ s qui conserve )
est transitif suw I ~{w}, et w "bouge" « . Le théoréme est alors une consé-
quence immédiate du lemme 1 et du fait que T* est simplement transitif sur
T = {e].

COROLLAIRE. - G*(f) =G* .

I1 suffit de vérifier que t, p» B et w appartiement & c*(f) .
’

REMARQUE. -~ On notera que le théoréme 4 a été établi sur la base de la seule
définition analytique (4.2.1) de T , sans méme faire intervenir f (si on tient
compte de la note (7).

4.4, Propriétés de T . Calottes. — L'équation (4.2.1) montre que toute droite
passant par .2 et non contenue dans le plan Xy = O recoupe I' en un et un
seul point. Tenant compte de 1'"homogénéité" de I (théoréme 4), on en déduit im-

médiatement la

PROPOSITION 1. - Toute droite de E coupe ', en 0, 1 ou 2 points. Les

droites passant par un point donné de l'ensemble I et qui ne le recoupent pas

(8) C'est essentiellement la définition de SUZUKI [9] du groupe B’; .

73



J. TITS

ailleurs (tangentes) forment un plan.

COROLLAIRE, -~ Lorsque X = Fq est le corps fini de q = 22m+1 éléments, I est

formé de q2 + 1 points.

Désignons par Er, l'espace projectif & r dimensions sur Fq (@ = pn s D
quelconque) . Un ensemble de N points de cet espace est appelé une N~calotte si
toute droite le rencontre en 0 , 1 ou 2 points. Les ensembles de ce type ont
été abondamment étudiés par B. SEGRE et son école (cf. notamment [1], [6], [7]).On
leur doit en particulier le

THEOREME 5 (SEGRE-BARLOTTI). - Si p # 2 , une (q + 1)=calotte dans Byq oSt
8i une calotte dans E, == est

une conique, une (q2 + 1)-calotte dans E est une quadrique, et il n'existe

pas de (¢ + 1)-calotte dans E -
ag de (q + 1)-calotte dans E = pour r>3.,

»
En caractéristique 2, la situation est plus compliquée. Dans E2’q il existe
des (q + 1)-calottes qui ne sont pas des coniques (par exemple l'ensemble formé
de q points d'une conique et du point de rencontre des tangentes de celle-ci).
L'exemple de T montre qu'il existe aussi, dans E3 a? des (q2 + 1)=calottes
qui ne sont pas des quadriques (l'exemple donné per B. SEGRE dans [7] pour q =8
est un cas particulier de celui-~ci. (7)). Mentionnons encore le résultat suivant,

(non publié), da i l'auteur :

PROPOSITION 2. - Soit I une (qr"l + 1)—calotte dans Er q (@ = 2n) « Supposons
-_— 3

gqu'il existe sur ' un point o Yel que le groupe des projectivités conservant

I' et ce point posséde un sous-groupe invariant simplement transitif sur I - {1

et au moins un sous-groupe cyclique d'ordre q ~1 . Alors r =2 ou 3 « Si

r=2, TI' est, dans un systéme de coordonnées affines x , y convenablement

choisi, une "courbe" d'équation y = x° complétée par le "point & 1'infini sur

l'un des axes de coordonnées", o désignant n'importe quel automorphisme de K

ayant 1 pour seul point fixe. Si r =3 , I est soit une quadrique, soit 1'en-

semble défini au numéro 4.2.

5. Une définition géométrique de G’; 0

On peut donner pour G‘2 an caractéristique 3 des résultats tout & fait paralléles

& ceux des numéros 4.1 & 4.3. On se bornera & en indiquer les grandes lignes. Tout ce

qui suit résulte d'ailleurs de calculs élémentaires.

Soient K un corps de caractéristique 3, p(x* s X9 0 Xp K aXgs Xy ,;%,) un

(7) Remarque commmiquée a 1'auteur par Mlle FELIEGARA.
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espace projectif & 6 dimensions sur K , E 1'hyperquadrique d'équation
2 I d
D2 X,eX,, =0 , L 1l'ensemble de droites (appartenant toutes & E ) défini
i=0
par les équations
Byt P ey =0
. =0
(5.1) Fegr T P(4) (142)
2
2 Pisy =0
iso 11
(1=0,1,2; les calculs sur indices
se font mod 3 ) ,

G(E , L) 1le groupe des projectivités de P conservant L (donc aussi E )

a

(groupe G, du Téhoku sur K ) et V 1a variété & 5 dimensions représentant L

2
dans l'espace projectif & 13 dimensions D(p*i ’ p*i' Pyj (= Pyge = 0)).
Sur V, p3 , p3 et p?., sont des polyndmes en les Pyiv (1 £3) et
*i *i' 11 J

Poor = Pryr Py - Pooe =+ ) , lesquels satisfont d'autre part & la relation

2
(Pogr = Pyye)™ + PopasPygs *+ ProsePory + PygrePogr =0 .

Cela permet de définir une injection "rationnelle" ("projection® 3 partir de 1la

variété linéaire A = Pijv = Poge = Pyja =0 1#A3Y

(5.2) (p*i B,y ? Pig) o G = Ro00 < Py s BT Ry 0 Vg =Py(141)0)

*44
de V dans une hyperquadrique F = yi + Z ViV = 0 , d'un espace projectif

Q(y* ’» Yy yi,) 4 6 dimensions. On désignera par q*i ’ q*i. s etce, les coor-
données de Pliicker des droites de Q . Si (x* ’ X4 xi,) est un point de E ,

l'ensemble des droites de L qui passent par ce point a pour image dans Q (par Yine
termédiaire de (5.2)) une droite appartenant & l'ensemble M défini par les rela-
tions (5.1) ol on remplace p par q , et telle que

%01 = 90 = xi ’ q(i+1)i' = xi ’ qi(i+1)| = xiv .

Ainsi se trouvent & nouveau définies deux injections 6 ¢ L & F et &' : E » M
établissant une sorte de dualité entre (E , L) et (F , M « On peut alors,
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exactement comme au paragraphe 4, définir le groupe G(F , M) , le monomorphisme
6*: GE , L) » GF , M (dont l'existence résulte inmédiatement du fait, ai-
sément vérifiable, que les projectivités de D induites par les éléments de

G(E , L) laissent invariantes A ), et, si le Frobenius de K posséde une ra-

cine carrée o, la "polarité"

" _.c _ 0 _ 0
£ro(x,, %5, Xiy) ~ =%, 73 =% 5 ¥5 =%,

le monomorphisme f* : G(E , L) - G(F , M) , l'ensemble I , les groupes

G*(f) et G* . Le point « de coordonnées X, =% =X =Xy = 0 appartient

& ' et l'enscmble T - &2} » qui est entiérement disjoint de 1l'hyperplan Xy = 0,
a pour équations, en coordonnées non homogénes

(x,5y,2,u,v,w= ("1/"2| ’ xo/xgl ’ x*/x2| ’ xo,/xz. ’ xl,/xz, ’ xg/le) ’
(543) u:xzy-xz +y°-x(’+3

20+3

v xof-zc+xy2+yz-x

w=xz°-x°+1y+x0+3y+xzy2—y°+1-zz+x2°+4'

Les projectivités suivantes appartiennent & G 3

t t(X Yy Ty ess)

a,b,c

b (x+a,y+a°x+b,z-ay+bx-ao+1x+c,...) (ayb,c €K)

(on laisse au lecteur le soin de compléter la définition en exprimant que (5.3)
est conservé)

20+3 v, k35+4w)

by (x,y,z,u,v,w).w.)(kx,k°+1y,k°+2z,k°+3u,k
(k e K*)
w s (x*,xi,xi,)-v—v-) (x* y 85 Xy, ,sixi) (€g =8y = =&,=1),

et on a le

b
T}IE?OREME 6s - G*¥ est doublement transitif sur I . Si K a plus de trois
€léments, il est engendré par les ta,b,c (aybycek, h (xe K5 et w,

Tout élément de G* peut &tre mis, d'une et une seule fagon, sous l'une des deux

Lormes ta,b,c'l"k x ta,b,c'hk'w'tal,bl,cl *
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COROLIAIRE. - G*(f) = G* .

REMARQUES.

1., - Les déterminants de t’a,b,c N hk et w sont des puissances 7e, done G¥*
est un sous-groupe de PSI..,7 (K) , ce qui est d'ailleurs déja vrai (et bien connu)
pour GE , L) .

2¢ = 11 n'est pas douteux que, comme B; et G; ’ FZ
le groupe des éléments de F4 (du T8hoku) qui "conservent" une "polarité" de la
géométrie associée & celui-ci (cf. [10], notamment le paragraphe 11), et que les
éléments de la géométrie incidents & leur "polaire" constituent 1'octogone géné-

peut &tre défini comme

ralisé dont il a été question au paragraphe 2.

6+ Une classe de groupes doublement transitifs.

Soient G un groupe doublement transitif de permutations d'un ensemble I tel
que le sous-groupe laissant fixe un point « de I posséde un sous-groupe inva-
riant U _, simplement transitif sur I -~ {~}, 0 et e deux points de I = {w} 9
H le groupe des éléments de G conservant « et O, U_ le ccnjugué de v,
qui a O pour point fixe, Go le groupe engendré par U+ et U_, HO =Hn GO s
t 1'élément de U, qui transforme e en O, t 1'élément de U_ qui transforme
o en e, t' 1'élément de U, qui transforme O en Tt (@ , et w 1a

transformation t.t.t! e G0 9 qui échange O et w.

Le groupe Go est manifestement transitif sur I' ; il contient donc toms les

conjugués de U+ dans G « C'est par conséquent le plus petit sous~groupe inva-
riant de G contenant U+ o

U_ étant simplement transitif sur l'ensemble T = {w}, on peut mmnir celui-ci
d'une structure de groupe "abstrait" U (qui sera notde additivement) ayant 0
pour élément neutre et telle que U = {ta » acU}, avee
(641) t. 8 XA 8+ X (xel)

a

on pose a + w =w) o« Les éléments de H sont des automorphismes de U ; l'action
de H sur U sera notée multiplicativement (i. es on posera hx = h(x)). On voit
aisément que G (resp. GO) se compose des transformations

(642) ta.h 8 X ~~- &8 + hx (a e V)

(6.3) ta.w.tb-h ! X ans a+ wb + hx) (a,bel) ,
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avec h e H (resp. HO) ¢ La transformation w2 = €& appartient a HO s €t on
peut donc écrire

(6.4) . w(wx) =ex (e € Ho) .

Si on désigne par h 1le transformé d¢ h € H par w , On a

(645) w(hx) = huw(x) .

Reprenant la définitionde t , T et son voit que t=t_ o t=w" .t
et t' =+¢

w(e)* ¥

o1 2 Avec e' =W (- w(e)) . Tenant compte de t.%.t' = w, on trouve

alors la relation Web oW =t e ).w.t y ¢ De fagon générale, cons:.dérons, pour tout

a €U , les transformations Wet W et t w( )"ty savec a'= w- (- w(a)) ; elles
transforment toutes deux « en w(a et 0 en O y donc leur quotient est un
élément Pq de HO » ce qu'on peut écrire

(6.6) wa +wx)) =wl@) + m(m-1 (- w(a)) + Py x) (pae Ho)
en particulier,

(607) pe =1 .

Notons encore qu'cn posant x = Wt (a) dans (646), il vient
-1 ~1

(608) pa-w (&) =W (- (A)(a)) .

Soit H le groupe engendré par les P, les 5& et € «Ilestolairque H, ¢ Hy
D'autre part, on vérifie aisément que les transformations (6.2) et (6.3), avec

he H1 y forment un groupe qui contient évidemment U+ et U_, donc G0 « I1

s'ensuit que HO = H1 o

Un calcul élémentaire montre que les résultats précédents admettent une récipro=
ques De fagon précise, on a le

TI{E')OR}BNE 7. -~ Soient U un groupe noté additivement, H un groupe d'automor-
phismes de U et w une permutationde U =~ {0} . Supposons qu'il existe une per-
mutation h ~~s h de H , une application p : U - {0} = H et des éléments
ceelH et e eU -~ {0}, tels qu'on ait les identités (6.4), (6e5), (6.6) et (6.7)
pour tous heH et a, xeU - {0} (a#~w(x) , et soit Hy le sous-groupe
de H engendré par les p s les p (a eU - {0}) et & . Désignons encore par
I' = U u {o} 1'ensemble obtenu en adJ oignant un point «» & U, et posons

a+ow=ho=w(0) =« (a€U, heH , et W =0.Alors, les transformations
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de I' définies par (6.2) et (6.3), avec he H (resp. HO) forment un groupe
doublement transitif. Les transformations (6.1) forment un sous—groupe invariant
U+ du groupe des éléments de G qui conservent o . G0 est le plus petit sous-
groupe invariant de G qui contient U+ ;5 11 est en&endré par deux quelconques
des conjugués de U+ dans G . HO est un sous-groupe invariant de H et

C‘r/G0 o I-I/H0 « Enfin, on peut obtenir de cette facon tout groupe doublement tran-
sitif, tel que le sous-groupe obtenu en fixant un point possede un sous-groupe

invariant simplement transitif sur l'ensemble ol opere le groupe, moins le point

en qucstion.

EXEMPLES.

1, - Soient K un corps, U = x* (groupe additif), H = K* (opérant de la
fagon évidente sur H ) et w(k) = - K , d'ou k= i » Py = K et Hy = K
Alors, G = PGLZ(K) et Gy = PSL2(K) .

2

2.-Soient K un corps de caractéristique 2 dont le Frobenius posséde une racine

carrée o, U= {(x,y) |x, yeK avec la loi de groupe
X, 9+ @& ,y)=x+x ,y+3 +x°x') ,
H = k* y opérant sur U de la facon suivante :

o+l

ke(xy y) = (x, K y)

) avec z(a) défini par (4.2.1),

etyen posant (x , y) =a, wl) = ( z}z:.
K% =k* . Mors G et G, sont

. - -1
dtoy & =k, (z(a))20 O) ot Hy =
les groupes G*(.-.BZ) et GO du paragraphe 4.

3+ = Soient K un corps de caractéristique 3 dont le Frobenius posséde une rae-

cine carrée o, U={(x, 5y, z) ]x,y_,zeK} avec la loi du groupe

(xy,y,2) + (x , 5,2 = x+x ,y+y +x%x s 2 +28= X} +yx'-x‘+1 x!),

* 2
Ha K", opérant sur U de 1la fagon suivante,

o+l o+ )

Yk

ety en posant a=(x,y,2) , w() = (-‘-%g)- %&T -(—)—) s avec u(a) ,

(9) Pa se calcule aisément en égalant les 3z des deux membres de (6.8) s 86 un

faisant usage dfs identités sulzantes, faciles & établir & z(= a) =z 9
z(ua)) =2()7 , z(ka) =k 2(a) .

ke(xyy,2) = (kx, k
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v(a) et w(a) définis par (5.3), d'ou k = Kt » Pg =w(a)2'° (10 s Hy= M2—0
ot M désigne le sous-groupe de K* engendré par tous les w(a) « Alors, G est
le groupe G*(: G;) du paragraphe 5. En remarquant que 2 - g est un automorphis-
me de K* (puisque (2 -0) (2 +0) =1) , on voit que G/(}O ¥ H/H0 ¥ g*/M .

REMARQUE. - Le théoréme 7 et les données précédentes fournissent une définition
tout & fait élémentaire des groupes B’; et G; , mais pour montrer 1'existence
des groupes définis de cette fagon, il faut vérifier que les conditions (6+4) &

(6+7) sont satisfaites, ce qui est fort long.

PROPOSITION 3. = Si un sous-groupe invariant de G0 contient U+ y il colincide

avec GO o

Cela résulte du fait que, G étant transitif sur T , les conjugués de u,

dans GO sont tous les conjugués de U+ dans G «

PROPOSITION 4. -~ Si H est commutatif, H, contient tous les éléments de la

- =] 0
forme heh .

En effet, puisque G/GO o H/Ho est commutatif, G, contient le groupe dérivé

de G., or Bh™' ntest autre que le commtateur de w et h .

N
THEOREME 8. - Si H,
tel que 1'éuation x - E.h-l.x = a ait une solution pour tout a e U , alors
G

est commutatif et s'il existe au moins un élément h € HO

est simple. Si en outre H est commutatif, GO est le groupe dérivé de G »

0

DE')MONSTRATION. - Soit J un sous-groupe invariant non trivial de G . Celui~ci
étant doublement transitif, J renferme au moins une transformation transformant
0 en o, s0it X ~= a +h sw(x) (h1 € HO) « 81 By est commtatif, le comm-
tateur de x «w—» hx (heH ) et de cette t:pansformation est de la forme
X~ b+HbhTexeSi h satisfait a la condition de 1'énoncé, cette derniére
transformation posséde au moins un point fixe en dehors de o« , et olle est trans-
formée en 1-1'.h-1 T X~ E.h-l.x par toute transformation de GO qui conserve
o et qui amene ce point fixe en O . Enfin, le commutateur de E.h'-l et de
t, (cfe(6.1)) est t; , avec d=c - Fntee . Mais, en vertu de 1'hypothése
faite sur h , lorsque c parcourt U , il en est de méme de d « Par conséquent,
J contient U+ et J = GO en vertu de la proposition 3. La seconde partie de

1t'énoncé résulte de la simplicité de GO et de la relation G/Cr0 o H/HO

( ) On égale les 7z des deux membres de (6.8) et on fait usage des identités :
2%1: )) = = Z(a)( w(-2)=w(e), z(a)=-z@.w@)™" , wL@) =v@)l
z (ka) = .
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Le théoréme 8 a pour conséquence immédiate la partie du théoréme 1 qui concerne

B; et G; « Notons encore le

COROLLAIRE (SUZUKI). - Soit G un groupe doublement transitif de permutations
dfun ensemble fini I de 2m + 1 point. Si G renferme des permutations .diffé~

rentes de 1'identité ayant deux points fixes, et si, par contre, 1l'identité est la
G qui posséde plus de deux points fixes, G est

seule permutation appartenant &
simple.

4
DEMONSTRATION. -~ Le sous-groupe G_ de G formé par les éléments de ce groupe
wel donné est un groupe de Frobenius, donc les €lé-

qui laissent fixe un point
ments de G qui ne laissent fixe aucun point en dehors de constituent un
sous—groupe invariant U+ de G_, simplement transitif sur [ = {o}+ On peut
donc appliquer les considérations qui précédent. Une transformation appartenant

4 G et échangeant O et « ne peut avoir un cycle d'ordre impair >1 , sinon
une puissance de cette transformation aurait plus de 2 points fixes sans 8tre 1'i-
dentité ; il en résulte que cette transformation posséde exactement un point fixe,
donc que son carré est 1l'identité. Soient w et H définis comme plus haut, hy
et h, deux éléments de H et wy = hiw (=1, 2 . Lles transformations

Wy 3 Wy Wely e et Wy eWebdy qui échangent toutes 0 et e , sont involutives.

I1 en résulte que

-1
b h, = Wy ew = (wl.w.wz) W =W, oW =h, b ,

clest-ad~dire que H est commutatif, et

= w.hl W = Weld, W = wowl = h;l L]

h 1

1
Ltordre de H divise 2m -1 (puisque, par hypothése, H est simplement transi-
tif sur ses orbites différentes de {0} et {w}) ; ilestdonc impaire. Il en résulte
que tout élément de H est un carré, donc est de la forme fl.h-l setona G= GO ’
en vertu de la proposition 4.

D'autre part, quels que soient x , x' € ' = {0} et he H (h#1) , 1'égalité
x - hx = x' ~ hx' entralne -x' + x = hs{- x' + x) , d'ol x = x' ; en d'autres
termes, l'application de T ~ {o} dans lui-mfme définie par X ~~» X ~ hx est
injective, donc bijective ; et on est dans les conditions d'application du théoreme
8. Le corollaire est ainsi démontré.

REMARQUE. - Le groupe B, sur un corps K fini satisfait aux conditions de

1'énoncé précédent.
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