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LE PROBLÈME DE POINCARÉ EN DIMENSIONS ÉLEVÉES

par Michel A. KERVAIRE

(d’après J. STALLINGS)

Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960/61, n° 2CB

Décembre 1960

On sait que le problème de Poincaré est celui de décider si une variété fermée

~ ~ simplement connexe, de dimension 3 , est ou non homéomorphe à la sphère ù .
Le "problème de Poincaré" mentionné dans le titre est la généralisation de ce pro-
blème aux variétés de dimensions arbitraires : toute variété fermée Mf ayant le

type d’homotopie de la sphère Sn est-elle ou non homéomorphe à Sn ? (En dimen-
sion 3 , une variété fermée M3 a le type d’homotopie de S3 si et seulement

si elle est simplement connexe).

J. STALLINGS [8] démontre le théorème suivant :
, ,

THEOREME. - Si fermée, du type d’homotopie de Sn, admet une structure
de variété combinatoire, et si n est assez grand, alors Mn est homécmorphe à
Sn . 

-.2014201420142014201420142014

Cet exposé est consacré à une esquisse de la démonstration de J. STALLINGS pour
n = 9 et avec quelques indications sur les modifications à apporter
lorsque n = 7 et n = 10 (On verra que les cas n=2r-l et n = 2 (r + 1 )
présentent le "méme ordre" de difficulté). J. STALLINGS a affirmé que sa méthode
pouvait être utilisée pour démontrer l’homéomorphisme Sn dès que n > ~ ~
mais j’ignore le .procédé employé en dimensions 5 ~ 6 et 8 (Dans les "Notices"
de l’Amarican mathematical Society, tome 7, 1960, n° 7, p. 725, abstract 573-11~
M. L. CURTIS attribue à E. C. ZEEMAN le résultat pour n = 5 , 6 ) .

REMARQUE. - Comme toute variété différentiable peut être munie d’une structure
combinatoire (cf. J. H. C. WHITEHEAD [10], theorem 7) ~ le théorème ci-dessus est
encore valable sous l’hypothèse que Mn soit une variété différentiable. Sous cet-
te forme, le théorème a également été démontré par S. SMALE (l’article [7] ne
contient pas de démonstrations, mais S. SMALE a fait paraître récemment des notes
miméographiées contenant le détail de ses raisonnements).

1. Préliminaires.

Soient K1 et K2 des complexes simpliciaux. (A l’exception de la triangulation
introduite dans la démonstration du corollaire 2, tous les complexes
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simpliciaux considérés seront finis). Une application f : K~ -, K~ sera dite

rectilinéaire si f envoie tout simplexe de K. linéairement dans un simplexe de
Si les espaces de K’ et K sont identiques, et si l’identité K~ .~ K

est une application rectilinéaire, on dit que K’ est une subdivision (rectiliné-
aire) de K . On démontre que deux subdivisions K’ et K" d’un même complexe K

ont des subdivisions égales (Cf. J. W. ALEXANDER theorem [15 : 1]) .

Une application f : Kl .~ Kz sera dite semi-linéaire s’il existe une subdivi-

sion KI de Kl telle que l’application induite f : KI -+ K2 soit rectili-

néaire. La composition de deux applications semi-linéaires est semi-linéaire en

vertu de la remarque qui précède. D’autre part, l’inverse d’un homéomorphisme semi-
linéaire est semi-linéaire. On obtient ainsi une relation d’équivalence : deux

complexes K1 et K~ sont dits combinatoirement équivalents s’il existe un homéo-

morphisme semi-linéaire de Kl sur Un complexe combinatoirement équivalent
au n-simplexe sera appelé un n-élément. Un complexe combinatoirement équivalent
au bord Sn"1 du n-simplexe ~n sera appelé une (n - 1) -sphère combinatoire
(le bord de A est le complexe formé de toutes les faces de A sauf A lui-

m6me).

Soient K un complexe et A un simplexe de K . L’étoile de A dans K, notée

St (A , K) ~ est le sous-complexe de .K formé des simplexes (de K ) contenant A et

de leurs faces. L’ensemble des simplexes de St (A ~ K) qui ne rencontrent pas
A est un sous-complexe de St(A ~ K) , noté KA ou Lk(A ~ K) , appelé le complé-
ment de A dans K .

Un complexe M est une variété combinatoire de dimension n ~ si pour tout som-

met a e M , le complément M de a dans M est un (n - 1 ) -élément ou une

(n - 1)-sphère combinatoire. La variété M est fermée si, pour tout sommet a de

M , le complément M 
a 

est combinatoirement équivalent à 

THEOREME de J. Stallingse - Si M est une variété combinatoire fermée du type

d’homotopie de il existe une subdivision M’ de M et deux sous-complexes

E , E* c M’ tels que E et E* soient des n-éléments et

M = int E u int Et ,

pourvu que n soit assez grand (n = 9 ou n ~ 11 dans la démonstration ci-des-

sous, le théorème restant valable pour n g 5 d’après les affirmations de J.

STALLINGS).
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Comme E et E* sont homéomorphes au disque de dimension n ~ l’homéomorphie
Sn découle alors du théorème de M. Brown (Cf’. C2~ et 11 exposé de A.~ DOUADY

[3] à ce même séminaire).

COROLLAIRE 1. - Sous les mémes hypothèses sur n que dans le théorème de

Stallings, toute variété combinatoire fermée Mf du type d’homotopie de Sn peut
étre semi-linéairement plongée dans Rn+1 .

Pour n pair, y ce résultat était connu (cf. ~6~ ~ theorem (1.6) ) .
En effet, E peut être semi-linéairement plongé sur Rn c Rn+1 . Soit

Q cA l’image de l’adhérence (combinatoire) de Mf - E* par ce plongement. Soit
Q* le bord de Q . La réunion Q u C (Q’) de Q et du c8ne sur son bord est un

complexe combinatoirement équivalent à M . Si l’on réalise ce cône dans Rn+1
avec pour sommet un point c E Rn+~ - on obtient le plongement désiré.

Si I~ et Mn sont deux variétés combinatoires fermées du type d’homotopie de

S ~ leur somme connexe est définie comme suit : on prend deux éléments plongés
Er et E~ de bord S~ et S~ respectivement. On obtient M~ + Mn
à partir de la réunion disj ointe de Ci (1 - El) et Ci (M~ .. Ez) en identifiant

Sn1 et Sn2 par une équivalence combinatoire. (Ct (Mi - E ) est l’adhérence combina-

toire de Mi - Ici, Ei) _ (Mi - Ei) u Si) . On voit facilement que
la classe d’équivalence combinatoire de M1 + M2 ne dépend que des classes d’équi-
valence combinatoire de I~ et M .

Muni de cette opération, l’ensemble 19 des classes d’équivalence de variétés
combinatoires fermées du type d’homotopie de Sn forme un monoide abélien (asso-
ciatif). L’élément neutre est représenté par le bord du (n + 

COROLLAIRE 2. - 2~ est un groupe.

Il suffit de montrer l’existence d’un inverse. Soit Mn une variété combinatoire

représentant un élément de Ln. On a vu (corollaire 1) que’ Mn est combinatoire-
ment équivalente à Que (Q 0) plongée dans (notations du corollaire 1).
Soit une subdivision de Rn+1 telle que Q u C(Q’) soit un sous-complexe de

Soit c le sommet du cône C(Q") . Le complément Lk(c , Rn+1T) est une

combinatoire (la projection radiale de centre c établit un homéomarphis-
me semi-linéaire de Lk (c ~ Rn+~ ) sur le bord d’un (n + 1) -simplexe de de

barycentre e ) . On a Q cLk(c , RT ) . Soit Q’ l’adhérence combinatoire de
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Lk(c , n+I ) - Q . Puisque Q ~ _ {Q ~ )’ est une (n - 1)-sphère combinatoire,
M’ =Q’ u C((Q’)’) est une n-variété combinatoire fermée, et Lk(c , n+1) est

combinatoirement équivalente à M + M’ . Donc M’ représente un inverse du repré-
sentant de M dans 1~ .

D’autres conséquences (sur le plongement rectilinéaire de variétés combina-

toires) sont discutées dans [6].

2. Le théorème de Whitehead.

La démonstration du théorème de Stallings est basée sur un théorème auxiliaire
dû à J. H. C. WHITEHEAD que nous discutons tout d’abord.

Soient L un complexe et Er un r-élément. Supposons que L n Er soit-un

(r - 1)-élément. Le passage de K = L u Er à L s’appelle alors une réduction
élémentaire. Si l’on passe d’un complexe K à un sous-complexe L par une suite finie de réduc-
lions élémentaires, on dit que K est réductible à L. Un complexe K est (complètement)
réductible s’il est réductible à l’un de ses sommets. Comme toute subdivision d’un

r-élément est un r-élément, la réductibilité d’un complexe est invariante par sub-
divisions.

Le voisinage canonique N(K ~ M) d’un sous-complexe K de M est le complexe
formé des simplexes de M qui rencontrent K et de leurs faces.

Rappelons que la subdivision barycentrique de M modulo un sous-complexe K ,
notée sK(M) , est le complexe ; ensemble de tous les simplexes de la forme

(ao , ... , ap , a1 , ... , sq) ,
où ao , ... , ap sont les sommets d’un simplexe A E K et ... , sq sont

les barycentres de simplexes B1 ~ ... ~ Bq de M - K ~ tels que A c Bl C ... c Bq
(p > - 1 ~ notation A c B signifie que A est une face de B ) .
Comme K est encore un sous-complexe de s (M) , on peut itérer la construction.
On écrit pour sK(sK(M)) . 

K

THÉOREME de J. H. C. Whitehead. - Si K est un sous-complexe r éductible d’une

variété combinatoire le complexe N (K , s~ (M) ) ~ qui contient K en son in-

térieur, est un n-élément.

Une démonstration très détaillée est donnée dans [9]. Elle est trop longue pour
être reproduite ici (cf. théorèmes 2, 22n et 23n de [9]).
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3. Que lque s lemmes.

est une variété combinatoire. toute subdivision (rectiliné-

aire) de M j ouit de la même propriété.

DEFINITION. - A étant un simplexe d’un complexe K ~ le bord de l’étoile

St (A ~ K) ~ noté B(A , K) ~ est le sous-complexe de St(A , K) formé des sim-

plexes qui ne contiennent pas A (comme face). On voit sans difficulté que

où * désigne le joint et A. le bord de A .

Soient alors a un sommet d’une subdivision (rectilinéaire arbitraire) M’ de

M et A le simplexe de M de dimension minimale r contenant a. La proj ec-
tion radiale (de centre a ) fournit un homéomorphisme semi-linéaire de B(A , M)

sur M’a . Donc Mi et A’ * MA sont combinatoirement équivalents. On sait que,
M étant une variété, MA est un s-élément ou une s-sphère combinatoire, avec
r + s = dim M - 1 (Cf. J. W. ALEXANDER theorem [12 : 8]). Une récurrence sur
la dimension montre que ~r-1 ~, ~s est combinatoirement équivalent à et que

E ~r 4l est combinatoirement équivalent à r+s (on peut aussi se reporter à 
q

J. W. ALEXANDER thcorems [11 : 4] et [11 : 5]).

Si T est un complexe simplicial recouvrant le même espace que K ~ et si l’iden-
tité i : T .~ K est semi-linéaire, on dira que T est une triangulation de K.

f : K ~ M une application semi-linéaire , T une triangulation de
K . On dira que f est en position généra-le relativement à T ~ si, pour tout cou-

ple ~p ~ ~tq de simplexes de T , on a

dim f(ïP) n f((;q)  max (dim ,;P n ~q ~ p + q - dim M) .

On notera que si f : K -, M est en position générale relativement à T ,
alors est injective, {T} étant l’ensemble des sommets de T ~ pourvu que
dim M > 1 . Si dim K ~ dim M , alors la restriction est injective pour tout
simplexe de T .

LEMME 2. - Soient f 0: K ~ M une application semi-linéaire d’ un complexe K
dans une variété combinatoire et L un sous-complexe donné de K . Si f IL est
en position générale relativement à une triangulation TL de L qui se prolonge
en une triangulation T de K , alors il existe une application semi-linéaire
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f : K -~ M en position générale qui coïncide avec f sur L .

(I. e., il existe une triangulation T’ de K relativement à laquelle f est

en position générale). o

Le lemme s’applique en particulier si est injective.

Dans ce lemme, l’hypothèse que TL peut être prolongée en une triangulation de

K est essentielle. Exemple : L = deux segments de droite disjoints, en-

voie L dans le plan Rz avec un point d’intersection "propre" a des deux seg-

ments. Soient a’ et a" les pré-images de a dans L . L’application est

en position générale relativement à une triangulation TL de L si et seulement

si les points a’ 1 et a" ne sont pas des sommets de TL. On prendra pour K le

complexe obtenu en attachant deux segments à L en a’ et a" respectivement.

Toute triangulation de K admet a’ et a" comme sommets. On ne peut donc pas

prolonger f o IL en une application f : K -~ Rz en position générale.

DEMONSTRATION du lemme 2. - Il existe des subdivisions arbitrairement fines T*

de T telles que f o IL soit en position générale relativement à la restriction

de T* à L . On en choisira une telle que l’image par fo de l’étoile de tout

simplexe de T* soit contenue dans l’intérieur d’une des étoiles des sommets de

M . On gardera la notation T pour cette nouvelle subdivision. Soit TL la res-

triction de T à L .

On construira d’abord f ~{T} injective, et telle que f({T) - {L} ) n soit

vide. Soit X E {T} - St (a ~ M) une étoile contenant dans

son intérieur. Soit cp : St (a ~ M) -~ 6 n un homéomorphisme semi-linéaire. On

remplacera y = cp o f 0 (x) par c~ o f 0 (L) . Il existe une application semi-
linéaire g : St (x , T) ~ 6n telle que (po et g(x) = y’ . On

posera f 1 : St(x , T) -~ M~ égal à f 1 
La construction de f ({ T} étant terminée, on rangera les simplexes de dimension

positive de T - TL par ordre de dimensions non-décroissantes, à la suite des som-

mets de T et des simplexes de TL f L’ensemble des simplexes précédant un simplexe
03C4p (p > 0) de T - T L est un sous-complexe de T que l’on notera T(03C4p) . On

peut alors supposer par induction que l’application f définie sur L u T(T") est

en position générale relativement à une certaine subdivision de T mod Soit

St(a .~ M) une étoile dans M contenant f 0 (~ en son intérieur. On peut suppo-

ser que f (bord de est contenu dans l’intérieur de St(a , M) . Soit

(p : St(a.,M) ~ 6.n un homéomorphisme semi-linéaire. On étend 03C6 o f (bord de -c )
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à une application g : i p -~ 6 n , semi-linéaire, suffisamment voisine de

p et telle que pour tcut couple de simplexes aS , où or est un

simplexe d’une subdivision qui rend g rectilinéaire , et o est un sim-

plexe d’une subdivision de L u qui rend ~ o f rectilinéaire, on ait

dim g(é) n cp o f (03C3e)  max(dim ar n r + s - dim M) .

On pose alors fji = o g .

Pour obtenir f en position générale relativement à une subdivision de T, il

faut avoir soin, pour chaque simplexe de prendre g rectilinéaire par rap-

port à une subdivision de ~p qui induit sur le bord de ~tP la subdivision in-

duite par celle de TL u T (~~ .

4. Démonstration du théorème de Stallings.

Soient 1tP une variété combinatoire fermée et p ~ q des entiers non-négatifs

tels que n = p + q + 1 . Soit Tp le p-squelette de la (première) subdivision

barycentrique M’ de M ~ et T* le sous-complexe de M’ dont les simplexes ont

pour sommets les barycentres de simplexes de M de dimension > p ( dim T* = q ) ~
Il est facile de voir que tout point x de M - T u T* détermine univoquement
un segment [a , a*] joigant un point a de T à un point a* de T* . En

outre, a et a* dépendent de façon continue de x e M - T u T* .
Supposons alors que l’on ait deux ouverts U , U* de M tels que T c U et

T* q c U* . Il existe un homéomorphisme semi-linéaire h : M a M tel que

M = h (U) u U* .

On prendra h égal à l’ identité dans des voisinages U c U , U* c U* de T

et T* respectivement. Pour xeM-U ~ U*o , on imposera h(x)e 0 [a , a ] .
Pour démontrer le théorème de Stallings, il suffit de se ramener à la situation

ci-dessus avec pour U et U* les intérieurs de deux éléments E , E* semi-liné-

airement plongés dans M . D’après le théorème de Whitehead, pour obtenir de tels

éléments, il est suffisant de construire des complexes réductibles K ~ K* tels que

où M’ est une subdivision de M1 et T’p , (T*q), les subdivisions induites.

On peut se borner à indiquer la construction de K , en se rappelant toutefois
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que la condition imposée à p et n pour l’existence de K devra également être

imposée à q et n pour l’existence de K*.

LEMME FONDAMENTAL. - Si Mn est une variété combinatoire du type d ’homotopie de

L un sous-complexe de M ~ il existe un sous-complexe réductible d’une

subdivision M’ de M tel que

L’ c K c M’

pourvu que

2n-3dim(L) -~>0 .

L’ est la subdivision induite de M’ sur L .

On obtiendra K et K* (réductibles, contenant T et T* ) en prenant
L = Tp , puis L = T* dans le lemme ci-dessus. On doit donc avoir simultanément

2n - 3p - 5 > 0 et 2n - 3q - 5 > 0 .

- Si n est impair, n = 2r - 1 , on prendra p = q = r - 1 . On a alors la condi-

tion

2n - 3p - 5 = 2(2r - 1) - 3 (r - 1) - 5 = r - 4 > 0 ,
d’où n > 7 .

- Si n est pair, n = 2(r + 1) , ~ on prendra p = q + 1 = r + 1 . La condition de-

vient

2n - 3p - 5 = 2 (2r + 2) - 3 (r + 1) - 5 = r - 4 > 0 ,

d’ où n > 10 .

, 
A

DEMONSTRATION du lemne fondamental. - Pour construire K ~ on part du cône L = C (L)
sur L . Puisque Mn a le type d’homotopie de Sn, y il existe une application semi-
linéaire de L dans M qui prolonge l’inclusion L c M . Soit fo : L ~ M cette
application. D’après le lemme 2, il existe une application semi-linéaire f : L -~ M

en position générale qui prolonge l’inclusion L c M .

Soit T la triangulation de L relativement à laquelle f est en position gé-

nérale. Le complexe des singularités de f ~ notation S(f) , semi-linéairement

plongé dans est par définition la réunion des intersections f(i1 n 
avec p + q - dim 03C4p ~ -cq > n ((03C4p , 03C4q) parcourt l’ensemble des couples de sim-

plexes de T ). On a
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dim 2(dim L + 1) - dim M ,
car dim 03C4p ~ 03C4q  p + q - dim M entraîne dim f(03C4p) n v  p + q - n , 
plication f étant en position générale relativement à T. Puisque f est injec-
tive sur chaque simplexe de T ~ il en résulte que

d im f 1 s(r) = d im s(r) .

Soit S l’ensemble des simplexes de f 1 S (f) qui ne rencontrent pas le som-
met du cône L. Les génératrices du c8ne L qui rencontrent S forment un
"sous-c8ne" C de L . 

0

0

dim C _ dim S (f) + 1  2 dim (L) + 3 - dim M ,

et 
o

Puisque So est un complexe semi-linéairement plongé dans ~ ~ il existe une
subdivision de  dont C o est un sous-complexe. On voit faci le ment que  est
réductible à C , et, puisque C 

0 
est injective il s’ensuit que est

réductible à f (C o) .
Posons K = CI = f (C ) C Ko . Soit K le cône sur Ci (Ko ~ K1 = CI).

Puisque Mn a le type d’homotopie de il existe une application semi-linéai-
re g : Ko u K1 -~ M qui prolonge l’inclusion En appliquant de nou-
veau le lemme 2, on obtient une application semi-linéaire g t K u K~ .+ M en

position générale, qui prolonge Ko C M . Soit S (g) le complexe de singularités
de g. On a

dim S (g)  dim Ko + dim Kl - dim M

~3 dim(L) + 5 - 2 dim(M) .

Sous l’hypothèse du lemme, l’ensemble S(g) est vide ; autrement dit, g est
un plongement. Comme Ko 

, 

est réductible à K 0 u It 1 est réductible à x~ ,
donc complètement réductible. g (Ko u I) est donc complètement réductible. D’au-
tre par t L c g(Ko u Kl ) . Il ne reste plus qu’à subdiviser M pour que u K )devienne un sous-complexe K (ceci est possible puisque g est semi-Unéaire) .

5. Les cas et dim M = 10 .

On est amené à étudier le cas où

3 dim(L) + 5 = 2 dim(M)
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dans le lemme fondamental. On obtient

dim S (g) = 0 ,

ce qui signifie que l’on peut avoir des points d’intersections simples de

g(Ko - Ko n Kl) avec g(Kl - 11) . Soit p un tel point, p’ E K - K n 11
et p" E Kl - Ko n Kl ses pré-images par g . Soit [cp"1 la génératrice du cône
L de sommet c passant par pif ( p" puisque K 0 n Kl) . On va indiquer
une modification de l’application g ~ dans le voisinage de p’ (dans K - K n Kl ) ~
de manière à faire disparaître le point d’intersection p . Il suffit de "pousser"
le point g(p’) le long de g[cp"] jusqu’à ce que l’on atteigne, et dépasse un
peu, l’image par g du bord du c8ne L (c’est-à-dire L c M ) . On peut prolonger
cette déformation en une déformation semi-linéaire de g qui se réduise à l’iden-
tité dans l’extérieur d’un voisinage arbitrairement petit de p’ dans K - K n K .
Cette opération est utilisée par R. PENROSE, J. H. C. WHITEHEAD et E. C. ZEEMAN

dans leur article [6] où l’on trouvera les détails de la construction (cf. Démons-
tration du lemma (2.7)). Les points constituant S(g) ayant été éliminés de cette

manière, on obtient un plongement de Ko u K1 dans M ~ et l’on est ramené à la
situation considérée dans la démonstration du lemme fondamental.

6. Variétés sans structures différentiables.

Dans l’article (4 ~ ~ J. MILNOR construit une famille de variétés différentiables
dont le bord est une variété différentiable du type d’homotopie de 

Les variétés w sont (2k - 1) -connexes et on pour index I (1~k) ~ 8 ( k en-

tier, > 1 ).

D’après le théorème de Stallings, le bord de M est homéomorphe à S4k-l .
La réunion de W4k avec le c8ne sur son bord est donc une variété topologique trian-

gulable (toutef ois, on ignore si peut être munie d’ une structure com-

binatoire).

Si k = 3 mod 4 , la variété M4k n’admet aucune structure différentiable. En

effet, dans l’éventualité contraire, n serait presque parallèlisable (la seule
obstruction à la construction d’un champ de 4k-repères tangents sur M - xo es t

dans H2k (M ; 7T 
2k-1 

un point de l~k . Pour k == 3 mod 4 , on

a 2k - 1 ~ 5 mod 8 ~ donc (S04k) - 0 , ’ " les résultats de R. BOTT).
Or on sait qu’une variété différentiable, fermée, presque parallèlisable de dimen-
sion 4k a un index divisible par
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(Cf. [5] pour la démonstration et les détails sur les entiers ak et num(B./4k)) .
Comme I (I~k) _ I(0k) , il en résulte que n’admet de structure différentia-

ble pour aucune valeur de k E 3 mod 4 .
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ADDITIF

Dans la définition d’une application f : KM en position on doit

incorporer la condition que f est injective sur les simplexes de K dont la di-

mension est inférieure ou égale à dim M . La démonstration du lemme d’existence
d’une application en position générale reste inchangée : l’application construite
dans la démonstration de ce lemme vérifie la condition d’injectivité demandée ci-
dessus.
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