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Séminaire BOURBAKI 2
’ o 1
13e année, 1960/61, n° 219 Mai 1961

CERTAINS SCHEMAS DE GROUPES SEMI-SIMPIES
par Claude CHEVALLEY

1, Schémas de groupes,

Si C est une catégorie et X eObC, une structure de groupe sur X consiste,
par définition, en la donnée, pour tout Y €ObC, d'une structure de groupe sur
1'emsemble Homy, (Y, X) , ces structures de groupes satisfaisant & la condition
sulvante ¢ si n: Y - Y' est un morphisme de C , l'application E'a~ns E'n
de Hoam(Y' , X) dans Homy(Y , X) est un homomorphisme de groupes. Dans ce qui
suit, nous ne nous intéresserond qu'au cas oi C est la catégorie des schémas
affines sur un anneau commutatif K ; aussi appellerons-nous schémas sur K 1les
schémas affines sur K et schéma de groupes sur K une structure de groupe sur

un schéma affine sur K ,

Revenant pour un instant au cas d'une catégorie quelconque, C , supposons données
des structures de groupes G et G' sur des objets X et X' de C , Un homom
morphisme de G dans G' est, par définition, un morphisme p ¢ X X' dans
C tel que, pour tout Y eObC, 1l'application & - ¢f de Hom(Y , X) dans
Hom(Y , X') soit un homomorphisme de groupes.

Soit 6 wun schéma de groupes sur K , et soit P son algébre affine. le pro=
duit dans Hom(G x G, G) des deux projections pry et pr, de Gx G dans G
est un morphisme m : G x 6 -G dont la connaissance détermine la structure de
groupe de G, car, pour tout schéma affine 6 sur K » la multiplication dans
Hom(6 , ® est donnée par la formule (E,l , 52) ~~m o (&‘,13@2) + Le morphisme
m se traduit par un homomorphisme d'algébres p: PasPaeP.

L'élément neutre de Hom(Spsc K ,  est un morphisme e : Spec K =+ qui se
traduit en un morphisme € : P - K . L'anneau local du noyau de €& s'appelle

l'anneau local de 1'élément neutre de G .

EXEMPIE, - Soit M un module libre de rang fini sur K . Désignons par E 1le
module des endomorphismes de M , par E* 1o dual de E , ot par S 1'algébre
symétrique de E* , la composition des endomorphismes fournit une application li-
néaire E xE >E , d'oy une application linéaire E* 5 E* x E* et wn hemomor-
phisme d'algébres Mg :5+S®S. A toute base d¢ M correspond canoniquement
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une base de E , donc une base (gij) de E™, et 1'élément D = det(gij)e S ne
dépend pas du choix de la base de M ; de plus, on voit facilement que l'applica-
tion canonique de S dans son anneau de fractions P = S[D"l] est injective, ce
qui permet d'identifier S A une sous-algébre de P, puisque pg se prolonge

en un homomorphisme p : P -» P e P . Enfin, on démontre que p définit une struc-
ture de schéma de groupes sur K admettant P comme algébre affine ; on désigne

ce schéma de groupes par GR(M) .

Soit maintenant I un groupe d'automorphismes de M . Les éléments de P défi-
nissent des fonctions & valeurs dans K sur le groupe des automorphismes de M 3
ceux des é1éments de P dont la fonction associée est nulle sur I forment un
idéal 3 de P, etona p(B)cI s P+ P el ; il en résulte que p définit
par passage aux quotients un homomorphisme [i de P = P/Y dans Pe P, et on
voit tout de suite que cet homomorphisme définit un schéma de groupes G sur K
admettant P comme algébre affine ; on dit qus G est le shéma de groupes sur

K associé & I . Il est clair que G, en tant que schéma, est un sous-schéma de
(M) et que 1l'injection canonique G - GR(M) est un homomorphisme de schémas
de groupes ; on exprime ces faits en disant que ¢ est un sous-schéma de groupes
de ®@M) .

Supposons maintenant que K soit un corps algébriquement clos. Soit G un sché-
ma de groupes quelconque sur X , d'algébre affine P . On montre alors que, pour
que ¢ soit associé & un groupe d'automorphismes d'un espace vectoriel V de di-
mension finie sur K , il faut et il suffit que les conditions suivantes soient

satisfaites :
1© P est de type fini sur K ;

20 P ne contient aucun élément nilpotent différent de 0O (il suffit méme que
1'anneau local de 1'élément neutre ne contienne aucun élément nilpotent différent
de 0).

Revenons au cas oi K est un anneau commutatif quelconque. Soient G et 6!
des schémas en groupes sur K et h un homomorphisme de G dans G' . En tant
que morphisme de schémas, h admet une image fermée § , qui est un sous=schéma
de G' . On voit facilement que § peut &tre muni d'une structure de schéma de
groupes, et d'une seule, telle que l'injection canonique i : § - G' soit un
homomorphisme ; § devient donc un sous-schéma de G' , qu'on appelle 1'image de

l'homomotphisme h . Le morphisme h se met sous la forme h=1o hl s O hl
ost un épimorphisme de schémas: G -»§H; h; est un homomorphisme de schémas
de groupes.

220



CERTAINS SCHEMAS DE GROUPES SEMI-SIMPLES

Soient maintenant K un anneau commutatif et L une algébre sur K . Soit 6
un schéma de groupes sur K , et soit G, 1e schéma sur L qui s'en déduit par
extension des scalaires. La multiplication m ¢ 6 x 6-6 définit un morphisme
de schémas mp: § x G . 0n vérifie facilement que my définit sur G une
structure de schéma en groupes sur L ; on dit que GL est le schéma de groupes
déduit de G par extension & L des scalaires. Soit 6 un schéma sur K ;
ltapplication canonique h h; de Hom(6, G) dans Hom (6, , Q‘L) est un homo-
motphisme pour les structures de groupes de ces deux ensembles, Par ailleurs, si

6 est un schéma de groupes sur K , et si h est un homomorphisme de 6 dans
G, hL est un homomorphisme de schémas de groupes sur L . Si § est un sous=

schéma de groupes de G , ‘5L s'identifie & un sous-schéma de groupes de (EL .

Donnons-nous maintenant un sous-schéma en gréupes ! de (SL . On peut alors
associer & R un sous-schéma en groupes de G qui se définit comme suit : G,
est muni d'une structure de schéma (pas de schéma en groupes !) sur K, et il y
a un morphisme canonique p : GL - G ; on voit alors facilement que le Sous~-schéma

de G image fermée de R par p est un sous~-schéma en groupes de G

Dans la suite de cet exposé, nous appellerons simplement schémas, ou schémas en

groupes, les schémas, ou schémas en groupes, sur R

2, Le principal résultat.

Le probléeme dont nous nous occupons est le suivant s définir, pour chaque type de
groupe semi-simple complexe I' , un schéma en groupes G sur ,\,ZV tel que, pour
tout corps algébriquement clos F , le schéma de groupes (BF sur F déduit de
® par extension & F du corps de base soit associé au groupe semi-simple I‘F
sur F homologue de I (on sait que la classification des groupes semi-simples sur
des corps algébriquement clos se fait au moyen d'invariants qui ne dépendent pas
du corps, d'oh la possibilité de comparer des groupes sur des corps différents). Le
probléme a été partiellement résolu par T. ONO ([3]) qui essocie & tout groupe
semi-simple complexe T qui est son propre groupe adjoint un schéma en groupes G
tel que, pour tout corps algébriquement clos I R (EF soit associé & un groupe
algébrique admettant [ comme composante algébrique de 1'élément neutre (les ré-
sultats de ONO ne sont pas exprimds dans le langage des schémas, mais équivalent
% ce qu'on vient de dire). Nous montrons gque le probléme ci~dessus
formulé admet une solution ; il resterait encore & caractériser cette solution par

des conditions convenables imposées a priori.
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Au lieu de partir, dans ce qui suit, des groupes semi-simples complexes, nous
utilisons les groupes algébriques semi-simples sur Q dont les algtbres de Lie
sont "anticompactes" (Cf. n° 3), ce qui revient au méme, mais est plus commode
pour ce que nous voulons faire.

3.+ Groupes linéaires semi-simples anticompacts sur Q9 .

Nous supposerons donnée une algébre semi-simple g sur le corps Q qui posséde
la propriété suivante : il existe une algebre de Cartan f) de g telle que, pour
tout helh,ad h soit un endomorphisme diagonalisable de g ; nous dirons
alors que 1) est une algebre de Cartan " décomposée" de g ; nous appellerons
anticompactes les algébres de Lie semi~-simples qui admettent des algebres de Car-
tan déeomposées. Les algébres de Lie semi-simples anticompactes se classifient
exactement de la méme maniéré que les algébres de Lie semi-simples complexes j en
fait, deux algdbres de Lie semi-simples anticompactes sur Q sont isomorphes si
leurs "complexifications" sont isomorphes.

Nous supposerons choisie une algébre de Cartan décomposée Y de g . Les no=-
tions de racine, ou de poids d'une représentation, se définissent comme pour les
algébres de Lie complexes., A chaque racine a on peut associer un élément X
appartenant & o (i. e. ona [h, xa] = a(h) x, pour tout he} ) de telle

maniére que les conditions suivantes soient satisfaites :

1° pour toute racine « , si on désigne par h, 1'élément [x, , x,] de b,
on a a(ha) =2

20si a, B, a4+ B sont des racines, on a
+
[xa ’ xﬁ] - (P"' 1) xa_.g
ot p est le plus grand entier tel que B - pa soit une racine,

On dit alors que les x  forment un systéme d'éléments radiciels normalisés ;

nous supposerons choisis des éléments % satisfaisant & ces conditions.

L'algébre g peut se représenter comme somme directe de %) et de deux sous-
algébres nilpotentes u et u!' telles que [H, ul cu, [h, u'] cu* . Nous
supposerons choisies des sous-algebres satisfaisant & ces conditions. On sait que
chacun des espaces u et u' est engendré par ceux des %, qu'il contient. De
plus, il existe sur le dual de 1} une structure d'espace vectoriel (totalement)
ordonné telle que les conditions o >0, X%, € u (sur une racine @ ) soient

a
équivalentes.
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Soit V 1l'espace d'une représentation linéaire de g , que nous désignerons par

Py 3 posons
QV‘—‘PV(S) ) uvzpv(u) » u\;-“—‘PV(u') y I')v=pv(f)) .

L'algebre de Lie semi-simple g; et les algebres nilpotentes uy et uj sont
algébriques ([1], IV, § 2, no°2, corollaire & la proposition 9, et V, § 3, n°4, prop.
14) ; ce sont les algébres de Lie de groupes algébriques irréductibles Iy, o
U‘; d'automorphismes de V ., L'algebre hy est une dlgébre de Cartan de gy § c'est
1l'algébre de Lie d'un groupe de Cartan Hy de Iy o

L'algebre g, est anticompacte ; l'application . (o pj estla
restriction de p; a by ) est une injection de l'ensemble des racines de Sy dans
l'ensemble des racines de g . Nous désignerons par S(V} (resp. S(+ ; V), S(=; V))
l'ensemble des racines (resp. des racines >0 , des racines < 0 ) de g qui
sont de la forme o, o P' . Tout élément de Uy (resp. U\;) se met d'une maniére,

et d'une seule, sous la forme M exp G p,(x ) (resp. M exp ))
’ aeS(+;V) @V ae S(~-;V) Q;(pv(xu ’

od les {, sont des nombres rationnels et ol, comme dans les produits analogues que
nous aurons l'occasien d'écrire, les facteurs sont arrangés par ordre de grandeur

croissante des racines (Cf. [1], V, §3, n°4, prop. 14).

Nous appellerons caractéres de HV les homoporphismes rationnels de ce groupe
dans GL(1 5.\9¢) 5 ils forment un groupe, que nous noterons XV ; XV est un groupe
commutatif libre de rang dim HV . Pour toute racine a e S(V) , il y a un caracteére
Xa de H; tel que 1'on ait

-1
tlexp Gp(X,)) 77 = exply (t) pylx,)

pour tout te HV et tout & e&. Nous appellerons caractéres radiciels les Xq $

ils engendrent un sous-groupe d'indice fini de XV s que nous noterons ! o

Nous noterons P(FV) (resp. P(UV) , P(U‘;) , P(HV)) les algebres affines des
groupes algébriques Iy (resp. Uy Uy, Hv) . L'algebre P(UV) (resp. P(U\;))
est une algébre de polynfmes sur 9 engendrée par des fonctions algébriquement ine
dépendantes Z‘olt pour a€S(+ ; V) (resp. a € S(-; V)) telles que 1l'on ait

- ¢ V | . V (]
u = GESP+;V) exp Za(u) PV(}&) ’ u' = aes{_l_;v) exp % (u )pV(x(l)

pour tout u el, et tout u'e Uy ([1], v, §3, no4, prop. 14), Si Xq» ""Xr)
est une base de Xy » les X ©ont algébriquement indépendants sur K , et on a

-] -
P(HV) =~Qu[Xl ) e XI‘ ’Xl 9 o ’XrlJ .
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Pour toute racine o e S(V) , nous poserons
oy = (oxp pylx)) (exp g (x N7T (exp py(xy))

Le normalisateur Nv de HV dans Fv est alors engendré par HV et par les UZ
pour toutes les racines o e S(V) . Pour tout s e Ty s ily a une classe R de

N; modulo Hy , et une seule, telle que s appartienne 3 l'ensemble Uy &y Uy 5

de plus, si s € Uy H, U, , il n'y a qu'un seul élément (u' , t, u)eUj x By x Uy
tel que s = u'tu (ces résultats s'obtiennent en appliquant le théoréme de Bruhat
(Cf. par exemple [2], exposé 13, corollaire au théoréme 3) au groupe complexe déduit
de Iy par extension du corps de base).

4, Modules admissibles.

Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur Q et G un sous-schéma
de groupes de G®(V) . Soit M un réseau dans l'espace V (i. e. un groupe addi-
tif contenu dans V tel que l'application canonique  Q & M- V soit bijective);
le module M définit alors un schéma de groupes GQ(M) tel que G@R(V) soit le
schéma de groupes déduit de GR(M) par extension & § des scalaires ; d'od wn
morphisme de schémas GR(V) - G2(M) . En composant cet homomorphisme avec 1'homo~
morphisme d'injection G - G&(V) , on obtient un morphisme G - G(M) dont 1l'image
est un sous-schéma de groupes Gy de G2(M) : on dit que Gy est le schéma de
groupes défini par G et par M, Si G est le schéma associé & un groupe algé-
brique irréductible I d'automorphismes de V , on dit que Gy est le schéma
associé & T et ad M . Puisque Gy est un sous-schéma de groupes de GR(M) , son
algébre affine est toujours de type fini sur Z ; comme il y a un épimorphisme
G - GM , on voit que, si G est associé & un groupe algébrique d'autcmorphismes
de V , 1l'algébre affine de Gy est sans é1léments nilpotents , et est méme intégre,
si T est irréductible. Par ailleurs, il est clair que 1l'algébre affine de Gy
est un Z-module sans torsicn, donc plat. Ce module est méme fidélement plat comme

il résulte de 1l'existence de 1'homomorphisme fourni par 1'é1lément neutre.

Soient TI' wun groupe algébrique d'automorphismes de V et B = (v1 g wee vn)

une base de V ; 1l'algébre affine P(I') est alors engendrée sur Q par les fonce

tions f.,, , p~! G les f;,; sont les fonctions définies par la formule
n
8.V, = i|£_1 fi'i(s) Vi (serl )

(on les appelle les coefficients relatifs 3 la base B ) et ou D = det(fii,) .
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Si B est la base d'un réseau M dans V , l'algébre affine P(@M) du schéma
de groupes Gy associé & I' s'identifie 3 la sous-algébre de P(I') engendrée

sur Z per les éléments f,,, , o1,

Soient V et V' des espaces vectoriels de dimensions finies, I' et I' des
groupes algébriques d'automorphismes de V et V', ¢ une application linéaire
injective de V dans V' . Supposons qu'il y ait un homomorphisme Yy 't T
tel que ¢ oy(s') =8'c ¢ pour tout s' el'' (i. e. que les opérations de I'!
transforment ¢ (V) en lui-méme). Soient M' un réseau de V! , M 1e réseau
(p-l(M') de V., Gy (resp. Gy) 1e schéma de groupes associé & I'' et M!
(respe & T' et M ). L'homomorphisme ¢ définit un homomorphisme ¢*' de 1l'al-
gébre affine de I dans celle de T'! ; tenant compte de la description de P((EM)
donnée ci-dessus, on voit tout de suite que ' applique PG,) dans (Gyr) »
donc définit un homomorphisme Yy 2 Gy o (Su s dont nous dirons qu'il est

associé & ¢ .

Nous allons supposer & partir de maintenant que V est 1l'espace d'une reprée
sentation p de 6. Nous dirons qu'un réseau M de V est un ~Z-module ad-
missible si les conditions suivantes sont satisfaites g

1° M est engendré par des vecteurs qui appartiennent 2 des poids de p (1.
e. qui sont des vecteurs propres des opérations de p(H));

2° Pour toute racine o et tout entier k > 0 y (x !)"1 (p(xa))k applique
M daps lui-méme,

On peut montrer que tout espace de représentation de p -contient un &-module
admissible, A tout Z-module admissible M il correspond un schéma en groupes
que nous désignerons par Gy (e schéma en groupes associé a I eta M )e

Si V est l'espace d'une représentation p de g, son dual V¥ est 1tespace
de la représentation duale p*, Soit M un 4-module admissible dans V ; son
dual M* s'identifie & un réseau de V* s 6t il est clair que M est wm L=
module admissible relativement & V* , Soit par ailleurs V' 1'espace d'une autre
représentation p! de g ; Vs, V' estalors 1l'espace du produit tensoriel des
représentations p et p'; on voit facilement que, 81 M et M' sont des &=
modules admissibles dans V et V! respectivement, M e M' est un Z-module
admissible dans V ’Q V. -

Soient V et V' les espaces de représentations p et p!' de g , et
¥ : V-V' un homomorphisme :mgectif de g-modules, Soit M' un Z=module
admissible dans V' ; alors =@ (M') est un Z-module admissible dans
V . En effet, pour tout poids @' de 1la représentation  p! s notons VG”,
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1'espace engendré par les vecteurs qui appartiennent 3 ©' et M, le modue
le M'n Vé, , d'od M' = %, MG", (1a somme étant directe). Or on voit facilement
que (V) est somme directe des ¢ (V) nV(;, ; il en résulte que M est somme
directe des q;"l (Mt;,) ; comme tout vecteur #£ 0 de q;"l (MG'},) appartient & un poids
de p , notre assertion résulte immédiatement de 1la.

On a en particulier un homomorphisme injectif Py de l'algébre de Lie 8y de
Iy dans V o V* » et cet homomorphisme est un homomorphisme de g-modules sk on
considére g; comme espace d'une représentation quotient de la représentation
adjointe de g et Ve v* comme l'espace de la représentation produit tensoriel
de Py et de sa duale. On associe donc & tout Z-module admissible M dans V
un  Z-module admissible aM dans Gy , image réciproque de M o M par 9y e
Tenant compte de 1l'isomorphisme canonique de V s v sur Hom(V , V) , on voit
que gy est l'ensemble des x € gy qui appliquent M dans lui-méme ; on a done
(ay » Sy € Gy »

9

Nous noteroms Uy , 5, et Uy les schémas de groupes associés a Uy , Hy , §

et au réseau M ; ce sont des sous-schémas de groupes de Gy , dont nous noterons
les algébres affines P(IIM) , P(SM) , P(qu) . Les projections du schéma affine
u!"i x Hy * UM sur ses trois facteurs donnent trois morphismes de ce schéma dans
GM , d'ol, par multiplication, un morphisme

By ¢ ul\'dx’f’quM_’GM

qui va jouer un réle fondamental dans ce qui suit.

PROPOSITION 1. - Le morphisme GM définit un isomorphisme de u;( x By X lIM sur
up sous-schéma affine ouvert Qy de Gy ; 1l'algbbre affine P(QM) de Q estde
la forne (P(G,))[a” ], d étant wn §lément de P(G,) qui prend la valeur 1
en 1'élément neutre. Si on désigne par Z, pour a >0 (resp, @ < 0 ) les é1é-

ments de P(U;) (resp. P(U})) tels que 1'on ait us= M exp Zg(u) Ry (xg)
ae S(+;V)
(resp. u' = 1! exp Z,(u') py(x,)) pour tout ue Uy (resp. u'e u)
ae S(~;V)

P(IIM) (resp. P(llb',j)) est l'algébre de polyndmes sur 2 engendrée par les Z,
pour a >0 (resp. a <0); l'algébre P(ﬁM) est engendrée sur 7 par les
caracteres rationnels vy .

Pour faire la démonstration, on peut évidemment supposer que g = et (pV étant
1'application identique).

Puisque g est admissible, ona g, = g(gM n9x,) + g, nb; puisque g, est
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l'ensemble des x€ g qui appliquent M dans lui-méme, on a X, € gy » Soit o

- - 2 =1
un entier > 0 tel que O ! Xq € gy ; elors & 1 x_a=é-(ad x,)" 077 %) e Gy s
d'oi, puisque [SM ’ QM] C o

62 hy = 61 Xy s 51 X_o] € gy ,

-3 -2 -1
2 xa=[6 By 5 0 xajegM ’
k
d'ox &7 X.€ Gy » €t par suite 572 Xy € @y pour tout k >0 . Comme g, est

un réseau, on a & = 1 , NBus désignerons par (h1 s eee hj) une base de g, N 5.
On notera que les h = [xa » X_ ] appartiennent & 9y "H, et que la condition
h egynh entrafne alh) € Z pour toute racine a ,

Soit vy le nombre des racines >0 . Nous introduirons une base (3(1 g see YN)
de la puissance extérieure v-ieme de I possédant les propriétés suivantes :
chaque Y, est produit extérieur de v éléments pris parmi les hj y X, 3
Y, (resp. Yy) est produit extérieur des ¥, pour @ >0 (resp. pour a<0) ;
pour chaque racine a et pour 1 g j gr , il existe un a(a, j) tel que Ya(a,j)
soit le produit déduit de Yl si a>0, de YN si a <0, en y remplagant le
facteur x, par hj . Pour chaque k , nous désignerons par t(k) la somme des
racines a telles que X, A I, =0.51 se l"V , nous désignerons par Adv s la

puissance extérieure y-iéme de Ad s , et nous poserons
N
A s).Y, = .
( (L\) ) k'{l gkvk(s) Ikl

les fonctions 8y+ @oppartiennent & 1'algébre affine P((SM) de (SM, qui sera
identifiée dans tout ce qui suit & un sous-anneau de PCy) . Si se Uy
(resp. se U ), ona gk,k(s) =0 si (k') <t(k) (resp. T(k') > t(k)) ou si
k') =zk) , k' #k, etona gkk(s) =1, 81 tel;,, oma gkk,(t)=0 si
k # k', gkk(t) = Xt(k)(t) ol Xg(x) ©St le produit des catactéres radiciels

Xq Pour les racines a telles que Xy A Yk = 0 ., Nous poserons d = 8y 5 on voit

facilement que gNN(s) = d(s—l) .

’ 51 s est un élément du normalisateur de H; , ona (Ads) Xa€ 8 (q) » 7
etant une permutation des racines produite par un é1lément du groupe de Weyl ; si
7 permute entre elles les racines >0, i, e. si d(s) £0 yona seHl ,I1
résulte facilement de 14, et de ce qui précéde, que Uy Hy Uy est l'ensemble des
sely tels que d(s) #0 .

Soit a wune racine >0 et soit 1< j<r ; posons 1& = E ¢ h:; . Ilya

j=1 asd d
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des polyndmes QI , Q; (resp. . Q; , Qg )& coefficients entiers en des lettres
713 (resp. Z_p ) indexées par les racines B>0 tclles que B <a qul possédent
les propriétés suivantes : si
— 1 -
u..p]loexpcﬁxﬁ, t el , u_ﬁTLOexp(;px‘3
(les G, étant rationnels), on a
ﬁ ’

ga(a,j),l(u'tu) = d(S)(—C_a C(X.,j + QI(... s C"‘B y eee))

Sl’a(a’j)(u'tu) = d(s)(~ alhy) & + Q. ¢ ))

g

ga(_q’j),N(u-l el () ey 58y + Gleen , & )

EREE

gN,a(-a,j)(u-l ) < d(s) (olby) ¢+ Glens , & )y .

g1 o
De plus, on voit tout de suite que ou bien les ca,j (1< j <r ) sont premiers
entre eux dans leur ensemble, ou bien les a(hj) le sont. Ceci étant, il résulte
facilement des formules précédentes que, u, t, u' étant comme ci-dessus, et

s = u'tu, les §  s'expriment comme polyndmes i coeffigients entiers en les
(d(s))'1 gk.k'(s) « Si on suppose que s e Uy (resp. s e U‘}) , on voit d'abord
que les fonctions Za définies dans 1'énoncé de la proposition 1 appartiennent

a P(My) pour a>0, a P(uﬁ) pour & <0 , Or, les coefficients de la matrice
qui représente 1'élément exp X, (b o est une racine, G € Q ) par rapport

a une base de M s'expriment comme polyndmes i coefficients entiers en § ; on
volt donc que P(llM) (resp. P(ul\"I)) est l'anneau engendré par les %, pour
a>0 (resp. pour a < 0 ). Les coefficients £ O de la matrice qui représente
un élément t de Hy par rapport 4 une base de M composée de vecteurs apparte-
nant & des poids sont les valeurs en t de certains caractdres rationnels X de
H; (si v appartient & un poids @, t.v = Xw(t) v ), et les Xg engendreht
le groupe Xy ; la derniére assertion de la proposition 13 résulte de 1a.

Le morphisme SM définit un homomorphisme eI'VI de P(Q%) dans l'algébre affine

de 11»‘4 x 5M x IIM . L'image de d par e}',i est inversible dans P(ul"/l x By ZIM)
en vertu de la formule

d@%@:xd”@)(ﬁ'e%, teH , uel ) ;

eﬁ se prolonge donc en un homomorphisme, que nous désignerons encore par oM » de
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(P((Elvl))[d"l] dans P(ll' x By uM) I1 résulte de ce que nous avons dit que les
fonctions Z o1 &1 (a< 0), 181 6z, (a>0) de P(u{dxﬁquM) appar-
tiennent & 1'image de (P(GM))[d_l] . Par alllaurs, si s=u'tu, uwely,

teH; , uel; , on peut éerire t = ur~l gyt , de sorte que les coefficients

de la matrice qui représente t par rapport & une base de M s'expriment comme
polynfmes & coefficients entiers en les Z,(s) et en les coefficients de la matri-
ce qui représente s ; il en résulte immédiatement que, pour toute fonction

fe P(ij) , 1ef o1 appartient & 1'image de (P(%))[d‘lj , ce qui achéve la

démonstration de la proposition 1.
Nous poserons désormais
-1 -]
PQ,) = (B, Pay = (B .
Si F désigne un corps, nous. désignerons par Gﬁ ’ Hﬁ s lI;,IF, 5§ les schémas de
groupes déduits de Gy » Uy » ul'VI » Dy bar extension & F des scalaires, Leurs
algbbres affines P(Gy) , P(y) , P(U'Y) , P(5,) se déduisent de P(G,) , P ,

P(uﬁ) , P(5M) par tensotisation avec F . Nous poserons d=ae 1p « Le morphis-

définit un morphisme

W B sy o 6y

qui induit un isomorphisme du schéma affine qui figure au premier membre sur un
sous-schéma ouvert Qﬂ de (SE 3 l'algébre affine de Qf; est l'anneau de fractions

(BN,

PROPOSITION 2, - Soit F un corps algébriquement clos ; Gi est alors le sché-

me GM

e

ma de groupes défini par un groupe algébrique irréductible semi-simple F d'au=

tomorphismes de l'espace vectoriel =M 8, F sur F ; ll}iI ’ 21' @ sont as=
sociés & des sous-groupes irréductibles U; » Uy, Hy de l"ﬁ 3 H‘; est un tore
maximal de F}; et M UM en est un groupe de Borel,

Pour faire la démonstration, nous supposerons de nouveau que g=gy -

I1 résulte tout de suite de la proposition I que P(u' _f;f; x U;;) est intégre,
donc que (P((};‘F))[d )-'1 est intdgre, et, en partlcu.]ier, que l'anneau local de
1'élément neutre de GE est intégre. I1 est clair que Gfd est un sous-schéma en

groupes de (&,:Q(MF ) ; il résulte alors de ce que nous venons de dire que (Sﬁ est le
schéma en groupes défml par un groupe algébrique I‘M d'automorphismes de o .
Les algébres P(Uj ) , P(SM) s P(U;) étant intégres, 11’?; , 5§ et llﬂ sont les

schémas en groupes définis par des sous-groupes algébriques irréductibles U'fd ’

229



C. CHEVALLEY

F F
HM ,Uﬁ de PM.

On voit facilement qu'il existe une base de M telle que, pour tout u e Uy »
la matrice qui représente u par rapport 4 cette base soit une matrice triangu~
laire dont les éléments diagonaux sont égaux & 1 ., On en déduit aussitdt que le
groupe U‘E est unipotent ; on voit de méme que Up'/jF est unipotent et que Hl;;
est un tore.

les fonctions 2, étant définies comme dans la proposition 7, nous poserons
Z_a =2, 9 1p; P(U.M) (resp. P(’Iﬁ)) est donc engendré sur F par les fonctions
Z, pour a>0 (resp. pour a < 0) , et ces fonctions sont algébriquement indé-
pendantes sur F . De méme, pour tout ¥ € Xy , nous désignerons par X 1'élément
X ®1p de P(f_{'l) + Pour toute racine o , on désigne par x, le caractére radi~
ciel associé & a ,

On a, si teI‘R’, (;aeQ,

-1
t(Il expt x)t = T expce (t) x .
a>0 o« a>0 o Ko «
Soient t¥ et u" 1les morphismes du schéma affine 5M x I-IM dans @2 (M) obtenus
en composant les projections sur les deux facteurs avec les morphismes d'injection
de §y et Uy dans G2(M) . Il y & un automorphisme de 1l'algdbre affine
P(.ﬁM) ?&P(HM) de §y x Uy qui conserve les x ® 1 pour x € X; et qul trans-
forme 1 e 7& en y, @ Zy 5 cet automorphisme définit un automorphisme A de
By * Uy » et la formule écrite ci-dessus donne t* u"‘(t*)"'1 = u*o A , les morphis-

mos %, u¥ g0 g« dems Ge(f) adauits do t*, u* par extonsion des
scalaires s'obtiennent en composant les projections sur les deux facteurs avec les
morphigmes d'injection de ces facteurs dans (SQ(MF ) ; soit )\F 1'automorphisme
de 5}; x uﬁ déduit de A par extension des scalaires. On a alors

1;=|<F u*F(t*F)"l - u*F o )\F

On en déduit que les conditions +t € Hﬁ , UE Ul;; entrafnent tut™le UJ;J ’
za(tut'l) = ia(t) Za(u) (a >0), On voit de méme que les conditions t € iy

M 1
w'e U entrafnent tu't™le uf et Z (tut™l) =X (4)Z (') (a<0).0n
M M o o o

déduit de 1% que l®ensemble H}; Uﬂ est un sous-groupe résoluble algébrique irrée
ductible de T .

I1 résulte de l'existence de l'isomorphisme Og de u&F x Sji x uf; Sur un SouSe
schéma owert de Gy que l'application (u' , t, )~ u'tu de Uy aﬂ x Uy
dans l‘f; est injective. Montrons que l'intersection de 1l'ensemble

0"l Hoy Uy
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avec le normalisateur de Hﬂ Uf; est Hf; Uﬂ . I1 suffit de montrer que, si un élé-

ment u' de Ul!iF appartient au normalisateur de Hf,[ui , u' est 1l'élément neu-

tre, ST t e Hfd , soit twt™l = wn e U]:,IF ;ona wltu = ut™l wit e Hﬂ U'E; ’
d'or u' = u" ; mais on a, pour toute racine a < 0, -Z;(u") = Xq(t) Z (u') , et
il est clair que X, # 1, de sorte qu'il y a des éléments t el{f tels que

X (t) #1 . I1 vient donc Z (u') & 0 pour toute racine a < 0, ce qui démontre
notre assertion. la formule qu'on vient d'utiliser montre aussi qu'un élément

te HE ne peut appartenir au centre de la composante irréductible AE de 1'61é~-
ment neutre dans I‘ﬁ que si les YXy(t) sont tous égaux & 1 . Comme les carac-
téres radiciels engendrent un sous-groupe d'indice fini du groupe des caractéres,

le centre de AF

M est fini,
: F o F F s ez F
Comme U»'« M Uy est un voisinage de 1'élément neutre dans AM , le groupe
H U qui est résoluble et qui est la composante connexe de 1'élément neutre dans

M M?
son normalisateur dans Ai , €st un groupe de Borel de AI;I . 11 est clair que H:;

est un tore maximal de Hﬂ Ug , donc de Aﬁ . 0Ona

e

dimAﬁ:dimUﬂFdeimHE-rdimUﬂ:dimHﬂ+2dimUi

il en résulte facilement que Aﬁ est semi-simple.

I1 reste A& prouver que rf est connexe. Nous savons déjd que 1l'ensemble des

M
s e I“ﬁ tels que dF(s) # 0 est contenu dans Aﬁ ; il suffira donc de prouver que
toute composante irrédustible de r‘ﬁ rencontre cet ensemble. Nous utiliserons pour
cela les notations de la démonstration de la proposition 1 . Soit (y, , «ov , ¥)

la base de ay composée des X, et des h. ; posons, si s € I‘V ,

n
(Ads).y; = 2 f3.408) y; ;
i=1

on sait que les fonctlons f.., appartiennent & P(G ) . Posons f,., = firelp,

ii! ii

et désignons par gM l'espace vectoriel 9y % F sur F ; posons 3{' =Yy @ lF s
X =x o g hJ = hJ ® 1p . 11 est alors clair qu'il y a une représentation li-
néaire Xd de r

E , d'espace 95 , qui fait correspondre & tout s € Ff; 1t'auto-
morphisme défini par

— n -—
(ad 5) .5, = i;::l Ti1508) ¥54 .

L'espace (AY gM) ®, F s'identifie & la puissance extérieure wy~iéme de gﬁ H

posons Yk =Y e lp + Alors —Y—l est produit extérieur des :Tca pour a >0, ct
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dF(s) est le coefficient de Yl dans l'expression de (ﬁv 8). Y, come combi-

naison linéaire de 19 0 YN (A_dv s désignant la puissance extérieure

V-itme de Ad s ). Il en résulte que, si un s el‘i

sous~espace de gﬂ engendré par les ia pour > 0, on a dF(s) £0.

est tel que Ad s conserve le

On ;bservera par ailleurs que 1'on a t .Xy = Xo(t) Xo , t. Tij = Ej pour tout
t e HM .

Ceci étant, soit s; un é1lément quelconque de l"i . L'automorphisme intérieur
produit par s, transforme Hl;1 Uﬁ (resp. Hfd) en un groupe de Borel (resps en un
tore maximal) de Af; » Comme tous les groupes de Borel de Aﬁ sont conjugués les mpm

les autres dans Aﬂ et comme tous les tores maximaux de H& Uﬁ sont conjugués

entre eux dans Hf; Uﬁ , on voit qu'il y a un élément s € 8, Aﬁ tel que

s(Hﬂ Uf,l) st = h‘f; Url'vl , SH'E; st = Hl;; . La premiére égalité entrafne que

-1
SUﬂ S = UII; .
Les fonctions ia , pour les diverses racines a , étant toutes distinctes les unes
des autres et de 1, la relation sl'll;;I sl o Hl;l entrafne que Ad s transforme

Fx, en Hn(a) » n ¢étant une certaine permutation des racines., Tenant compte des

relations i-a X =1, onvoit qu¢e n(~a) = -=n(a) pour toute racine a , On a

a

st 7! = of | et les opérations Ad u, u € 0¥, conservent ltespace 2 FX ;
M M2 ’ M aSo @

il en résulte qu'elles conservent aussi l'espace 2 X » Supposons pour un

a>0 (o)

moment qu'il y ait une racine o >0 telle que nfa) = = B soit < O ; pour tout

e F, désignons par up 1'élément de UF tel que Zﬁ (3) = &, Zgi(u) =0

pour toute racine g'> 0, ¢ ;ép . L'expression de (Ad uc) f_ﬁ comme combi-

naison linéaire de Ty oo .y'n ne ferait donc pas intervenir 1'élément de base

X o Or ona

- e
(ad uc) .‘)‘E__ﬁ_x_l3 C;h‘3 (; x‘3

(@ h, = hﬁg 1 =[x, , x,]), d'ox contradiction. On voit donc que s

h
F ’
conserve l'espace Zﬁ ﬁa , d'ou dF((s) # 0, ce qui termine la démonstration.
>0

COROLLAIRE 1. ~ L'idéal engendré par un nombre premier dans 1'algebre affine
P((EM) est premier.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2.
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COROLLAIRE 2. - On a P(G,) = PIy) n PQ,) .

I1 est clair que le premier membre est contenu dans le second. Soit f wune fonce
tion de P(l‘v) n P()M) « L'ensemble des entiers k tels que kf e P(GSM) est un
idéal # {0} de Z , dont nous choisirons un générateur ky . Puisque f e P() ,
ilyaw n>0 tekqu d"fe PG, , d'or d(kyf)e ky P(6,) o Si p est
un nombre premier, aucun des éléments d , ky £ de P((SM) n'appartiont a pP((SM) ,
d'od kj# O (mod p) . On a donc ky = 21, ce qui démontre le résultat.

Pour toute représentation p de l'algébre de Lie g , appelons groupe des poids
de p Ile groupe engendré par les poids de p .

COROLLAIRE 3. - Solent V et V' les espaces de représentations p et p' de g
qui_admeptent lo méme groupe des poids, c'est-d-dire tels que les groupes algébri-
ques Ty, Iy, soient isomorphes. Si M et M' sont des Z-modules admissibles
de V et V', les schémas de groupes Gy ot (SM' sont isomorphes,

Considérant 1'espace de représentation V x V' , on se raméne tout de suite au
cas sulvant 3 g = Sy s P étant l'application identique ; il existe une applica-
cation injective ¢ 3 V' V qui est un homomorphisme de g-modules telle que
M = ¢~1(M) , I1 résulte do 1'hypothdse faite sur V et V! qu'il existe un iso=
morphisme ¢ Py Ty telque ¢ o s=¢pr(s) cp pour tout se Iy o Cet
isomorphisme définit un isomorphisme qij de P(C V') sur P(FV) « Pour toute ra-
cine o, ona ¢r(exp Cp(xa)) = oxp Gp' (%) (G e Q). Par ailleurs, ¢ induit
un isomorphisme de By sur HV' o Tout poids @' de p' est aussi wn poids de
p : 8l v' est un vecteur de poids w' dans V! , ¢(v') est un vecteur de poids
m‘; dans V , A @' correspondent'un caracters xg: de Hyy et un caractére
Xgt G0 Hy 5 ilest clair que ', 6{t)) = )&. (t) pour tout teT, ., Il en
résulte tout de suite qu'il y a un isomorphisme X ~- %! 3 Xy Xy tel que
l'on ait x'@p(t)) = X(t) pour tout t € H;, . On déduit de 14 que, si
u= qu>0 exp G, p(xy) , te B, u'= EO exp G p(xa) , Ona (pr(n'tu)z ui 1‘.1 L

o
avee u; =agoexp G P 0) , b€ By, X% = x(t) (x € Xp)

u! = n e .
1 ®<0 Xp CCL P(xa)

Ceci montre que 1'idomorphisme du corps des fractions de P(l"v,) sur celui de
Pr V) qui prolonge ¢! applique P(Ov,) sur P(QV) ; cpr" applique donc P(GM,)
sur P((‘BM) en vertu du corollaire 2, ce qui démontre le corollaire 3.

REMARQUE 1. - Soient M et M' des Z=modules admissibles d'un méme espace
de représentation V de p ; (SM et (BM, sont alors des sous-schémas de groupes
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de GL (M) et G2(M') respectivement. Bien que GM et GM' soient isomorphes,
il n'y a en général aucun isomorphisme de GM sur GM' qui se prolonge en iso=
morphisme de G2(M) sur Go(M!) ,

REMARQUE 2. - Le schéma de groupes Gy que nous associons 3 un Z=module admis
sible M d'un espace de représentation de g ne dépend pas des choix arbitraires
que nous avons faits : choix d'une algébre de Cartan décomposée % , des algebres

u et u', de la structure d'ordre sur le dual de b , des éléments radiciels
normalisés X,
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