
SÉMINAIRE N. BOURBAKI

CLAUDE CHEVALLEY
Certains schémas de groupes semi-simples
Séminaire N. Bourbaki, 1961, exp. no 219, p. 219-234
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1960-1961__6__219_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1961, tous
droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SB_1960-1961__6__219_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


219

CERTAINS SCHÉMAS DE GROUPES SEMI-SIMPLES

par Claude CHEVALLEY

Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960/61, n° 219

Mai 1961

1. Schémas de groupes.

Si C est une catégorie et X ~ 0bC , une structure de groupe sur X consiste,
par définition, en la donnée, pour tout Y ~ 0bC, d’une structure de groupe sur
l’ensemble X ) , ces structures de groupes satisfaisant à la condition

suivante : Y ~ Y’ est un morphisme de C , l’application 03BE’ 03BE’ ~
de X) dans X) est un homomorphisme de groupes. Dans ce qui

suit, nous ne nous intéresserond qu’au cas où C est la catégorie des schémas
affines sur un anneau commutatif K ; aussi appellerons-nous schémas sur K les

schémas affines sur K et schéma de groupes sur K une structure de groupe sur

un schéma affine sur K .

Revenant pour un instant au cas d’une catégorie quelconque, C ~ supposons données
des structures de groupes G et G’ 1 sur des objets X et X’ de C . Un homo-

morphisme de G dans G’ est, par définition, un morphisme 03C6 : X-+ X’ dans
C tel que, pour tout Y E Ob C, l t applica tion ë; -+ ~~ de Hom (y , X) dans

X’) soit un homomorphisme de groupes.

Soit ~ un schéma de groupes sur K, et soit P son algèbre affine. Le pro-
duit dans (~) des deux projections pr 1 et pr~ de ~ dans (5

est un morphisme dont la connaissance détermine la structure de

groupe car, pour tout schéma affine 6 sur K, la multiplication dans
est donnée par la formule (~1 , ~ ) 2 ~ m o (~ 1 ~"’z ) , lA; morphisme

m se traduit par un homomorphisme d’algèbres ~, : P .~ P ~ P .

L’élément neutre de Hom(Spec K , (3) est un morphisme e : Spec qui se
traduit en un morphisme E : P -~ K . L’anneau local du noyau de e s’appelle
l’anneau local de l’élément neutre de (5 .

EXEMPLE. - Soit M un module libre de rang fini sur K . Désignons par E le
module des endomorphismes de M , par E* le dual de E, et par S l’algèbre
symétrique de E*. La composition des endomorphismes fournit une application li-
néaire application linéaire E* -, E* x E* et un hemomor-
phisme d’algèbres S~S ~ S . A toute base de M correspond canoniquement



C. CHEVALLEY

une base de E , donc une base de E * , et l’élément D = det (03BEij) e S ne

dépend pas du choix de la base de M ; 3 de plus, on voit facilement que l’applica-

tion canonique de S dans son anneau de fractions P = est injective, ce

qui permet d’identifier S à une sous-algèbre de P ~ puisque ~S se prolonge

en un homomorphisme  : P ~ P s P . Enfin, on démontre que  définit une struc-

ture de schéma de groupes sur K admettant P comme algèbre affine ; on désigne
ce schéma de groupes par 

Soit maintenant r un groupe d’automorphismes de M . Les éléments de P défi-

nissent des fonctions à valeurs dans K sur le groupe des automorphismes de M ~
ceux des éléments de P dont la fonction associée est nulle sur r forment un

idéal 3 de P , et on P + P ® ~ ; 3 il en résulte que définit

par passage aux quotients un homomorphisme de P = dans P ® P , et on
voit tout de suite que cet homomorphisme définit un schéma de groupes (5 sur K

admettant P comme algèbre affine ; 3 on dit que D est le shéma de groupes sur

K associé à r. Il est clair que en tant que schéma, est un sous-schéma de
et que l’injection canonique est un homomorphisme de schémas

de groupes ; on exprime ces faits en disant que D est un sous-schéma de groupes

de  (M) . ..

Supposons maintenant que K soit un corps algébriquement clos. Soit (5 un sché-

ma de groupes quelconque sur K ~ d’algèbre affine P . On montre alors que, pour

que D soit associé à un groupe d’automorphismes d’un espace vectoriel V de di-

mension finie sur K, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient

satisfaites ;

1° P est de type fini sur K ; 3

2° P ne contient aucun élément nilpotent différent de 0 (il suffit même que
l’anneau local de l’élément neutre ne contienne aucun élément nilpotent différent

de 0 ).

Revenons au cas eu K est un anneau commutatif quelconque. Soient D et (5’

des schémas en groupes sur K et h un homomorphisme de D dans S’ . En tant

que morphisme de schémas, h admet une image fermée § , qui est un sous-schéma

de S’ . On voit facilement que  peut être muni d’une structure de schéma de

groupes, et d’une seule, telle que l’injection canonique i : ,~ -~ soit un

homomorphisme ; D devient donc un sous-schéma qu’on appelle l’image de

l’hanomotphisme h . Le morphisme h se met sous la forme h = i o hl ’ eu hl
est un épimorphisme de schémas : (~ -~ .~ ; 3 hl est un homomorphisme de schémas

de groupes.
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Soient maintenant K un anneau commutatif et L une algèbre sur K. Soit (S

un schéma de groupes sur K ~ et soit (5r le schéma sur L qui s’en déduit par
extension des scalaires. La multiplication x définit un morphisme
de schémas mL : ~ x (~ , On vérifie facilement que mL définit sur une

structure de schéma en groupes sur L ; on dit que (5L est le schéma de groupes
déduit de S par extension à L des scalaires. Soit 6 un schéma sur K ;
l’application canonique h ~ hL de Hom (6, (5) dans (SL) est un homo-

motphisme pour les structures de groupes de ces deux ensembles. Par ailleurs, si

6 est un schéma de groupes sur K ~ et si h est un homomorphisme de 6 dans

hL est un homomorphisme de schémas de groupes sur L . Si .~ est un sous-

schéma de groupes de .DL s’identifie à un sous-schéma de groupes de (5- .
Donnons-nous maintenant un sous-schéma en groupes R de t~ , On peut alors

associer à R un sous-schéma en groupes de D qui se définit comme suit : DL
est muni d’une structure de schéma (pas de schéma en groupes :) sur K ~ et il y
a un morphisme canonique p : (~ -~ (5 ; on voit alors facilement que le sous-schéma
de (5 image fermée de R par p est un sous-schéma en groupes de C~ ,

Dans la suite de cet exposée nous appellerons simplement schémas, ou schémas en
groupes, les schémas, ou schémas en groupes, sur Z .

2. Le principal résultat.

Le problème dont nous nous occupons est le suivant : définir, pour chaque type de
groupe semi-simple complexe r ~ un schéma en groupes (5 sur Z tel que, pour
tout corps algébriquement clos F, le schéma de groupes CVF sur F déduit de
(5 par extension à F du corps de base soit associé au groupe semi-simple r F
sur F homologue de r (on sait que la classification des groupes sur

des corps algébriquement clos se fait au moyen d’invariants qui ne dépendent pas
du corps, d’où la possibilité de comparer des groupes sur des corps différents). Le
problème a été partiellement résolu par T, ONO (~3~) qui associe à tout groupe
semi-simple complexe r qui est son propre groupe adjoint un schéma en groupes
tel que, pour tout corps algébriquement clos r ~ 6F soit associé à un groupe
algébrique admettant 0393F comme composante algébrique de l’élément neutre ( les ré-
sultats de ONO ne sont pas exprimés dans le langage des schémas, mais équivalent
~ ce qu’on vient de dire ) . Nous montrons que le problème ci-dessus
formulé admet une solution 3 il resterait encore à caractériser cette solution par
des conditions convenables imposées a priori.
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Au lieu de partir, dans ce qui suit, des groupes semi-simples complexes, nous
utilisons les groupes algébriques semi-simples sur Q dont les algèbres de Lie
sont "anticompactes" (Cf. n° 3)~ ce qui revient au même, mais est plus commode
pour ce que nous voulons faire.

3. Groupes linéaires semi-simples anticompacts sur Q ,

Nous supposerons donnée une algèbre semi-simple g sur le corps ~ qui possède
la propriété suivante : il existe une algèbre de Cartan 1) de g telle que y pour

tout h ad h soit un endomorphisme diagonalisable de g ; nous dirons
alors que 1) est une algèbre de Cartan " décomposée" de g ; nous appellerons
anticompactes les algèbres de Lie semi-simples qui admettent des algèbres de Car-
tan décomposées. Les algèbres de Lie semi-simples anticompactes se classifient
exactement de la même manière que les algèbres de Lie semi-simples complexes ; en

fait, deux algèbres de Lie semi-simples anticompactes sur Q sont isomorphes si
leurs "complexifications" sont isomorphes.

Nous supposerons choisie une algèbre de Cartan décomposée % de g. Les no-

tions de racine, ou de poids d’une représentation, se définissent comme pour les

algèbres de Lie complexes. A chaque racine a on peut associer un élément xa
appartenant à a (i. e. on a ~ h ~ x1 = a(h) x a pour tout h E ’~ ) de telle
manière que les conditions suivantes soient satisfaites :

1° pour toute racine a ~ y si on désigne par h a l’élément ~xa ~ 
on a a(h ) = 2 ;

a

2 ° s i a ~ a + p sont des racines, on a

où p est le plus grand entier tel que p - pa soit une racine,

On dit alors que les xa forment un système d’éléments radiciels normalisés ;
nous supposerons choisis des éléments x satisfaisant à ces conditions.

L’algèbre g peut se représenter comme somme directe de 1) et de deux sous-

algèbres nilpotentes u et u’ telles que [] , u] u’] eu’ . Nous

supposerons choisies des sous-algèbres satisfaisant à ces conditions. On sait que
chacun des espaces u et u’ est engendré par ceux des x a. qu’il contient. De

plus, il existe sur le dual de 9 une structure d’espace vectoriel (totalement)
ordonné telle que les conditions a > 0 , xa E u (sur une racine soient

équivalentes.
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Soit V l’espace d’une représentation linéaire de 9 , que nous désignerons par

Pv ; 3 posons

uV=PV(u’), .

L’algèbre de Lie semi-simple gV et les algèbres nilpotentes Uv et UV sont

algébriques ([1], IV, § 2, n°Z, corollaire à la proposition 9, et V~ § 3, n°4, prop.
14) ; 3 ce sont les algèbres de Lie de groupes algébriques irréductibles UV’
UV d’automorphismes de V . L’algèbre V est une algèbre de Cartan 3 c’est

l’algèbre de Lie d’un groupe de Cartan HV de rV ,
L’algèbre gv est anticompacte ; l’application aV .w.~ ay o p~ (eu pV est la

restriction de pV à ~V ) est une injection de l’ensemble des racines de 9V dans

l’ensemble des racines de g . Nous désignerons par S(V) (resp. S (+ ; ~ , S (- ; 3 V) )
l’ensemble des racines (resp, des racines > 0 , des racines  0 ) de g qui
sont de la forme p’ . Tout élément de U~ (resp. UV) se met d’une manière,
et d’une seule, sous la forme 

a E D (+; V ) exp 03B603B1 03C1V(x03B1) (resp. 
aE 03A0 (-; V ) 

où les ~a sont des nombres rationnels et où, comme dans les produits analogues que
nous aurons l’occasion d’écrire, les facteurs sont arrangés par ordre de grandeur
croissante des racines V, § 3, n°4, prop. 14).

Nous appellerons caractères de HV les homoporphismes rationnels de ce groupe
dans GL(1 ;,~) ; 3 ils forment un groupe, que nous noterons XV ; XV est un groupe
commutatif libre de rang dim Pour toute racine a E S(V) , il y a un caractère
~ de Hy tel que l’on ait

pour tout t E Hv et tout 5 E (~ . Nous appellerons caractères radiciels les x ;
ils engendrent un sous-groupe d’indice fini de XV’ que nous noterons 

Nous noterons (resp. P(Uv) , les algèbres affines des
groupes algébriques rV (resp. Hy) . L’algèbre P(UV) (resp. 
est une algèbre de polynômes sur ~ engendrée par des fonctions algébriquement in-
dépendantes pour a eS(+ ; V ) (resp. a E S(- ~ ~ . V)) telles que l’on ait

pour tout u ~ UV et tout u’ e Uy ([l], V, §3, n04, prop. 14). Si (~1, ...,~r)
est une base de Xy , les ~ sont algébriquement indépendants sur K , et on a

P~=~Xi , ....Xr~ ’
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Pour toute racine a E S (V~ ~ nous poserons

Le normalisateur N de Hv dans P.. est alors engendré par HV et par les o
pour toutes les racines a E S (V) . Pour tout s E il y a une classe R de

NV module et une seule, telle que s appartienne à l’ensemble U’V RV UV ;
de plus, si s e Hv il n’y a qu’un seul élément (u’ , t ~ x B~ x IL.
tel que s = u’tu (ces résultats s’obtiennent en appliquant le théorème de Bruhat

(Cf. par exemple [2], exposé 13, corollaire au théorème 3) au groupe complexe déduit
de rV par extension du corps de base).

4. Modules admissibles.

Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur Q et (5 un sous-schéma

de groupes de (SC(V) . Soit M un réseau dans l’espace V (i. e. un groupe addi-

tif contenu dans V tel que l’application canonique M - V soit bijective) ;
le module M définit alors un schéma de groupes tel que soit le

schéma de groupes déduit de par extension à Q des scalaires ; d’où un
morphisme de schémas (’~(V) -~ (5C(M) . En composant cet homomorphisme avec l’homo-

morphisme d’injection (5 -~ on obtient un morphisme (~ -~ dont l’image
est un sous-schéma de groupes (5. de on dit que (5~ est le schéma de

groupes défini par D et par M. Si D est le schéma associé à un groupe algé-
brique irréductible r d’automorphismes de V, on dit que (5., est le schéma

associé à r et à M . Puisque (5., est un sous-schéma de groupes de son

algèbre affine est toujours de type fini sur Z 9 comme il y a un épimorphisme

D ~ DM , on voit que, si D est associé à un groupe algébrique d’automorphismes
de V , l’algèbre affine de (’~ est sans éléments nilpotents , et est intègre,
si r est irréductible. Par ailleurs, f il est clair que l’algèbre affine de (S~
est un Z-module sans torsion~ donc plat. Ce module est même fidèlement plat comme
il résulte de l’existence de l’homomorphisme fourni par l’élément neutre.

Soient r un groupe algébrique d’automorphismes de V et B = (vI’ ... , v )
une base de V ; l’algèbre affine P(r) est alors engendrée sur ~ par les fonc-
tions fi’i , D-1 où les f . , . sont les fonctions définies par la formule

(on les appelle les coefficients relatifs à la base B ) et où D = det(f..,) .
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Si B est la base d’un réseau M dans V , l’algèbre affine P(~) du schéma

de groupes ~M associé à r s’identifie à la sous-algèbre de P(r) engendrée
sur Z par les éléments f . , ~ D"1 ,
Soient V et V’ des espaces vectoriels de dimensions finies, r et r’ des

groupes algébriques d’automorphismes de V et V’ ~ cp une application linéaire

injective de V dans V’ . Supposons qu’il y ait un homomorphisme Ç : T’ ’ .~ r

tel que (p o ~ (s’ ) _ s’o cp pour tout s’ E r’ (i. e, que les opérations de r t
transforment ~p (V ) en Soient M’ un réseau de V’ ~ M le réseau

c~~1(M’) de V, (5~, , (resp. ~M ) le schéma de groupes associé à r ’ et M’

(resp. à r et M ). L’homomorphisme 03C8 définit un homomorphisme de l’ alr.

gèbre affine de r dans celle de r’ ; tenant c ompte de la description de p ( )
donnée ci-dessus, on voit tout de suite que applique dans (~ _M ~~) ~
donc définit un homomorphisme ~M~ -~ ~~ ~ dont nous dirons qu’il est
associé à cp , .

Nous allons supposer à partir de maintenant que V est l’espace d’une repré-
sentation p de (5. Nous dirons qu’un réseau M de V est un Z-module ad-
missible si les conditions suivantes sont satisfaites :

1° M est engendré par des vecteurs qui appartiennent à des poids de p (i.
e. qui sont des vecteurs propres des opérations de 

2° Pour toute racine a et tout entier k > 0 , (k :)"1 applique
M dans lui-même.

On peut montrer que tout espace de représentation de p contient un Z-module
admissible. A tout Z-module admissible M il correspond un schéma en groupes
que nous désignerons par ~ (le schéma en groupes associé à r et à M ).
Si V est l’espace d’une représentation p de g ~ son dual V* est l’espace

de la représentation duale p*. Soit M un Z-module admissible dans V ; son
dual M* s’identifie à un réseau de V*, et il est clair que l~‘ est un Z-
module admissible relativement à V* . Soit par ailleurs V’ l’espace d’une autre
représentation p’ de g ; J V ~~ V’ est alors l’espace du produit tensoriel des
représentations p et p’ ; on voit facilement que, si M et M’ sont des ..
modules admissibles dans V et V’ r respectivement, M e M’ est un Z-module
admissible dans V eQ y’ . , 

, 

Z ~a..

Soient V et V’ les espaces de représentations p et p’ de g , et
V: V -~ V’ un homomorphisme injectif de g-modules. Soit M’ un Z-module
admissible J alors M - est un Z-module admissible dans
V . En effet, pour tout poids t1’ de la représentation p’ notons V’’ C3*
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l’espace engendré par les vecteurs qui appartiennent à co’ et Mt, le modu-

le M’ n V ’ , , d’où M’ = I, M’, (la somme étant directe). Or on voit facilement
~ a co

que cp(V) est somme directe des cp(V) nV~, ; il en résulte que M est somme

directe des (p (M’ , ) ; comme tout vecteur ~ 0 de (p (M’, ) appartient à un poids
de 03C1 , notre assertion résulte immédiatement de là. 

4

On a en particulier un homomorphisme injectif epV de l’algèbre de Lie g y de

V dans V ~ V* , et cet homomorphisme est un homomorphisme de g-modules si on

considère 9V comme espace d’une représentation quotient de la représentation
adjointe de g et V 8 V* comme l’espace de la représentation produit tensoriel
de p~ et de sa duale. On associe donc à tout Z-module admissible M dans V

un Z-module admissible g~ dans image réciproque de M oZ I~‘ par cpV .
Tenant compte de l’isomorphisme canonique de V Il V* sur Hom (V ~ V) , on voit
que ~M est l’ensemble des x E 9V qui appliquent M dans lui-même ; on a donc

[9M , 9M] C SM .
Nous noterons DM et UM les schémas de groupes associés à IL

et au réseau M ; ce sont des sous-schémas de groupes de (5., ~ dont nous noterons
les algèbres affines P(UM) , P(S~r) ~ P(’’) , Les projections du schéma affine
UM x ~M x ’~ sur ses trois facteurs donnent trois morphismes de ce schéma dans

(~ ~ d’où, par multiplication, un morphisme

qui va jouer un rôle fondamental dans ce qui suit.

PROPOSITION 1. - Le morphisme SM définit un isomorphisme de M  UM sur
un sous-schéma affine ouvert 03A9M de DM ; l’algèbre affine de 03A9M est de

la étant un élément de P(DM) qui prend la valeur 1 

en l’élément neutre. Si on désigne par Z03B1 pour a > 0 (resp. a  0 ) les élé-
ments de P(Uv) (resp. P(U’)) tels que l’on ait u= 

ae 

D 

(resp. u’ = D exp pour tout ue Uv (resp. u’ ~ U’V) ,

a~S(-;V) 
" ’ " 201420142014201420142014

(resp. est l’algèbre de polynômes sur Z engendrée par les Za
pour a > 0 (resp. a  0 ) ; 3 l’algèbre est engendrée sur Z par les

caractères rationnels )( .

Pour faire la démonstration, on peut évidemment supposer que g== Orr étant

l’application identique).

Puisque ~ est admissible, on a gL, = ~($)M n + ~ n ~ 3 puisque g., est
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l’ensemble des x E g qui appliquent M dans lui-même, on a xa e Soit à

un entier > 0 tel que b"1 xa c alors ~ ~’~ x_ _ a ~’ 1 (ad )z (b-~ xa ) E gM

d’où et par suite pour tout k > 0 . Comme ~ est

un réseau, on a b .= 1 , N6us désignerons par (hl’ ... ~ h . ) une base de 

On notera que les [x a x~~ appartiennent à gM n ’fJ , et que la condition
h e gM entraîne a(h) pour toute racine a ,

Soit y le nombre des racines > 0 . Nous introduirons une base (Y1 ~ ~~~ ~ Y.j)
de la puissance extérieure v-ième de g possédant les propriétés suivantes :
chaque Yk est produit extérieur de v éléments pris parmi les h . , y xa ;
Y1 (resp. YN) est produit extérieur des x pour a > 0 (resp. pour a  0 ) ;
pour chaque racine a et pour 1  j ~ r ~ il existe un a(a , j ) tel que Y (a ’soit le produit déduit de Y1 si a > 0 , de YN si a  0 , en y remplaçant le
facteur xa par h.. Pour chaque k, nous désignerons par i (k) la somme des

racines a telles que xa A Yk = 0 . Si s E fV ’ nous désignerons par Ady s la

puissance extérieure v-ième de Ad s , et nous poserons

Les fonctions appartiennent à l’algèbre affine P(0152~) de (5 qui sera
identifiée dans tout ce qui suit à un sous-anneau de ?(?~). Si s e U
(resp. se Uy ), on a = 0 si -c(k’)  -c(k) (resp. r(k’) > -c(k)) ou si

-c(k’) = -c(k) , k’ ~ k , et on a = 1 . Si t e on a = 0 si

k ~ k’ , gkk(t) = ~03C4(k)(t) où ~03C4(k) est le produit des caractères radiciels

~03B1 pour les racines 03B1 telles que x03B1 039B Yk = 0 . Nous poserons d = on voit
facilement que = d(s-1) .
Si s est un élément du normalisateur de HV , on a (Ad 

étant une permutation des racines produite par un élément du groupe de Weyl ; si
03C0 permute entre elles les racines > 0 , i. e. si 0 , on a s e HV . Ilrésulte facilement de là, et de ce qui précède, que Uy H~ Uv est l’ensemble des
Se fy tels que 0 .

Soit a une racine > 0 et soit 1 $ j $ r ; posons ,§ = JE 
1 

c . h.. Il y a
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des polynômes Q+1 , Q+2 (resp. Q-1 , Q-2 )à coefficients entiers en des lettres
Zp (resp. indexées par les racines p>0 telles que p  a qui possèdent
les propriétés suivantes : si

De plus, on voit’ tout de suite que ou bien les c . ( 1 ~ j ~ r ) sont premiers
entre eux dans leur ensemble, ou bien les a (h.) le sont. Ceci étant, il résulte
facilement des formules précédentes que, u , t , u’ étant comme ci-dessus et
s = u’tu , les ç s’expriment comme polynômes à coefficients entiers en les

Si on suppose que s E Uv (resp. s E U ) ~ , on voit d’abord

que les fonctions Za définies dans l’énoncé de la proposition 1 appartiennent
à P(UM) pour a > 0 ~ à P(UM) pour a  0 . Or, les coefficients de la matrice

qui représente l’élément exp ~ xa (di a est une racine, Ç E ~ ) par rapport
à une base de M s’expriment comme polynômes à coefficients entiers en Ç ; 3 on

voit donc que P(U~) (resp. est l’anneau engendré par les ~ pour
a > 0 (resp, pour a  0 ). Les coefficients / 0 de la matrice qui représente
un élément t de Hv par rapport à une base de M composée de vecteurs apparte-
nant à des poids sont les valeurs en t de certains caractères rationnels y de

Hv (si v appartient à un poids t. v = X a (t) v ) , et les engendreht
le groupe XV; la dernière assertion de la proposition 13 résulte de là.

Le morphisme 0~ définit un homomorphisme 8 M de P ( ~) dans l’algèbre affine

de UM x t~ , L’image de d par eM est inve rs ible dans ~Ij
en vertu de la formule

0~ se prolonge donc en un homomorphisme, que nous désignerons encore par de
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(p~ ))~d~1~ dans P(UM x g x UN) . Il résulte de ce que nous avons dit que les
f onc ti ons Z~ ® 1 e 1 ( a  0 ), ( a > 0 ) de x x UM) appar-

tiennent à l’image de (P( ))~d~i] . Par ailleurs, si s = u’tu ~ u’ e U’ ~
t E Hy , u on peut écrire t = de sorte que les coefficients

de la matrice qui représente t par rapport à une base de M s’expriment comme

polynômes à coefficients entiers en les Za (s) et en les coefficients de la matri-

ce qui représente s ; il en résulte immédiatement que, pour toute fonction

f e 1 e f ® 1 appartient à l’image de (P( ))~d-~’J ~ ce qui achevé la

démonstration de la proposition l a

Nous poserons désormais

Si F désigne un corps, nous. désignerons par ~M ~ ~v ~ ~F les schémas de

groupes déduits de UM ’ Par extension à F des scalaires. Leurs

algèbres affines P(c~ ) , P(U~) , se déduisent de P((~) , 
par tensorisation avec F . Nous poserons d F = d a Le morphis-

me 8 M définit un morphisme

qui induit un isomorphisme du schéma affine qui figure au premier membre sur un

sous-schéma ouvert Q§/§ de Q§§ ; l’algèbre affine de Q§/§ est l’anneau de fractions

(P ( à~) ) [ (d" ) °’°’ ~ ] o
PROPOSITION 2. - Soit F un corps algébriquement clos ; DFM est alors le sché-

ma de groupes défini par un groupe algébrique irréductible tanorphismes de l’espace vectoriel MF = M ~Z F sur F; UM’ U’ M , " sont as-

sociés à des sous-groupes irréductibles UFM, U’FM, HFM de 0393FM ; HFM est un tore
maximal de 0393FM et HFM UFM en est un groupe de Borel.

Pour faire la démonstration, nOUS SUPPoserons de nouveau que g = gV .
Il résulte tout de suite de la proposition! que P(U"’ x #  UFM) est intègre,

donc que (P(DFM))[dF)-1F] est intègre, et, en particulier, que l’anneau local de
neutre de fl£ est intègre. Il est Clair que 0E5 est Un sous-schéma en

groupes de OE£(Fi’) ; ii résulte alors de ce que nous venons de dire que est le

Schéma On groupes défini Par un groupe algébrique d’automorphismes de mÔ .
Les algèbres PUà"> , Pàl> , P"> .tant intègres, U ,5 , 55 et U5 sont les

schémas en groupes définis par des sous-groupes algébriques irréductibles 
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On voit facilement qu’il existe une base de M telle que, pour tout u E 

la matrice qui représente u par rapport à cette base soit une matrice triangu-
laire dont les éléments diagonaux sont égaux à 1. On en déduit aussitôt que le

groupe UF est unipotent ; on voit de même que U’F est unipotent et que I~
est un tore.

Les fonctions Za étant définies comme dans la proposition 7, nous poserons

~a ~ Za e P(t~) (resp. P(UM) ) est donc engendré sur F par les fonctions

Za pour a > 0 (resp, pour a  0) ~ y et ces fonctions sont algébriquement indé-
pendantes sur F . De pour tout X e Xy , nous désignerons par X l’élément

X Cil IF de P(SFM) . Pour toute racine a , on désigne par ~03B1 le caractère radi-

ciel associé à a .

Soient t* et û les morphismes du schéma affine DM x UM dans obtenus

en composant les projections sur les deux facteurs avec les morphismes d’injection
de e t UM dans Il y a un automorphisme de l’algèbre affine

UM qui conserve les X ~ 1 pour X e Xv et qui trans-
f orme 1 ® ~ en Xa e Za ; cet automorphisme définit un automorphisme ~, de

DM x et la formule écrite ci-dessus donne t* u*(t*)~1 ~ u* 0 7~ . Les morphis-
mes t~ ~ u’~ de ~ x dans déduits de t* ~ u* par extension des

scalaires s’obtiennent en composant les projections sur les deux facteurs avec les

morphismes d’injection de ces facteurs dans 3 soit X l’automorphisme
de ~ x ~ M déduit de À par extension des scalaires. On a alors

on en déduit que les conditions t G 4 , u G U§ entraînent tut-1 G 4 ,
Z03B1 (tut-1) = ( a > 0 ) . On voit de même que les conditions t e HFM ,
u’ e u’§§ entraînent tu’t-1 e U’FM et = % (u’) ( «  0 ) . 0n

déduit de 1à que l’ensemble H5 U§§ est un sous-groupe résoluble algébrique Oré-
de ~À °

Il résulte de l’existence de l’isomorphisme 0 §§ de Ug/ x x Y§§ sur un sous-

schéma ouvert de SFM que l’application (u’ , t , u) -B u’tu de U’FM x HFM x UFM
dans r§§ est injective. Montrons que l’intersection de l’ensemble
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avec le normalisateur de H~ U~ est Il suffit de montrer que, si un élé-

ment u’ de U~ appartient au normalisateur de H~ U~ u" est l’élément neu-

tre. SI t e soit u" e on a u’"~ tu’ = u~~ H~ U~
d’où u’ = u" 3 mais on a, pour toute racine a  0 , Z03B1(u") = (u’) , et

il est clair que ~ 1 , de sorte qu’il y a des éléments t 6~ tels que

v (t) ~ 1 . Il vient donc Z (u’) ce 0 pour toute racine a  0 , ce qui démontre

notre assertion. La formule qu’on vient d’utiliser montre aussi qu’un élément

t ~ H" ne peut appartenir au centre de la composante irréductible A., de l’élé-

ment neutre dans 1~ que si les sont tous égaux à 1. Comme les carac-

tères radiciels engendrent un sous-groupe d’indice fini du groupe des caractères,
le centre de A, est fini.

Comne U’FM HFM UFM est un voisinage de 

dansHFM UFM, qui est résoluble et qui est la composante connexe de l’élément neutre dans

son normalisateur dans 0394FM , est un groupe de Borel de A., . Il est clair 

est un tore maximal de H.. U.. ~ donc de A., . On a

il en résulte facilement que est semi-simple.

Il reste à prouver que r.. est connexe. Nous savons déjà que l’ensemble des
s E F.. tels que d (s) ~ 0 est contenu dans 0394FM ; il suffira donc de prouver que
toute composante irréductible de rencontre cet ensemble. Nous utiliserons pour

cela les notations de la démonstration de la proposition 1 . Soit (y~ ~ .,. ~ y )
la base de gM composée des x et des hj ; posons, si s E r V ’

on sait que les fonctions f.., 1 appartiennent à P(SM) . Posons f.., r = f.., t e 1F ,
et désignons par gFM l’espace vectoriel g., ~Z F sur F ; posons yi = 1F ,
x = x c hj = l . Il est alors clair qu’il y a une représentation li-
néaire Ad de 0393FM , d’espace gFM , qui fait correspondre à tout s 6 F.. l’auto-

morphisme défini par

L’espace gM) ~Z F s’identifie à la puissance extérieure v-ième de 

posons 1F . Alors Yi est produit extérieur des x03B1 pour a > 0 , et
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est le coefficient de Y dans l’expression de (Ad s) . Yl comme combi-

naison linéaire de > ... , YN s désignant la puissance extérieure
de Ad s ). Il en résulte que, si un s est tel que Ad s conserve le

sous-espace de g., engendré par les x~ pour a>0~ona d(s)~0.

On observera par ailleurs que l’on a = t . = h. J pour tout

Ceci étant, soit Si un élément quelconque de L’automorphisme intérieur

produit par Si transforme en un groupe de Borel (resp. en un

tore maximal) de A~ , Comme tous les groupes de Borel de ~., sont conjugués les uns

les autres dans ~ et comme tous les tores maximaux de H~ U~ sont conjugués

entre eux dans H" on voit qu’il y a un élément se Si A~. tel que

s (H" U~) s" = H" U" sH" s"~ = ° La que

Les f onctions pour les diverses racines a , étant toutes distinctes les unes
des autres et de 1 , la relation s"1 _ entraîne que Ad s transforme

Fx03B1 en étant une certaine permutation des racines. Tenant compte des

relations X- -a 1 , on voit que n (- a ) = - n (a) pour toute racine a . On a

sUFM s 1 _ UFM , et les opérations Ad u , u E y conservent l’espace Fx ;

il en résulte qu’elles conservent aussi l’espace Z Supposons pour un
a.X) ti

moment qu’il y ait une racine a > 0 telle que n(a) _ - ~i soit  0 ; pour tout

F , désignons par u~ l’élément de UF tel que Z (u ) _ ~ ~ = 0

pour toute racine 03B2’ > 0 , P ’ . L’expression de (Ad comme combi-

naison linéaire de ... , f y ne ferait donc pas intervenir l’élément de base

x , Or on a

(où h _ x-03B2])F, d’où contradiction. On voit donc que s

conserve 1 espace 2: Fx qui termine la. démonstration.

COROLLAIRE 1. - L’idéal angendré par un nombre premier dans l’algèbre affine
est premier.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2.
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COROLLAIRE 2. - On a P(DM) = n 

Il est clair que le premier membre est contenu dans le second. Soit f une fonc-

tion de n L’ensemble des entiers k tels que kf ~ est un

idéal / {0} de ~ ~ dont nous choisirons un générateur Puisque f e 

il y a un m >0 tek que dm f e d’où dm(k0 f) 6 k0 P(GM) . Si p est
un nombre premier, aucun des éléments d ~ k.. f de P((5j n’appartient à 
d’où 0 (mod p) . On a donc k~ == ~ 1 , ce qui démontre le résultats

Pour toute représentation p de l’algèbre de Lie g , appelons groupe des poids
de p le groupe engendré par les poids de p .

COROLLAIRE 3. - Soient V et V’ les espaces de représentations p et p’ de g
qui admettent le même groupe des poids, c’est-à-dire tels que les groupes algébri-
ques 0393V , 0393V, soient isomorphes. Si M et M’ sont des Z-modules admissibles

~ V ~b V ~ les schémas de groupes (5 sont isomorphes.

Considérant l’espace de représentation V x V ’ , on se ramène tout de suite au
cas suivant : g = P étant l’application identique ; il existe une applica-
cation injective y : V’ ~ V qui est un homomorphisme de g-modules telle que
M’ = Il résulte de l’hypothèse faite sur V et V’ qu’il existe un iso-
morphisme w : rv - tel que (p o s =(pp (s) pour tout s e Cet

isomorphisme définit un isomorphisme ( de sur P(rV) . Pour toute ra-
cine 03B1 , on a 03C60393(exp 03B603C1(x03B1)) = exp (03B6 e Q ). Par ailleurs, 03C60393 induit
un isomorphisme de H~ sur Hy, . Tout poids ~ 1 de p’ est aussi un poids de
p : si v’ est un vecteur de poids ~’ dans V , p(v’) est un vecteur de poids

dans V. A ~’ correspondent un caractère de et un caractère
de 

Pourtout t ~ 0393V . Il enrésulte tout de suite qu’il y a un isomorphisme ~ ~ ~ ~ Xyt ’ tel que
l’on ait = X(t) pour tout t e on déduit de là que, si

u’=~~ 
avec u~ = t, e = x(t) (x e Xv)

Ceci montre que l’iàomorphisme du corps des fractions de sur celui de
qui prolonge ~ applique sur applique donc 

sur en vertu du corollaire 2, ce qui démontre le corollaire 3.

REMARQUE 1. - Soient M et M’ des ~-modules admissibles d’un terne espace
de représentation V de p ; M et sont alors des sous-schémas de groupes
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de (5C(M) et M (M’) respectivement. Bien que (5~ et soient isomorphes,
il n’y a en général aucun isomorphisme de sur qui se prolonge en iso-
morphisme de sur (5~(M*) .

REMARQUE 2. - le schéma de groupes que nous associons à un Z-module admis-
sible M d’un espace de représentation de g ne dépend pas des choix arbitraires
que nous avons faits : choix d’une algèbre de Cartan décomposée I) ~ des algèbres
u et u’ , de la structure d’ordre sur le dual de 1) ~ des éléments radiciels
normalisés x .
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