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Mai 191

AMALYSE SPECTRALE
ET THEOREME DE PREDICTION STATISTIQUE DE WIENER

par Pierre CARTIER

INTRODUCTION, - En 1941, WIENER [11] et KOLMOGOROFF [4] ont donné simultanément
une réponse compléte au problime de la "prédiction" des fonctions aléatoires sta=
tionnaires. Le probléme est le suivant ¢ étant donnée une fonction aléatoire sta~
tionnaire {Xt} ( t variable réelle) et une valeur <t de la variable t , peut=
on a l'aide des données statistiques sur les variables Xt y pour t £ T,
donner une estimation de la variable X o vlorsque v >0 ? Si 1'on adopte la méthode
usuelle des "moindres carrés", la question précédente se transpose ainsidans le
langage des espaces de Hilbert ¢ si {U(t)} est un groupe 2 un paramétre d'opéra=-
teurs unitaires dans 1'espace de Hilbert $, et a un élément de H, le vectour
U(v)ea est=4l dans le sous-espace fermé sous-tendu par les U(t)ea pour t <0 ?
Le théoréme de Wiener-Kolmogoroff donne une réponse trés précise au moyen de la
transformée de Fourier de la fonction t - (a|U(t)]a) ; plutdt que de faire un
rapport sur tous les travaux suscités par le théoréme de Wiener-Kolmogoroff, nous
allons dans cet exposé montrer comment un certain nombre de résultats de théorie
spectrale se groupent autour de la méme idée, et comment on en déduit le théoréme

de Wiener-Kolmogoroff,
NOTATIONS,
G groupe topologique localement compacts
e élément neutre de G o

m mesure de Haar 3 gauche sur G o

Si f est une fonction sur G & valeur dans un ensemble quelconque E , et d
x ost dans G , on définit la fonction x # £ par (x » £)(y) = i‘(x"1 y) ; ona
alors xx!' * f=x# (x' » ) ,

5i § est un espace de Hilbert, on note I (ou quelquefois I5 ) 1'application
identique de $ ; on note £(§) 1'ensemble des opérateurs lindaires continus
(partout définis) dans § o Soit T dans £(§) ; 1'adjoint de T est noté T ;

de plusy, pour a et b dans H , on note (a|T|b) le produit scalaire de a et
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de Tb ; cette expression est linfaire en b , antilindaire en a , et 1l'on a
e 10 1T
(alT" by = (b|T]a) « La norme dans § est définie par |la|] = (a]a)1/2 .

Soient X un espace localement compact et p une mesure de Radon positive sur
X « Pour tout espace de Hilbert §, on note Lg(X s B) llespace des classes de
fonctions de puissance p-iéme sommable pour la mesure K a.valeur dans § ; lorsque

p =2 , cet espace est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(gle) = [(£(x)]e(x)) au(x)
On omet § dans la notation s'il est égal au corps G dos nombres complexes,

muni du produit scalaire ab o Si X est le corps R des nombres réels et si p

est la mesure usuelle, on omet X et p dans la notation Lg(X y B e

I. Rappels sur la théorie spectrale

1. Représentations unitaires.

Une représentation unitaire n de G dans un espace de Hilbert $ est un

homomorphisme de G dans le groupe des opgrateurs unitaires de § qui satisfait
aux conditions de continuité équivalentes ¢

ae L'application ¢ de Gx§H dans § définie par o(x a) = n{x)ea est
continues

be Soit D un sous-cnsemble total de § , stable pour les opérateurs n(x) .

Pour a4, b dans D , on a
lin (a|n(x)|b) = (alb)y
X

Lorsque 1l'espace de Hilbert § admet une base orthonormale dénombrable, les condi-

tions précédentes sont encore équivalentes & la suivante ¢

ce Soit D wun sous-ensemble total de H o Pour a , b dans D , la fonction

X = (aln(x)lb) sur G est mesurable pour la mesure m

Un vecteur a est appelé un générateur de la représentation s si les combinai-
sons lindaires des vecteurs 7ni(x)ea sont denses dans § ; si tout vecteur non nul
de § est un générateour, on dit que la représentation s est irréductibles Si =

est irréductible, tout opérateur dans § qui commute aux n(x) est scalairce
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ANALYSE SPECTRALE ET PREDICTION STATISTIQUE

On dit qu'une fonction continue ¢ sur G est de type positif si 1l'on a les

inégalités @

(1) Y%A oitx)z2o0
E | 1 ]
i,J
quels que soient les scalaires )‘i et les éléments X de G enromhrefink Rarque ¢
witdetype positif, il faut et suffit qu'il existe une représentation unitaire st de

G dans un espace de Hilbert § et un générateur a de mn tels que ¢
(2) o(x) = (aln(x)|a) .

La fonction ¢ définit n et a 2 un isomorphisme prése. On dit que la fonction
de type positif ¢ est é1émentaire si elle est de la forme (2), avec |la|| =1,

et n irréductible, L'ensemble @ des fonctions de type positif ¢ , telles que
(p(e) <1, est convexe, et ses points extrémaux sont O et les fonctions de type

positif élémentaires.

2+ Mepures spectralese

Soit X un espace localement compact. Les fonctions continues (complexes) a sup~
port compact sur X forment une algébre X(X) (sans élément unité si X n'est
pas compact). I1 existe un plus petit espace de fonctions sur X qui contienne les
fonctions semi-continues inférieurement et qui, avec toute suite fn majorée en
tout point, contienne aussi leur enveloppe supérieure ; les éléments de cet espace
s'appellent les fonctions boréliennes sur X ; un sous-ensemble de X est dit

borélien si sa fonction caractéristique est boréliennc.

Toute fonction borélienne bornée est limite uniforme de combinaisons linéaires
de fonctions caractéristiques d'ensembles boréliens. Une fonction borélienne est
mesurable pour toute mesure de Radon u sur X ; réciproquement, toute fonction
p-mesurable est égale localement presque partout 2 une fonction borélienne. Pour
la norme |f]] = sup_ I£(x)] , 1'ensemble B(X) des fonctions boréliennes et borndes

est une algébre normée compléte.

Une mesure spectrale P sur X & valeur dans un espace de Hilbert § est un

homomorphisme d'algdbres de X(X) dans £(§) vérifiant les identitds ¢

(2) P==Pp, IRl < el
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et tel que 1l'intersection des noyaux des Pf soit réduited O , La mesure spectrale

P se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de ®(X) dans £(§) (noté

encore P ) continu au sens suivant ¢

as Si des fonctions semi-continues inférieurement fa gont uniformément borndes et
ont £ pourenveloppe supéricwe, an a @

(4) (alpgla) = sup (alP; [a)
a

pour tout a dans .

be Si des fonctiong boréliennes et bornées fn ont pour limite en tout point une

fonction f ¢ 6(X) , on a @
(5) P.a=1lim P

pour tout a dans § e

Les identités (3) sont encore satisfaites pour f dans ®6(X); et P, est 1'opé~

rateur 3identique dans %

Si f est la fonction caractéristique d'un sous-ensemble borélien A de X,
1topérateur P, est le projecteur orthogonal sur un sous-espace fermé H(A) de
H 3 on a les relations suivantes :

ae S A= N A ,ona H@A)= N HA)
n— _ n me—— o n
n=1 n=1

be Si U est réunion d'ouverts Ua , alors H(U) est le plus petit sous-espace

fermé de % contenant les H(Ua) .

ce S1 A et B sont disjoints, alors H(A) et H(B) sont orthogonaux et
H(A) + H(B) = H(A u B) .
de H(X) = 5, H(@) =0,

Toute fonction qui, 2 tout sous-ensemble borélien A de X , associe un sous-espace

H(A) de § , et qui vérifie les relations précédentes provient d'une mesure spectrals

unique.

On peut énoncer un théoréme de structure pour les mesures spectrales : 1'espace
H est somme directe de sous-espaces orthogonaux 5a tels que, pour chaque a,

il existe une mesure de Radon positive p = sur X et une isométrie Uy de
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2
12(x , u,) sur 5 vérifiant la relation  Uy(f.g) = P, Uy(g) pour geI(X ,nu)
et fe B8(X) .

3+ Théorie spectrale des groupes commutatifse

On suppose le groupe G commutatif. Les fonctions de type positif élémentaires
sur G sont les homomorphismes continus de G dans le groupe multiplicatif des
nombres complexes de module 1 . L'ensemble de ces homomorphismes sera muni de la
loi de composition définie par la multiplication des fonctions et de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts ; c'est alors un groupe localement
compact 8 9 le dual de G + Si 1'on associe & tout x dans G la fonction
X - x(x) sur G s on définit un isomorphisme de G sur le dual dﬁ:i)\g « Si 1'on

fait correspondre & tout nombre réel A la fonction ey d s e sur R,

on définit un isomorphisme du groupe R sur son groupe dual.

Les fonctions de type positif ¢ sur G avec cp(e) 1 , forment un ensemble
convexe, qui est compact pour la topologie induite par la topologie faible du dual
de l'espace de Banach Ll(G » m) ; par application du théoréme de Krein-Milman, on

en déduit le théoréme de Bochner

Les fonctions de type positif sur G sont les fonctions de la forme ¢

6) o(x) = /a x(x) dp(y) x eG

-~
ou p parcourt 1l'ensemble des mesures positivesbornées sur G ; la mesure M véri=

fiant (6)est uniquement déterminée par 9 .

Soit n une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert § ; pour
~
tout x dans G, on notera X la fonction ¥ - x(x) sur G e Le théoréme de

Bochner implique facilement le théoréme d'Ambrose ¢

Il existe sur G une mesure spectrale P & valeur dans § et une seule pour
laquelle on ait Pa = n(x) pour tout x dans G .

Supposons que la représentation n admette un générateur a . I1 enste alors
une mesure de Radon positive bornée p sur G ot une isométrie U de L (G T))

sur H telle que :

(7) U(2.g) = n(x).U(g) U(1) = a .
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De plus, ces conditions déterminent p et U de manidre unique et l'on a
U(f.g) = Py U(g) par f e 8(C) et ge L2(§ s B . Dans ces conditions, pour tout
sous-espace R de 5 , stable par les n{x) il existe un sous~ensemble borélien
E de G , défini 2 un ensemble localement négligeable prés, tel que Pf soit le

projecteur orthogonal de § sur 8 si f est la fonction caractéristique de E .

4, Décompositionsde 1'identité.,

Soit § un espace de Hilbert. Nous considérerons des opératecurs lindaires dé-
finis dans un sous-espace vectoriel de § et a valeur dans § ; le sous~espace
de définition de l'opérateur A sera noté DA) , et l'ensemble des vecteurs Aa
pour a € D(A) est un sous-espace vectoriel S(A) de § .51 A et B sont
deux opérateurs, on éerit A cB , si le graphe de A est contenu dans celui de
B ; onnote A +3B 1'opérateur défini sur D(A) n D(B) par (A + B)ea =A.a + Bea,
et BA 1'opérateur défini sur D(A) nA-l(D(B)) par (BA)sa = B(Aea) o S Aea =0
implique a =0 , alors A est une bijection de D(A) sur S(A) , et 1l'opérateur
A"l st 1a bijection réciproque de S(A) sur D(A) . Parmi les opérateurs A' ,
telsque 1'on ait (Aala') = (alA'a') pour a € D(A) ot a' e D(A') , il en existe
un qui contient tous les autres, 1'adjoint A de & ; si D(A) =A%) =35,
alors A appartient 3 £(§) ; on @it que A est autoadjoint si A =A* 5 stil

en est ainsi, pour tout nombre complexe p non réel, l'opérateur A4 - p.I admet

i

un inverse, la résolvante R(p) de A , qui appartient & £(X) .

Une décomposition de 1l'identité est une application E de R dans 1'ensemble

des projecteurs orthogonaux de § telle que pour tout a dans 5 , la fonction
(a|E(A)|a) sur R soit continue a gauche et croissante, et tende vers O (resp.
(ala)) lorsque A tend vers = = (resps + ) o Si f est une fonction borélienne
sur R, il existe un opérateur A = /.:’ £(\) dE(A) dont le domaine de définition
se compose des a tels que /_:o [£(A\)]? a(alE(A)]a) soit fini (intégrale de
Lebesgue~Stieltjes), et qui vérifie :

(8) (alalbd) = / 22 £(A) alalE(N)D)
pour a€§ et be DA) . Il en résulte que E(u) = f_:o cpp()\.) dEQ) avec ¢ ) = 1
si A<p,et 9 (M) =0 si A>p.Deplus, l'adjoint do / £(A) dE(A) est

J£(A) dE(A) , et si f ne s'annule pas, 1'inverse de / £(A) dE(A) est
/£ @) .
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Il existe des correspondances bijectives entre les décompositions de 1tidentité
E , les mesures spectrales P sur R, les opérateurs autoadjoints A et les
représentations unitaires U de R ; ces correspondances s'expriment par les

relations ¢

(9) Pf=/f(x)dE(X), EN) =R, fedB), Ael
A

(10) A=/ AaE(N)

(11) ue) =/ M) .

On dit que A estle générateur infinitésimal du groupe 2 un paramétre {U(t)};
en effet, D(A) est l'ensemble des a dans ¥ pour lesquels (U(t)a - a)/it

a une limite pour t tendant vers 0 , et l'on a

(12) Aa = lim (U(t)ea =~ a)/it .
£-0

La résolvante {R(p)} de A apparait comme la transformée de Laplace du groupe
{u(t)} d'aprés la formule
-1 /5 7P (alu(t)|b) at In(p) <0

(13) (a|R(p)Ib) =
1 /2 o™ (a]u(t)]b) at In(p) >0 .

Lorsque A = / AQE(A) , on pose f(A) = J£(A\) @E(A) pour toute fonction
borélienne f sur R ; on peut écrire U(t) = o ot R(p) = 1/(& - pI) &

II. Théorémes de structure.

5, Systémes d'imprimitivité (Cf. [6]).

Le théoréme que nous allons établir est un cas particulier de résultats de MACKEY
sur les représentations induites ; la démonstration que nous donnons est une adap-
tation de raisonnements de von NEUMANN [7] et LOOMIS [5], qui évite les complica~
tions d'ensembles de mesure nulle propres 2 la théorie de l'intégration de Lebesguee
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’ N\
THEOREME 1. = Soit n une représentation unitaire du groupe localement compact

G dans l'espace de Hilbert § , et soit P une mesure spectrale sur G 3 valeur
dans § vérifiant la relation @

(14) Px»f = n(x) .Pf.n(x)-l xeG, feX) .

I1 existe alors un espace de Hilbert £ et une isométrie U de Lé(G , m) sur
$ vérifiant les relations @

(15) U(x # g) = n(x)U(g) U(feg) = PpeU(g)

pour x€ G, f e B8 et geLg(G,m).

Soient a et b deux éléments de § o On considére un sous~ensemble compact X
de G et l'ensemble compact L formé des x.y-l pour x 3 y€ K o Si h est

une fonction continue sur G x G , nulle en dehors de K x K , nous poserons $

(16) h () = h(y , ¥) .

I1 est clair que hx est continue, nulle en dehors de K , et que la fonction
h_ est nulle si x ¢ L o Comme h e %(G) , on peut définir une fonction ¢ sur
G par la formule $

(17) ¢(x) = (aln(x)p, b} = (x(x)™" alp, ©
x b d

qui montre que ¢ est nulle en dehors de L o Par ailleurs, la fonction

h(xy , y) sur Gx G est continue 2 support compact ; par suite, pour X, € G

ot tout € >0 , 1l existe un voisinage V de %, tel que “hx - hx || < g pour
(o]
x eV, dlol ”Ph - Ph || < € dans les mémes conditions. D'aprés la définition
X X
()

d'une représentation unitaire, on peut supposer V assez petit pour que 1'on ait
ln(x)"tea = n(xo)'l.all <e pour x €V ; on en déduit 3

lo) = p(x )l <e llall b1+ Il) — xev

ce qui prouve que ¢ est continue, et finalement ona ¢ € %(G) o L'indgalité @
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(18) lm(e)] <m()lnll llall ol

montre facilcment qu'il existe une mesure Vo.p SUT G x G telle que ¢
’
(19) /. @ln(x)ep, o) dn(x) = v, . (h) h e %G x G) .
G hx asb

De cette formule de définition des mesures Vop 2 OB déduit facilement les cas
’

particuliers suivants ¢
(=0) /GxG u(xy—l) v(y) dva,b(x y V) = /G (a] n(x) 'Pv|b> u(x) dam(x)
(21) [ope £(x) &) v, (x » ¥) =/ (alpy n(x)P [b) dn(x)

siov, b= 0 , 1'expression (20) est nulle quels que soient u et v dans X(G) ;

la fonctlon comtinue x - {a]n(x).P ]b) est donc nulle pour tout v dans X(G) ;
faisant x = e , en en déduit (alP [bY) =0 pour tout v dans ¥(G) . Comme P#O,
1'une au moins des mesures Vs ,b eatnmmiﬂe, et d'aprés les propriétés des mesures
sur un espace produit, on peut trouver £ 4, g4, a8, b tel que (21) soit non nul,

On a donc démontré ce qui suit @
Pour f ,,g dans X(G) , il existe un opérateur lindaire continu Af g dans
—_— —_— ’

5telﬂ:

(22) <eLlAf,gho>=/G @l Ppn(x) Pglb> dméx) a,bes

et 1l'un au moins des opérateurs Af g n'est pas nul,
’

On peut trouver b dans § et g dans %(G) tels que 1l'application
Uo s £ Af g b de X(G) dans § soit non nulle ; des caleculs faciles montrent
’
que l'on a ¢

(23) U (x & £) = n(x) U (£) u_ (s o) = Py, .Uo(f) .

Do plus, si l'on pose A(f , f1) = (Uo(f)on(f'» 5 il est clair que A est une
forme sesquilinéaire positive sur ¥(G) et d'aprés (23), A est invardante par
les translations & gauche, et 1'on a A(ff' , ") = A(f , T'f¥) . I1 en résulte
facilement qu'il existe une constante A >0 telle que A(f , £!') = Aa(Tr?) ;
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remplagant b par A 172 b 4 On peut se ramener au cas ol A = 1 ; mais alors U
se prolonge en une isométrie de ]L (G, m) sur un sous-espace fermé de H , véri-

fiant encore les formules (23). Le théoréme résulte facilement de 12 par récurrence

transfinie,
Ce Qo Fo Dy

6« Théoréme de Stone=von Neumann.

En combinant le, théoréme 1 et le théoréme d'Ambrose, on obtient immédiatement le

résultat suivant ¢

~
THE.ORM 24 - Soient G un groupe localement compact commutatif, G son dual,

1Y n deux représentations unitaires de G et G respectivement, dans le méme

espace de Hilbert § « On suppose que l'on a ¢

(24) n(x)et(y) = x(x)"l.?t(x) ot(x) xeG, ¥ et .

I1 existe alors un espace de Hilbert £ et une isométrie U de Li(G , m) sur

$ vérifiant les relations :

(25) U(x = g) = n(x)oU(g) 5 Ulgeg) = Alx)U(e)

pour x €G, x €G et geLé(G,m) .
Comme G est isomorphe au dual de G , il existe une mesure specctrale unique P
ry
sur G a valeur dans § telle que PX = fi(y) pour tout yx € G » Pour tout x

x*f.n(X) ;
la formule (24) s'écrit alors Q_ = P_ pour tout ¥ dans ﬁ- 3 on en déduit

dans G , on définit une mesure spectrale Q sur G par Q = ni(x)” -1
Q =P, clest-d-dire que (14) est vérifides. On peut alors appliquer le théoréme 1le
Ce Qe Fu Do
Si 1'on applique le théoreme précédent & G =R , en tenant compte de 1'isomor-
phisme de R avec son dual, on obtient le théoréme d'unicité de la représentation
des relations de commutation d'Heisenberg, sous la forme "globale! que lui a donnée

He WEYL [10], et qui a été prouvé par STONNE [9] et von NEUMANN [7]. Mous allons

maintenant passer a la forme "infinitésimale" du méme résultat ; des variantes sont
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dues 2 RELLICH [8] et & DIXMIER [2].

THEOREME 3e = Soient P et Q deux opérateurs autoadjoints dans un espace de

Hilbert § « On suppose que pour tout nombre momplexe p non réel le domaine de
Qe(P = pd) est contenu dans celui de FQ s et que 1l'on a ¢

(26) FQ = QP C i.I .

Il existe alors un espace de Hilbert £ et unhe isométrie U de Ié sur H qui
transforme en Q 1l'opérateur de multiplication par la fonction A de la variable

A,y et en P 1'opérateur de dérivation i'ng .

Soient p un nombre complexe non réel et a € D(Q) o On note R(p) = (P - p)-l
la résolvante de P ; si b= R(p)ea , on a donc b e DP) ot a = Peb = peb o I1
en résulte que b appartient au domaine de Qu(P = p.I) , donc & celui de PQ 3
en particulier, on a b e D(Q) et donc Psb=a + pusb est aussi dans D(Q) o On
voit gue Qb et QFb sont définis, et 1'on peut appliquer la formule (26) qui

donne
(P ad poI)oQob bl Qo(P L] poI)ob = 1.b .

Si 1'on applique l'opérateur R(p) 2 cette Identité, on trouve finalementla

relation ¢
(27) QeR(p)ea = R(p)eQea = 1.R(p)2.a a € Q) .

Soit £ le graphe de Q ; c'est un sous-espace fermé de § x § et la formule
(27) signifie qu'il cst stable par les opérateurs S(p) définis dans $ x $ par s

R 2
(28) S(p)(a , ©) = (R(p)ea , iR(p)" a + R(p)b) .
Par ailleurs, on définit un groupe & un paramétre d'opérateurs unitaires dans
§ par U(t) = eltp s et un groupe & un paramétre d'opératours non unitaires v(t)

dans Hx§ par @

(29) V(t)(a 5, b) = (U(t)ea , tU(t)ea + Ult).b) .
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La formule R(p)2 = Ti% R(p) et 1'identité (13) permettont d!établir la relation
suivante

-1 [ oY Gulv(s) ]y at TIndp) < O
(0)  G@lsp)lu) =

i /_fi o~ IPY (ulv()|w) at Im(p) >0

pour u, ut dans H x § o D'aprés les propriétés de la transformation de Laplace,
l'espace £ est stable par les V(t) puisqu'il est stable par les S(p) « Autre-
ment dit, le graphe de U(t) QU(t)":l , qui est le transformé de £ par 1l'opéra=~
teur (a4, b) - (U(t)sa , U(t)sb) , est égal au graphe de Q =t qui est trans-
formé de £ par l'opérateur (a , b) = (a, = t.a +b) , et 1'ona 3

(31) T QUE) T = -t

R

Posons U(s) = ot

»
infinitésimal du groupe & un paramétre s - U(t).U(s)U(t) 1 ot celui de droite

; dans la formule (31), le membre de gauche est le générateur

est le générateur infinitésimal du groupe 2 un paramétre g - o its L(s) « De (31) ,
on déduit donec la relation ¢

(32) U(t)0(s) = o~1%8 T(s)U(t) .

On peut alors appliquer le théoréme 2+ Il existe un espace de Hilbert £ et une
s N IT 2 - 17, T i)\S _“ ﬁ
isométrie U de Ly sur § telle que B(t » £) = U(t)JTf et T(e ™ £)=U(s)elEf
Par conséquent T BT est le générateur infinitésimal du groupe des translations
dans L2 , olest-a-dire i 7% , ot il est immédiat que 1'on a T(A£) = Q.Uf pour
toute fonction f € Lé .

Ce Qo Fu Do

On pourrait traiter d'une manidre analogue le cas des relations de commutation

d!Heisenberg 3 plusieurs degrés dc liberté.

T Semi-ﬁroupes.d'opérateurs isométriques (Cf. [1D).

Nous démontrerons d'abord un théoréme de structure qui nous donnera la structure
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des semi-groupes, et qui sera aussi utilisé pour démontrer le théoréme de Wiener-

Kolmogoroff au numéro suivant.

THEOREME 4. - Soient 5 un espace de Hilbert, {V(t)} wun groupe 2 un paramétre
d'opérateurs unitaires dans § , et 50 un sous=espace fermé de § stable par les
V(t) pour >0 . On notera §_, 1'intersection des sous-espaces v(t) ‘50 de
5, et 5, lladhérence de leur réunion pour t parcourant R ; enfin, on notera

- ~A
$' le complémentaire orthogonal de 5_°° dans 5°° « I1 existe alors un espace de
Hilbert £ et une isométrie U de Lé sur B' telle que U(t » £) = V(t)e U(£)
et que ,50 soit somme directe de .5°° et du sous-espace formé des U(f) pour

les f dans Lz nulles sur la demi~droite négative.

I1 estclair que {V(t)} induit des groupes i un paramétre d'opérateurs unitaires
dans chacun des sous~espaccs 500 ’ 5_00 et H' de $, et que 550 est somme
directe de 5} = § n §' et 5__ « Enfin, on a v(t).gc') c ) pour t20.

On notera F 1le projecteur orthogonal de §' sur 55:) et V! (t) la restriction

de V(t) a 5' . Ensuite, pour t réel, on posera &
(33) E(t) = Iy = V! () Fr(t)t .

I1 est clair que E(t) est un projecteur orthogonal dans $' et l'on montre
facilement que la famille des E(t) est une décomposition de 1'identité dans
5' (la fonction <(a|E(t)]a) en t est continue d'aprés 1'axiome (a) des repré=

sentations unitaires, Cf. numéro 1). De plus, on a
() Vi) B(s) V'(8) = E(t +8) .

Si P est la mesure spectrale sur '\li 3 valeur dans H' associde 2 la déeomposi=
tion de 1l'identité {E(t)} , la formule (34) implique @

-1

1 1 =

(35) VI(t) P VI(E)T = B,

ce qui permet d'appliquer le théoréme 1. On peut donc trouver un espace de Hilbert
£ ot une isométrie U do La sur §', telle que U(t # £) = V'(t)U(£) ot

U(f.g) = Pf.H-'g) pour t €R, fe @ et ge Lé o Si 1'on prend pour f la
fonction caractéristique Y de 1'ensemble des nombres réels positifs, on voit
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que U-l'PY oU eost la multiplication par Y dans I_é 3 mais PY =I1-E(0)=F,
et comme PY ost le projecteur orthogonal de Li sur 1l'ensemble des fonctions
nulles sur la demi~droite négative, et F le projecteur orthogonal de §' sur 5;
on voit que 5(', est 1'image par U de l'ensemble des fonctions nulles sur la

demi-droite négative,

Ce Qo Fo De

Nous pouvons maintenant aborder 1'étude des semi-groupes d'opératours isométriquess
Soit $ un espace de Hilbert ; on dit qu'un opérateur U e 5(5) est isométrique
si 1l'on a HU.aH: Ha” pour tout a dans § , ce gui équivaut 2 U* U=1.
g ‘s - . Ez ot * _
Posons E = UU" ; on a visiblement E =E et par ailleurs =U(U U) U =UU=E,
de sorte que B est un projectcur orthogonal ; comme on a E = uu* et U=EU

les images de E et U sont égales. En résumé U* est le projecteur orthogonal
g ) P

sur 1'image de U

THﬁORﬁdE 54 = Soient § wun espace de Hilbert et [ v(t) }E>0 une famille d'opé~

rateurs isométriques dans § vérifiant :

(%) V(s) W V(t) = V(s + t)
(37) 1im (a]U(t)]b) = (alb)
£-0

Soient 5_00 1'intersection des images des opérateurs V(t) et R/ le complémen~

taire orthogonal de f)_m dans $ o I1 existe alors un groupe 2 un paramétre d'opé~

rateurs unitaires U(t) dans §__ tel que U(t) soit la restriction de V(t)

pour t >0 ; par ailleurs, il existe un cspace de Hilbert £ et une isométrie T

sur 1'espace R de l'espace de Hilbert des fonctions f € Li nulles sur la demi-

droite négative, qui vérifie ¢

(38) T(t « £) = V(t)0(£) .

Notons I, 1'image de 1'opérateur V(t) ; pour s <t , ona V(t) = V(s)eV(t ~s)
et par conséquent St c SS ;s si a € § est orthogonal aux espaces Ss pour s >0,

on a en particulier <(a|V(s).a) =0 pour s >0 , donc (alay =0 d'aprés (37),
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ce qui implique a = O ; autrement dit, la réunion 5f des S pour s >0
ost dense dans  « Si a € 5 s 11 existe s tel que a € 3 s dlol ae€ St
pour t< s, et finalement a = V(t).V(t) a pour t< s} comme ij est dense
dans § et que les opérateurs V(t).V(t)* sont tous de norme <1, onen
déduit ¢
(39) lim V(t)V(t)* a = a aef .

t-0

Nous identificrons § 2 un sous-espace de § x § au moyen de la correspondance
a - (a , 0) « Les opérateurs isométriques V(t) dans § se prolongent en des
opératours unitaires W(t) dans § x$H au moyen de la définition suivante $

(40) W(t)e(a , b) = (V(t)ea + b = V(t) V(t)*b , V(t)¥a)
On vérifie facilement que l'on a W(s) W(t) = W(s +t) lorsque s, t 20 ; si
1'on pose W(t) =W( = )"t pour t £0 , on définit alors un groupe 3 un para=
métre d'opérateurs unitaires dans Hx H , et W(t)eH € H pour t>0 o Le

théortme 5 résulte alors immédiatement du théoréme 4.

Ce Q¢ Fo De

8¢ Théorie de la prédiction statistique.

La situation est la suivante : on a un groupe 2 un.paramétre d'opérateurs uni-
taires V(t) dans un espace de Hilbert H et un vecteur a de § o Pour tout %
réel, on pose a8, = V(t)ea , et 1'on note »ﬁt le sous-espace de H sous~tendu par
les a_, pour s <t ; de plus, on note 5_,, l'intersection des 5 ot § 1'adhé-
rence de leur réunion ; enfin on note | 1le complémentaire orthogonal de §

"= 00

dans §_ o L'opération de "prédiction" se formule ainsi 2 étant donnés deux nom~

bres réels t et v amecy >0 , l'estimation de a_, avec le retard v est la

projection orthogonale b, de 8o,y SUT le sous=espace 51 de 9 3 on a donc

b’rz,v = V(1) PV (v)ea , ol P est le projecteur orthogonal de $_ sur 550 3 quant
4 1'eryeur d'estimation, elle est mesurée par la distance o v do ar,, & b, ,
)

soit o, =|(I - P)V(V).all s+ I1 se présente deux cas @

TyV

L . e . . .
ae Le cas indéterministe ou 5_@ ;t’ﬁw ¢ on a alors ar .y 7{b'c,v quels que soient

Tet v,
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be Le cas déterministe ol ‘5_‘7° = Sjm : on a alors ‘5‘0 = sm quel que soit t et

oy = b T,V quels que soient T et Vv . Nous allons d'abord déterminer la structure
du cas indéterministes.

a

D'aprés le théoreme de Bochner, il existe une mesure positive et bornée p sur

R et une isométrie S de 5 sur LZ(’& s W) vérifiant les conditions suivantes ¢

(]

(41) S(a) =e,  SV(H).w = ey S @la,y=/ 2Mb=8) 4 (%)

eznl}\t ). Par ailleurs, la transformation de
Fourier sera définie par la formule :

t

(on rappelle que l'on a et()\)

(42) ) =/ £(u) LM g fe 1ln 1?

»
elle se prolonge par continuité en un opérateur unitaire f - f dans L2 et 1'on

a ?

A

Ry ter, ret? .

~

(43) (t = f)A: CH

THEOREME 6o = Dans le cas indéterministe, il existe une isométrie U de 12
sur ! et une fonction h € L2 nulle sur la demi-droite positive telle gue U(h)
soit la projection orthogonale de a sur R « De plus, la transformée de Fourier

A~
h de h ne s'annule que sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, l'intégrale

(44) H(p) = / h(u) ™ au Re(p) >0

ne s'annule pas, 1l'intégrale

(45) f_}l‘l%l_ﬁ_(%%_l.l- an

est finie, ot l'on a ¢

(46) ap(n) = 1ROOIZ ar + av(h)

ou la mesure v est étrangére & la mesure de Lebesgue.
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Si 1'on applique le théoréme 4 au groupe 2 un paramétre {V(~ t)} on démontre
facilement qu'il existe deux sous-espaces fermés ml et T, de 5 et une fsométrie

U de L? sur ml avec les propriétés suivantes @
a. M, et M, sont orthogonaux et leur somme est §_ «

be M, et M, sont invariants par les opérateurs unitaires V(t) .

1 2
— 14 ! one~
ce On a 50 = @11 n 50) + (m?. n 50) s et m1“ 50 est 1'image par U de l'en

semble des fonctions f € L2 nulles sur la demi-droite positive.
de On a la relation U(t % £) = V(t).U(f) .

D'aprés les résultats rappelés au paragraphe 1, mméro 3, il existe une partition
de ’\IL en deux ensembles boréliens E1 et E2 telle que ‘Hli soit 1'image par
U de 1l'ensemble des fonctions de Lz(R s B) mulles p-presque partout en dehors
de Ei « Si 1'on note ¢y la projectgn orthogonale de a sur ﬂi et ?; la
fonction caractéristique de Ei s Ona S(ci) = L7 Soit enfin h 1la fonction
de L2 nulle sur la demi-droite positive telle que U(h) soit égal a 1'élément

de 5onm «0na g

e 1

1
/ q)l(?\) .ezni}\t du(r) = (tpllet.(pl) = (cllV(t) -cl)

= (ht#h) = (ble, .B)

- / lﬁ(;\)lz 62ni7\t an

ce qui prouve que la mesure Py op admet la densité lﬁlz par rapport a la mesure
de Lebesguea
Soit E 1'ensemble des A tels que ﬁ(}\.) =03 si k est la fonction de L2

ayant pour transformée de Fourier %k 1la fonction caractéristique de E , on a
(klten) = (kle, BY = [, B(2) AL .

Mais les vecteurs V(t).a sous-tendent ij » donc les vecteurs V(t)ocl sous~
tendent ml s et 1'isométrie U montre que les fonections t % h sous~tendent L2 H
la formule <(k|t*h) =0 montre alors que 1'ona a k=0, et par conséquent E
est de mesure de Lebesgue nulle. Posons v = ¢5ep 5 on a alors (46) puisque

H= 9@ e ¥ gyep, et la mesure v est étrangére 2 la mesure ¢jeH 5 donc 2ala
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mesure de Lebesgue, puisque 1l'ensemble des zéros de h est de mesure de Lebesgue
nulle,

Comme h(u) =0 pour u >0 , latranafarmée de Laplace de h définie par la
formule (44) a un sens ppur Re(p) > O . Supposons que p anmule H(p) ; pour
tout + <0, on a alors :

J (t 2 n)(u) ™ du=/n(u~1t) P du= PY /hv) P avr=0

et comme les fonctions % # h pour t <0 sous-tendent le sous~espace de Lz
formé des fonctions nulles sur la demi-droite positive, on en déduit Pl =0
pour tout u <0, ce qui est absurde.

On a les formules :
(alv(t)la) = e 1V(t)le)) + (cplV(t)]cy)
(alv(e)lay = / 7™M qu(a)
(e, IV e,y =/ 1R & ay
et la formule (46) montre donc que l'on a ¢
(o 1V ey) = / &P av(n)

avec une mesure Vy étrangére A la mesure de Lebesgues Si 1l'on applique les résul=-
tats précédents, et en particulier 3a formule (46), 2 la situation obtenue en
remplagant H par mz et a par ¢y 5 On voit que cette situation est détermi-
niste, et donc que HRZ est sous-tendu par les vecteurs V(t).cz‘,2 pour t <0 ,Or
l'ona §,= (6 n mi) *+ G, n M,) , et par conséquent §_ n M, est sous~tendu
par les vecteurs V(t).c2 pour t <O ; il en résulte que l'on a f)o n ﬂRz =m2 N

soit 50 > m2 3 mais ceci implique
M, = V(t) M, c V(t)o§ =5,
pour tout t réel, d'od M, c§__ ; comme on a ml cf et que §  est somme

directe de T 1 et SItz d'une part et de H__ et R de 1'autre, on a finalement
ml=t et ‘]1!2:5_‘».
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Le fait que 1'intégrale (45) soit finie est conséquence des résultats déja dé=-
montrés, moyennant des théorémes classiques de la théorie du potentiel et de la
transformetion de Laplace. Nous nous contenterons d'indications trés rapidese La
fonction h est dans ,L2 , elle est nulle sur la demi-droite positive ; sa trans-—
formée de Fourier h ne s'annule que sur un enssmble de mesmre de Lebesgue nulle,
et. sa transformée de Laplace H ne s'annule pas dans le demi~plan P défini par
Re(p) >0 .+ La fonction H est holomorphe dans P et bornée sur tout demi=-plan
P_ défini par Re(p) =€ >0 ; de plus, il existe une constante M indépendante

€
de p telle que ¢

(47) J JHp +2ma)Pargu per

et 1'on a ¢

(48) 1im / H(p + 2712) = h(A)]? dA =0 .
p-—)O

Enfin, on a la formule d'intégration de Cauchy &

49) Hp) =/ gl an

Posons F(p) = loglH(p)] et Fo(k) = log|h(A)] ; 1la fonction F est harmonique
réelle dans P , bprnée dans chaque demi-plan P ; on en déduit la formule intée

grele de Poisson ¢

Fe + 2miiA)
(e - w)?® + (v - 2m\)?

daa , p=u +iv

(50) Flp) = (€ = w) [

pour tout & >0 . En utilisant les formules (47) et (48), 1*inégalité log x< x ,
pour x> O, dans le lemme de Fatou, on peut faire tendre £ vers O dans (50), et
1'on obtient finalement :
r ()

——e dA
Ip - 2miAl®

(51) F(p) = = Re(p) /

ol 1l'intégrale est absolument convergente ; ce dernier fait implique que 1l'inté=-
grale (45) est finie.

Ce Qe Feo Do
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Le résultat précédent admet une réciproque.

L4 \
THEOREME 7. - Supposons que la mesure p soit de la forme @

(52) du(r)

£(A) ar + av(A)

-

ot la mesure v est étrangére 3 la mesure de Lebesgue, la fonction f est somma-

ble et strictement positive presque partout pour la mesure de Lebesgue, et ol

1'intégrale @

e

est finie. Le processus défini par les ay est alors indéterministe.,

Puisque la mesure V est étrangére & la mesure de Lebesgue, il existe une
partition de B en deux ensembles boréliens El et E2 tels que v(El) =0
ot / E d\ = 0 . A cette partition correspond une décomposition de 5°° en somme
directe de deux sous=espaces orthogonaux ml et T, stables par les opérateurs
unitaires V(t) ; soit c; la projection orthogonale de a sur mi 3 pour prou-
ver que l'on est dans le cas indéterministe, il suffit de prouver que ‘ml n'est

pas sous~tendu par les vecteurs V(t).cl pour 1t <0

Posons Fo()\) = log £(\) ; comme 1'intégrale (53) est finie, la formule (51) a
un sens et définit dans P une fonction harmonique réelles Cette fonction est la
partie réelle d'une fonction holomorphe G(p) dans P ; la fonction holomorphe
H(p) = eG(p) ne s'annule pas dans P, et 1'on a F(p) = log|H(p)] + En utilisant
I'inégalité de convexité relative i la fonction convexe exponentielle, on démontre
facilement 1'indgalité (47) ; le théoréme de Paley-Wiener implique 1'existence
d'une fonction h e L2 nulle sur la demi-droite positive dont H seit transfor-
mée de Laplace ; si n est la transformée de Fourier de h , la formule (48) est
alors valable, et on en déduit sans trop de mal 1'égalité f£(A) = lh()»)l pres-
que partout pour la mesure de Lebesgue. Or 1l'isométrie S applique bijectivement
R, sur 1l'ensemble R dos (classes de) fonctions nulles en dehors de l'ensemble E

1

ot de carré sommable pour la mesure lh()\.)l2 dA « Or le complémentaire de El est
de mesure de Lebesgue nulle, et si ¢ est la fonction caractéristique de E

1tapplication u - ¢.h ldl est une isométrie de L2 sur 9 ; en combinamt 1es deux
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isométries précédentes, on définit une isométrie U de 12 sur ?Rl 3 on vérifie
facilement les formules U(t # f£)=V($).U(f) et U(h) = c, smais comme h est nulle
sur la demi-droite positive, les fonctions t # h pour t < O ne sous-tendent pas

L2 s et par conséquent les vecteurs V(t).c1 ne sous-tendent pas ml o

Ce Qo Fo Do

9+ Compléments.
a. Nous n'avons pas tralté des questions d'unicité dans les théorémes de struc-
ture de ce paragraphe. Le théoréme-clé, qui se déduit facilement de la méthode de

démonstration du théoréme 1, est le suivant ¢

Etant donnés deux espaces de Hilbert § et §' et une application linéaire
) 2 3 =
continue T de Lﬁ(G » M) sur L5,(G » m) telle que T(f.g) = £f.T(g) pour
£ € %x(G) et T(x = g) = x » T(g) pour x € G , il existe une application liné-
aire continue T' de § dans §' et une seule, telle que (Tg)(x) = T'(g(x))
pour tout xe€ G .

be Les résultats du numéro 7 se généralisent a d'autres semi-groupes. Soient

G un groupe localement compact et I' un sous—ensemble fermé de G stable par
multiplication ; pour pouvoir énoncer un théoréme analogue au théoréme 5, il faut
pouvoir définir une mesure de Radon positive etbomnée eu moyen des mswes des ensembles
xo[' pour x€ G ; le cas ol G est le groupe des entiers, et I 1l'ensemble des
entiers positifs, est trivial. Dans ce dernier cas, on a d'ailleurs une variante
du théoréme de Wiener-Kolmogoroff,. Divers travaux récents sont consacrés a généra-

liser le théoréme de Wiener-Kolmogoroff dans ce sens.

ce Le théoréme de structure des semi-groupes a un paramétre d'opérateurs isomé=
triques permet d'étudier les opérateurs symétriques maximaux dans un espace de
Hilbert

5 en effet, ces derniers sont les générateurs infinitésimaux des semi=-
groupes & un parametre d'opérateurs isométriques.
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