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Séminaire BOURBAKI
2 60/61, n° 21
13e année, 19 / y 1 7 Mai 1961

TRAVAUX DE STERNBERG,

par Frangois BRUHAT

Les mémoires cités de S. STERNBERG visent & établir pour les "groupes infinis"
de Lie-Cartan des analogues des théorémes classiques de conjugaison des groupes
de Lie : on sait que dans un groupe de Liz, il n'y a qu'un nombre fini de classes
de sous-groupes de Cartan, et que tout élément satisfaisant & des conditions de

"régularité" est contenu dans un sous-groupe de Cartan.

La premiere difficulté pour étendre ces résultats au cas "infini" est que les
"groupes Infinis" ne sont pas des groupes mais des familles d*homéomorphismes
définis sur des ouverts variables d'une variété. Il y a deux méthodes pour leur
associer de vrais groupes : soit étudier les homéomorphismes de la famille définis
sur toute la variété, soit considérer uniquement les transformations laissant
fixe un point O et étudier le groupe des germes de ces homéomorphismes en O .
Les théorémes de conjugaison du point de vue global sont certainement fort diffi~
ciles : mfme dans le cas du groupe des homéomorphismes du tore & une dimension, on
tombe sur le probléme de Poincaré (en prenant comme sous-groupe de Cartan le groupe
des rotations). Aussi, ctest le deuxiéme point de vue qu'adopte STERNBERG, et il
obtient des résultats pour quatre des six grandes classes de "groupes primitifs"

de Cartan.

Ajoutons que STERNBERG se place au point de vue différentiable et non analytique.

NOTATIONS. ~ Outre les notations habituelles sur les mlti~indices

a=(a ; ee, an) (par exemple x° = xll cer xnn y Ja] =2 @; , etc), on pose $
eiz(éij)]San’ e=(1,1, .,1) =Zei .
P ae @) et xeyz i
our «(~n- e L, > onpose = (k o , ee0, k an) » Enfin, pour
n n

X R t A. R = e e -

eR e €R ,onpose Ax=( x , » Ay xn)

8 désigne le groupe des germes en O des homéomorphismes locaux de classe G .

n . -
dans R~ conservant l'origine O .
et a¥d

l. Sous~groupes de Cartan de 9§ .

Pour tout entier k (avec 1<k <+ @), on désignera par 8, le groupe

~
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F. BRUHAT

quotient de § par le sous-groupe distingué T, des éléments T de S tangents

d'ordre k & 1'identité en O et par Lk l'h];momorphisme canonique de ¢ .sur
Qk » Choisissons un systéme de coordennées ()‘1 g eee xn) nulles en O . Alors
un élément T de $ s'identifie & une suite de n germes de fonctions indéfi-
niment différentiables (‘(,1 g e tn) nulles en O et de jacobien #0 en

0 . Le groupe 900 (groupe des "homéomorphismes formels") stidentifie au groupe
des suites de n séries formelles (nulles en O et de jacobien #0 en 0 ) et
1tapplication Lw correspond & l'application qui, & un germe de fonction diffé-
rentiable, fait correspondre sa série de Taylor. Remarquons que gm est bien le
groupe de tous les homéomorphismes formels, car n'importe quelle série formelle
est la série de Taylor d'une fonction indéfiniment différentiable. On posera
no=N.

0
Quant au groupe gk pour k < « , il s'identifie au groupe des suites de n
polynémes de degré < k , sans terme constant et de jacobien #0 en O . En

particulier, $, s'identifie au groupe linéaire général GLn('&)' e« Pour Te g,

on appellera Vpartie formelle" (resp. "partie linéaire") 1'image canonique
Lw(T) (respe L(T) =L, (T) ) de T dans §  (resp. 8, = GLn(R) )e

Inversement, une fois choisi un systéme de coordonnées, le groupe linéaire gé~

néral (ou plus généralement chaque groupe 8, pour k fini) st'identifie & un
sous-groupe de § (oude 9_ ) : & la matrice A = (ai.) on fait correspondre

la transformation lindaire A définie par (& (x)):.L =2 ay, X . I1 est clair que
L@®) = A . Dans 1a suite, on se permettra d'identificr A et A .

Considérons alors les sous-groupes de Cartan de GLn ¢ on gait qu'il y en a

1
[5 n] + 1 classes, et on obtient un représentant, noté #(p) , dans chaque classe
comme ceci : on considére les éléments admettant comme vecteurs propres dans c*

les vecteurs € g ere , @ ainsi que les vecteurs ej 1t :'|.e._j et e‘_j 1" ie

n-2p
pour j =n-2p+29 avec 1€ q&p (ou 81 5 cee y est la base canoniqueg.

Dans ce qui suit, toutes les démonstrations seront faites (ou suggérées) pour le

cas p =0 . Le sous-groupe de Cartan # = ®(0) est alors le sous-groupe des ma-
trices diagonales ; pour A eﬁIjvn , avec Tl Ay #0 , on désignera par h, 1la ma-
trice diagonale de coefficients diagonaux }\.1 s vee )‘n «Lecas p A0 se traite
de maniére analogue et les calculs faits ci-dessous restent valables, & condition
de remplacer dans le sous-espace & 2 dimensions engendré par ©5.1 et ©5 les
coordonnées réelles par des coordonnées complexes conjuguées xj-l + ix, et

xj-l - ixj t les éléments de #(p) deviennent alors les matrices diagonales
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TRAVAUX DE STERNBERG

(mais & coefficients complexes) .

PROPOSITION 1. - #(p) est un sous~groupe de Cartan de & (resp. s ).

Rappelons qu'un sous-groupe de Cartan d'un groupe est un sous-groupe nilpotent
maximal dont tout sous-groupe d!'indice fini est d'indice fini dans son normali-
sateur. Soit ¥ le normalisateur de la composante connexe %' de X% = ¥(0) :
comme X est un sous-groupe de Cartan de GL , on voit tout de suite qu'il suf-

fit de montrer que ¢

X=X nGL .
n

Or, pour T€ X, ona L(T) € XnGL et L(L(T)™ T) = I . Autrement dit, nous

pouvons supposer que L(T) = I . On a alors, pour Ae ®' ¢

~1

Tl ar =@t AT) = L) =4

|1}

4
et T commte avec %' . Ecrivons (T(X))i =% +<pi(x) » avee ¢, négligeable

devant x , et exprimons que T commte avec X' : on trouve @
_ n
(1) (pi(kx) = ?\i (pi(x) pour tout AeR" , )»i >0 .

Faisant tendre les 7»1 vers zéro, et tenant compte de ce que ¢; est négligeable
devant x , on en déduit ¢; =0 et T=1Iek .

L4
2+ Algebre de Lie de 8« Eléments réguliers de $.

Le groupe 8, est limite projective des groupes de Lie gk pour k fini. On
peut donc lui associer une _ailiébre de Lie ¢ 1limite projective des algébres de
Lie % des groupes Qk + On vérifie facilement que g s'identifie & 1l'espace

vectoriel des "champs de vecteurs formels" 2 uy 6/6xi » o les u, sont des

séries formelles nulles en O , muni du crochet évident :
5 avi aui
[ u, a/axi y 2 2 a/axi] = E (:]Z (u‘_i ag = v 6}—(3—)) a/axi .

Au sous-groupe de Cartan % de 8, correspond la sous-algébre de Lie h formée
des champs X }\i x; &: « On vérifie aisément que :

[ZA x d3fox; 5 & a/axjjz 03 Ay = Ay ) & a/axj
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F. BRUHAT

ce qui montre d'une part que h est une sous-algtbre commtative maximale égale

& sa normalisatrice (donc une sous-algébre de Cartan), d'autre part que les ra-

cines non nulles de g suivant L) sont les formes linéaires )3 ay 7»1 - A pour
la] 21 et a;éej .

Considérons maintenant le groupe % opérant sur g par la représentation ad-
jointe. On voit que les champs x a/Bx sont des vecteurs propres pour ¥ , le
caractére correspondant étant le caractere h>\-> )s. o Dtol la définition :

1'élément h)\e ® sera dit régulier s'il satlsfalt aux oonditions ¢

(1) )\.j # A% pour tout a avee Ja| 1 et a# & .

Remarquons que les raisonnements faits au n° 1 montrent que le commtant d'un
élément régulier de % dans g est ¥ (prendre les dérivées partielles des
deux membres de (1) & ltorigine), mais cela n'est pas nécessairement vrail dans
9 lui-mfme.

Si maintenant nous considérons 1'élément hy, de 9 indépendamment du systéme
de coordonnées choisi, les 7\1 s'interprétent comme les valeurs propres de la
partie linéaire de h)\ « D'ol la définition :

’
DEFINITION 1. - Soit T € & (resp. Te$ ) et solent A , eee, A, les va-
leurs propres (réelles ou complexes) de L(T) « On dit que T est régulier si les

?\i satigfont a (I).
Remarquons que (I) implique Ay # 7\.3. pour i #j + Par suite, L(T) sera dia-

gonisable (dans le champ complexe). Plus précisément, si L(T) & p paires de

valeurs propres complexes conjuguées (nous dirons que T est de type p ), il

existera un R € GL  tel que RL(T) R - L(RTR™ ) € ®(p) » D'autre part, (I)

entraine également l)‘il #1 , car si 7\i est valeur propre, py
2 -

l}\'il =1 entrafne }"i =AY )\i

i 1'est aussi et

Le premier résultat fondamental est le théoréme de conjugaison suivant :

THEOREME 1. - Soit T e & un &lément régulier de type p o Il existe un R€ 8
tel que R TRe #(p) -

3. Le théoréme de conjugaison. Point de vue formel.

PROPOSITION 2+ = Soit T un élément régulier de g oIl existe un R e 900 et
un seul tel que LR) =1 et R TR = L(T) .
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TRAVAUX DE STERNBERG

Par changement linéaire de coordonnées (ce qui ne modifie pas 1'identification
de GLn 4 un sous-groupe de $_ ), on peut supposer que L(T) est diagonale
(comme toujours, on fait la démonstration en supposant les }"i réels)» Posons

a
X

(T(x))i ?\i X

+ L%
Poapr 2

X, + I r &
laj>1 %*

R4

et éerivons que TR = RL(T) : on obtient :

A %y * Ay Zr w,i x +}._.t (R(x))a =7\i Xy +Z1‘a’i(7\-x>a

ol Py i est un polyn8me par rapport aux r;3 j avec || < |<1| » D'oll par ré-
b ’
currence sur |a| , l'existence et l'unicité des Toq ®
’
COROLIAIRE. - Soit T un élément régulier de sy de type p o Il existe un
Reg etun Ne¥(p tels que R-l TR -~ N s'annule ainsi que toutes ses déri=-

vées & 1'origine,

I1 suffit d'appliquer la proposition 2 & L (‘I') s de remonter le R trouvé en
un élément de ¢ et de le multiplier par un élément de GL qui diagonalise
L(T) : on trouve ainsi Re § ot Ne % (p) tels que Rl TR N modulo T, ce
qui équivaut & dire que l'application x - R~ TR(x) - N(x) s'annule avec toutes

i

ses dérivées en O .

4. Cas d'une contraction.

Dans ce numéro, nous allons démontrer le théoréme 1 dans le cas particulier d'une
contraction, c'est-d-dire d'un élément T de G tel que “L(T)“ < 1 o I1 existe
alorsun r >0 etun S< 1 tels que T soit défini sur un voisinage de la
boule B = {x [ lIxll<r} et que 1ton ait It < slldl et sl < s pour
xe€B  (oh J(x) désigne 1l'application lindaire tangente 3 T au point x ).

IEMME l. - Soit A 1'ensemble des applications de classe C~ de B dang

n
R, nulles ainsi que toutes leurs dérivées en O . Pour toute fe A s la série

n s .
de terme général L™ f£T converge wniformément ainsi que chacune de ses dérivées
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F. BRUHAT

sur B .
———-r

Posons k

£ 2
I, - ke 3, o ‘T—-‘-‘-T;;' ‘

Pour tout p avec 0 < pgr , il existe une constante K(k , p) telle que

lelly, o€ K@, o) liel, o powr Ogh<k et £ea

et K(k , P tend vers zéro, pour k fixé, quand p tend vers zéro. De plus,
pour tout systéme (:'L1 y see 1k) , on a une formile du type $

Ak oK ¢ ooy
e Cr@) =2 Y @) e @ +PE, )
Xi eee OX, j .oe j X XX :|1 :Lk
1 1? LGRS 31
ol les 6 sont les coefficients de la matrice de la puissance tensorielle k-iéme
J k(x) de J(x) , et o P est un polynSme sans terme constant par rapport aux
dérivées d'ordre < k de f , les coefficients étant eux-mémes des polynSmes par
rapport aux dérivées d'ordre £ k de T . On en déduit 1'existence d'une constante
Y, telle que

“;Sc‘lllgp lIe(e , Ol < Mlidfl, o o Hiﬂk_l,pS 1 .

D'autre part, on a “Jk” < Sk , d'ol

(2) e sl < as* + Kk , p) M) el ,

si ”f”k,p est assez pftit, avec a = HL-IH + On peut alors trouver un ko assez
grand pour que S < a pour k > ko « Fixons un tel k ako 3 on peut choisir
p assez petit pour que la constante qui apparait au second membre de (2) soit
<1 et que ”f” soit assez petit. L'application L~ = fT satisfait d'aprés

(2) aux mfmes hypotheses que f d'ou par réourrence des inégalités

IL-n anHk,p < Mn”f“k,p avec M <1 .

On en déduit que la série de terme général L0 £T" converge uniformément ainsi que
ses dérivées d'ordre £ k sur la boule ”x“ < P o Mais il existe un n tel que
It g p pour |k|l€r : come L est lindaire, on en déduit que la dite série
converge ainsi que ses dérivées d'ordre £ k sur Br tout entiére. D'ol le lemme,
puisque k est arbitraire k0 .
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TRAVAUX DE STERNBERG

PROPOSITION 3. - Soit Te 8 avec [L(MI<1 et T=L(T) modulo 7. Il

-1
existe un Re€ 1 avec RTR = L(T) .

-1
On applique le lemme 1 en prenant f =L T -~ I : on posera
(=]
R=I+ 2 LPe™®=1nL™1 .Onabien Re N et L" R =R .
n=0
I1 est clair que la proposition 3 jointe au corollaire 3 la proposition 2 entraf-

ne le théaréme 1 dans le cas d'une contraction, ou d'une dilatation (inverse d'une
contraction). Il ne nous reste plus qu'2 examiner le cas d'un élément régulier

T tel que L(T) ait & la fois des valeurs propres de module < 1 et de module

> 1 L

REMARQUE. - Si dans les hypothéses de la proposition 3, on suppose de plus que
le jacobien de T est constant, donc égal au jacobien de L , alors le jacobien
de R =1im L™ 7" est lui aussi constant et mime égal a 1,

5. Homéomorphismes conservant le volumea.

Soit w une forme différentielle de degré n , réguliére en O . (On désigne
par U (resp. ¥) le sous-groupe de 9 formé des homéomorphismes locaux conser-
vant W & un facteur constant prés (resp. & rien du tout prés). Autrement dit,
si on choisit un systéme de coordonnées tel que w = d:':l A see A dxn s alors
U (resp. ¥) est le groupe des homéomorphismes locaux de jacobien constant

(resp. dpal a 1 ).

I1 est clair que 1l'image de 9 dans g = GL est GL tout entier et que réci-
proquement (aprés choix d'un systéme de coordonnées comme ci-dessus) GL o U = GL .
De mfme, 1'image de y est le groupe spécial SL et GL n¥ =SL .

PROPOSITION 4. - L'image canonique de U (resp. Y) dans 8, est le sous-

groupe des homéomorphismes formels de jacobien constant (resp. égal & 1).

I1 suffit de montrer que tout homéomorphisme formel S' de jacobien constant
égal & a est 1'image d'un S de jacobien a . Soit St = (s{ y see sr'l) « On
peut supposer (quitte & composer S! avec une permutation des variables) que
D(si g see 81'1-1)/1) (%, 5 +ev xn-l) (0) #0 . Remontons les séries formelles
8] 5 eee Sr'l—l en des fonctions différentiables Sp s eee y Sy et aussi la
série formelle slfl(x1 s eee s X1y 0) en une fonction dn(xl y sos xn-l) .

Considérons 1'équation aux dérivées partielles :
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F. BRUHAT
(€)] det(asi/axj)Ki’Kn =a
ol Sy est la fonction inconnue. L'hyperplan X, = 0 est non caractéristique au
voisinage de O . Par suite, il existe une solution différentiable de (3), et une
seule, au voisinage de O telle que sn(x1 y ece s X g 0) = dn . Posons
S = (85 5 eoe y sn) : l'image de S est S' , car la série de Taylor de s et
31'1 sont deux solutions formelles de (3) égales sur 1l'hyperplan X, = 0, eton
a évidemment unicité d‘une telle solution. Par suite S répond & la question.

6o Eléments réguliers de Y .

On voit facilement que ¥(p) n ¥ , bien qu'étant un sous~groupe de Cartan de
SL , n'est pas un sous-groupe de Cartan de ¥.. Les éléments de & qui commtent

par exemple avec #(0) n ¥ sont les transformations T de la forme :

(4) (T(X))i =%, fi(w) avec W = X eee X .

Un calcul simple montre que le jacobien de (7) est égal & d/dw(wﬂfi(w)) , d'ol
1'on déduit aisément que T e ¥ si et seulement si [l fi(w) =1 o D'autre part,
deux transformations (4) appartenant a ¥ commutent, d'ou 1l'on déduit que le

sous-groupe #'(0) des éléments de ¥ de la forme (4) est un sous-groupe commi-~

tatif maximal de ¥ . Je ne sais pas sl c'est un sous-groupe de Cartan au sens
précis rappelé plus haut. On désignera plus généralement par #!(p) le commutant

dans Y de ®(p) n ¥ : c'est aussi un sows-groupe commtatif maximal qu'il serait
facile de caractériser.

D'autre part, 1l'algébre de Lie de ¥ stidentifie & 1'algebre de Lie des champs

a
de vecteurs formels de dlvergence nulle. Ies fhamps x a/ax » pour &, =0,
et x ' 1 a—a k x* avec k = e —- , en formant une "base" et les ca~
5 ’ OLJ. + 1

>1

ractéres de %(O) nvy correspondant sont les caractdres A~ Ay pour |a[ >

’
i =0, et A% pour |a| =0 . Parmi ces caractéres, les carac’ceres A% avec

= ke sont Jes seuls triviaux. D'ou la définitlon d'un élément régulier de Y
(ou de Yw ) s

DEFINITION 2. - Un élément T de ¥ (resp. Yoo) sera dit régulier =l les

valeurs propres 7\]._ de L(T) satisfont aux conditions suivantes @

i

(11) 2l A1

(I bis) A, = A% entrafne a = ke + &y
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TRAVAUX DE STERNBERG

(II bis) les A; réels sont positifs .

Remarquons que la condition (I bis) entrafne que L(T) a ses valeurs propres
distinctes, donc est diagonalisable. D'autre part (I bis) entrafne la condition
(II) d&s que la dimension n est 23 . Enfin, STERNBERG n'impose pas la condition
(II bis), mais elle semble essentielle pour ses démonstrations, qui utilisent
(voir proposition 9 ci-dessous) le fait que la matrice L(T) se trouve sur un
sous-groupe & un paramétre réel de SL , ce qui n'est pas toujours wrai si L(T)

a des valeurs propres réelles négativess

’
Enongons maintenant le :

TI-IEOREI"E 2e = Pour tout élément régulier T de type p de ¥ , il existe un
Re¥ tel que R~ TReJC'(p) .

On commence par l'analogue formel :

PROPOSITION 54 —~ Pour tout élément T régulier de type p de \’ s 11 existe
un Re ¥  tel que R TR e Kt (p)_, »

On fait la démonstration pour p = O . Par un changement linédaire de déterminant
1 de coordonnées, on peut supposer que L(T) est diagonale. On cherche alors
Re V¥ et Melk! (0)_, sous la forme :

RO =% +2xy , x”

[

M)y =% £, =% 2 ™ i ot

tels que TR = RM . Comme dans la démonstration de 1la proposition 2, on trouve

les conditions :

a
(5) A ra’i+Pa’.-)\. Toq POUT a;éke-n-ei

a — —
(6) A ra,i+mk,i+Pa,1'}‘1rq,i pour a=ke + ¢,

ou P, 4 estun polyn8me par rapport aux r avec Ipl < la| et aux m,
4 Bsd 2,J

avec ¢ < k . La formle (5) détermine r,y pour o £ ke + g, et (6) détermine
H4

meo4 (par récurrence), mais laisse les Ty 3 Powr o= ke + e, complétement ine

déterminés. On va en profiter pour satisfaire aux conditions [l £, (w) =1 et
D(x) = jacobiende R en x =1 . Posons D(x) =2 dy x* . On va choisir par
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F. BRUHAT

récurrence sur k les T, el pour o = ke + g de telle sorte que dy =0 pour
a=ke (k>0:ona d, =1 ) « Supposons ces choix faits pour k <h « Si on
calcule le coefficient dhe de D, on trouve :

dh Zrheq»e i Qh

ol Qh est un polyn8me par rapport aux r et aux m d'indices de hauteur
<hn . D'oh la possibilité du choix demandé.

les r et les m sont alorscomplétement déterminés par les formules (5) et (6),
et ona RM=1TR . D'ol en prenant les jacobiens :

(7) D(x, £, 5 eun x, fn) (a/aw(w Tl fi(w))) =D (x) .

Posons (d/dw(w [ fi(w) D=2 ey et supposons démontré que ¢, =© pour
O<lja|<h et c = O pour O <kn<h . L'éguation (7) donne alors pour
Ia =h
Nl = i af ke
g * B =dy st
d +c +P =d si a=ke
o o

o k

ou % est un polyn8me sans terme constant par rapport aux 4 et aux c dont
les indices sont de hauteur < h « On a donc Pa = 0 par hypothése de réeurrence,
d'od ¢ =0 etaussi d =0 pour la] =h puisque A* £1 pour « £ ke .
Dtou etce

7. Existence de surfaces invariantese.

Solent T et M deux éléments de 9 satisfaisant aux deux conditions :

(II) les valeurs propres >‘i de L(T) sont de module # 1

(III) M est de la forme (4) et T =M modulo T .

Soit A_ (resp. A) 1'ensemble des indices ie {1 , «tv, n} tels que
P\-i| > 1 (resp. P\.il < 1) . Posons :

J+={xlxi=0 pour i€ A}, J_:{x|x1=0 pour i€ A}

et soit x,_ (resp. x) la projectionde x swr J_ (respe J_) paralldlement
a J_ (resp. J) - On posera “x”+ = |li| et [lxl_ = llx]| « Posons ¢
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TRAVAUX DE STERNBERG

s, = {x | Ik, > Ill_} » s_=f{x | lx Il <lkx_li}
¢={x| [k, =lklL} -

I1 est clair que J, et J_ sont invariants par M, et il existe deux constan-

tes cy et c, y avec c, <1< e telles que ¢

“"l(x)”Jr 2o llxll, IMEII_ < czllx”_ .

On en déduit que S+ est invariant par M.

PROPOSITION 6. - Si T e & satisfait & (II) et (III), il existe un R€RN de
jacobien constant égal & 1 , tel que T! = RTR™ satisfasse & (II), (III) et

laisse invariantes les deux surfaces J+ et J_ .

Supposons pour. simplifier que les )‘i sont réels et que A_ = {1 y soe m} .

I1 suffit de construire un R € N de la forme
(R(x))i =x; pour ig&m
(RE)); =% =005 5 +e , %) powr 1>m
tel que RTR.-1 laisse J  invariante. On appliquera ensuite le mfme raisonne-
-1 =1 -
ment &4 RT " R

égala 1, et tel que R'(RTR™Y) R'~
répond alors & la question. On voit facilement qu'il faut et qu'il suffit que les

pour construire un R' € N avec R' =1 sur J_, de jacobien

1 laisse J+ invariantee Le produit RR!

?y (nullesainsi que toutes leurs dérivées en 0O ) satisfawsent 3 3

9y = }\.Ij(cpi(}\l X +g (xl,...,xm,cpml,...),...) - gi(xl’""q’m-rl’"'))

avec g, (x) = T(x) 4" )"i X, « On résout ces équations par approximations succes-
sives, en partant de fonctions identiquement nulles, par un procédé analogue &

celui du lemme 1.

REMARQUE. - La proposition 5 est une généralisation d'un théoreme de Poincaré
pour n =2 , relatif & l'existence de courbes invariantes passant par un point

"hyperbolique" d'une transformation plane.

PROPOSITION 7+ - Soit T e ¢ satisfaisant & (II) et (III)e Supposons que A,
et A_ ne soient pas vides. Alors il existe un R € 7 de jacobien constant égal
N ~1 . s
4 1 tel que T' =RTR satisfasse & (II) (III) et & la condition suivante
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() Tt (x) = M(x) pour xe€J _uJ_ .

D'aprés la proposition 4, on peut supposer que T laisse J + et J_ invarian-

iy

tese Les restrictions de T et M & J_ sont alors des contractions, et on
peut appliquer deux fois la propositiom 3. Il existe donc un homéomorphisme local
X dans J_ , tangent d'ordre infini & 1ltidentité en O , avec XTX"'1 =M sur
J_ o On prolonge X a .\En en posant 3

X(0)_=Xx) , X(x), = Jx(x_)a x
od Jy = jacoblende X et a=- 1/(n - m) (en supposant A ={1 , .ec , m}) &

On vérifie aussit8t que X € 7 , est de jacobien constant égald 1 , que X =1

sur J_ et XTX"'1 =M sur J_ . Puis on recommence en considérant 71 au ldeu

de T , ce qui échange les rélesde J et J_ .

8. Démonstration du théoréme 1.

Soit T un élément régulier de § , et soit L = L(T) « D'aprés la proposition
2, il existoun R€g telque R" TR =L modulo % . Si T est une contrac-
tion (ou une dilatation) la proposition 3 permet de concluree Sinon, on peut appli-
quer la proposition 7 avec M = L et le théoréme 1 sera conséquence de la pro=-

position suivante ¢

PROPOSITION 8. - Soit T € § satisfaisant & (II), (III) et (IV). Il existe un
Re N, égal & 1'identité sur J s J_ et sur un voisinage de ¢ - {0} dans
(s,u C) - {0} , et tel que R TR_M.

On peut supposer S 74¢ : sinon, on a R =J_ et T=M,

Comme T - M et T -t stannulent en O ainsi que toutes leurs dérivées,
et sont nuls sur J+ et J_, on voit facilement que pour tout e > 0 , il existe

un p>0 tel que xe€ Bp entrafne :
©) T -u@ll, < elkll, et I () - N‘l(x)ll s ellxll,

d'ol par exemple

eI, 2 Gl - elicll, > (o - e b,

Choisissons alors c{ et cé avec cé <1< el et cé > sup(c2 ’ 1/01) ’
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¢} < inf(e, , 1/02) .

On peut choisir € donc p assez petits pour que T et T~ soient définis

sur B_ et y satisfasgent aux inégalités

e, > oflidl, 5 TG < eslldl

9
-] -l
7= Gl < eslidl, 5 N l_ > el o
En particulier, (9) entrafne que T(Bpn S+)c S, et T (B n S) ¢ S_. Posons
alors, pour r < p , assez petit pour que T(Br) et T (B ) soient contenus
dans BP s

_ 2. -1
W -wr,o = adhérence de {x|x € Brn S,y T (0 ¢ s,}
W =T

)aB, pour n>0

r,n ryn=1 T
_om=l
wr,n =T (wr,m»l) nB, pour n<0 .
Montrons que
+00
(10) U=J uvJd uJ v meryn est un voisinage de O .

Soit x € S n B/Zavec X ¢J : on a done ”xo”+ > leoll > 0 . Posons
a

@ = lhfl /e L ot x =1oHx) s Diaprés (9), on

e Il oglicll, o6 fho Il metlbefl,

Dtou ”x1“+/“xl”-\< (O:'Z/Ci) a . Si (c:'z/c{) agl, alors x ¢ S, et par suite

x e W Sinon, on a. S ' ol
o r,o ° ) a x €5 ,d'ou s

lbefl = Thel1% + Thefl 2 < 2lhel12 < 2(0)? I 12 < 22
et on peut recommencer en posant X, = T"'1 (xl) i ona
lhell )l s (o3/op)?

et, ou bien x2¢S et alors xlew et xewl,oublen xzeS et on

Ty

2
o lll® < 2lxfi? < 2% llx I < 2, ctes
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Finalement, on voit qu'il existe un plus grand entier k tel que X = T.k(xo)
appartienne & S_ (paree que o £0 et ¢} <cf), que x_ appartient alars

N _ mk=h \
a wr,o et que xh-Tk (xk)ewr,k-h pour 0L h< k « Do X, € U.

D'autre part, il existe un r'<r tel que 7 (B)> By e 51 x€ B, n S
r -

et y=T(x 4 S_,alors ye€ B n S+ et T-l(y) € S_,d'ou 1'on tire que y
est limite de points z de B n S_ tels que L (z) €S «Onadonc ye LI
- ’

Ty ¢
et xewr’-loDOUo

wr,-l > {x|xeB ,nS_, T(x) ¢85}

et 11 suffit de recommencer la démonstration en intervertissant les + et les =
et en remplagant T par 7! pour montrer que U contient B/, N S =J) «
D'ou finalement 1'assertion (10).

Soit alors Q 1'adhérence d'un voisinage ouvert de (C - {0}) n W dans W ,
ne rencontrant pas T(C) - {0} .
Posons R(x) = x pour x€Q . Si
maintenant x € T(C) n W , alors
y = 7=l (x) est dans CnB et on
posera D* R(x) = (0% Ml‘-l)p(x) + On
vérifie que 1l'on obtient ainsi une
"fonction différentiable" au sens de
WHITNEY sur le fermé Q u (T(C) n W) ,
tangente d'ordre infini & I en O .
On peut donc la prolonger en une fonc-
tion différentiable Ro sur W tout
entier, tangente d'ordre infini & I
en 0, égalea I sur Q, et
tangente d'ordre infini a 1"[1‘"1 le
long de T(C) .

Pour xeW, ~, donc T"(x) € W, on posera :
’

R (X = M R, T (%)

et on trouve ainsi des fonctions différentiables dans les Wr n? qui se raccor-
’

dent bien sur les intersections Wr nn Wr 1 © Tn(C) « Enfin, on prolonge ceci
?

0t
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en une fonction R sur U tout entier en posant R(x) = x pour xe€ J+u J_
et on montre, grlce & des majorations impossibles & reproduire ici, que 1l'on ob-
tient ainsi un homéomorphisme local R , qui, d'aprds la méthode méme de construc-
tion, satisfait évidemment & RT = MR , ce qui achéve la. démonstration de la pro-

position 6 et par suite du théoréme 1.

REMARQUE. - En regardant les démonstrations, on s'apergoit facilement que le thée-
réme 1 est encore valable si 1'on suppose seulement que L(T) est semi-simple
(mais avec éventuellement des valeurs propres multiples) et que ses valeurs pro-

pres satisfont & (I) pour |af >1 .

9. Sous-groupes & un parametre de ¥ .

Nous allons montrer que tout élément régulier de ¥ est sur un sous-groupe & un
paramétre de Y . D'aprés les propositions 5 et 7, on peut supposer qu'il existe un
Mek#(p) telque T et M satisfassent & (I bis), (II), (II bis), (III) et
(IV) . D'autre part, il est clair que pour tout élément de X!(p) satisfaisant &
(II bis), il existe un sous~groupe & un paramétre (MS) de #'(p) tel que
Ml = M . D'autre part, on peut appliquer la proposition 8 &4 T : soit R 1'é1lé~
ment de N fourni par cette proposition. Posons Té = RMS R"'1 ¢ on obtient un
sous-groupe & un paramdtre contenu dans 9 tel que T} =T et que T (%) = Mg (%)
pour Xx € S+ suffisamment voisin de C et s suffisamment petit. On va modifier

T; de maniére & le faire rentrer dans Y :

PROPOSITION 9. — Il existe un sous-groupe & un paramétre (TS) de Y tel que

T, =T et que Ts(x) = Ms(x) pour x € S _ suffisamment voisinde C et s

suffisamment petit.

Soit v 1le champ de vecteurs correspondant i Té «Ona:

s+l
(11) exp fs div V(Tx'- (x)) dr = jacobiende T =1 .

On va déterminer une fonction f telle que le champ fv engendre un sous-groupe
& un paramétre de Y avec T1 =T . Pour cela, il faut et il suffit que f satis-
fasse aux deux conditions :

8+1
(12) g, 8) =/, @) ar =1

(13) div fv =0 .
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Or on peut montrer (comme au n°® 8) que 1l'application (y , s) - Té(y) est un
homéomer phisme (locall) de (C - {0}) x R sur le complémentaire de J u J_ .
Posons ¢(y , s) = f(T;(y)) : alors (12) devient :

(14) §;ﬂ (v 5 8) + oy 5 8) aiv v(TL(y) =0

équation dont les solutions sont :

oy 5 9) = K@) o= Jy aiv v @) .

Tenant compte de (11), on voit que g(y , s) est alors une constante en s et

on peut cholsir la constante d'intégration K(y) de maniére & satisfaire a (12),
dans le complémentaire de J+U J_ « Mais sur J+u J_,ona R(x) =x, ce qui
montre qu 'on peut prendre f =1 sur J WY J_ « Enfin, on montre que 1l'on obtient

bien ainsi une fonction f différentiable au voisinage de O .

De plus, en tout point de S suffisamment voisinde C , ona T;(x) = Ms(x)
pour s petit, d'od div v(x) =0 et fv est proportionnel & v . On a donc
Ts(x) = Mks(x) pour s petit et comme L(Ts) = L(Ms) » On a nécessairement
k = 1 ]

10. Démonstration du théoréme 2.

Gardons les hypothéses ot notations du numéro précédent. Les applications
(y 48 »F(y, s = Ts(y) et (y,s) »G(y, s = Ms(y) sont deux homéomor-
phismes de (C - {0}) x R sur le complémentaire de J,u J_ «Soit S le composé
de F avec G : autrement dit, on pose S(x) = Ts(y) si x = Ms(y) . On prolon-
ge S en posant S(x) = x pour xe J,u J_ et onvérifie que S est un homéo-
morphisme local. Il est clair que ST, =M S pour tout s , d'oh sts™t = M .
Compte tenu des remarques du numéro 9, le théoréme 2 sera démontré si nous prouvons
que S e Y. Or, comme TS et Ms sont tous deux de jacobien égald 1 , la re-
lation STS = Ms S montre que le jacobien de S est constant sur chaque orbite.
Or il est égal @ 1 sur C , puisque Ts(x) = Ms(x) (@'olt S(x) = x) pour x
assez voisin de C dans S+ .

11+ Deux autres groupes.

Dans [4], STERMBERG traite également du cas du groupe U des germes d'homéo-

morphismes conservant le volume & un facteur constant prése On a %(p) ¢ U et par
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est un sous-groupe de Cartan de U « On dira qu'un élément de U

suite #(p)
8, clest-a-dire satisfait & (I). STERNBERG

est régulier s'il est régulier dans
affirme que le théordme de conjugaison analogue aux théorémes 1 et 2 est encore
valable dans U ([4], théoréme 5), mais se contente d'indications assez sommai-
res sur la démonstration, du genre "on raisonne comme dans le cas de ¥ " alors
qu'il y a des différences assez sensibles. On démontre facilement le théoreme de

conjugaison "formel" en prouvant que si T est un élément régulier de U, 1'é1lé-

ment R de @ défini dans la proposition 2 appartient & U (et mfme & ¥ ).
Puis STERNBERG affirme ([4], théoréme 7) que "tout élément de U est sur un
sous-groupe & un paramétre". Il faut évidemment entendre "tout élément régulier"
et de plus supposer que les valeurs propres réelles de L(T) sont positives. On
peut alors aisément adapter en partie la démonstration de la proposition 9 (on
utilise la remarque finale du numéro 5 dans le cas d'une contractionou d'une
dilatation) pour montrer que T est sur un sous-groupe a un paramétre de U « Ce=
pendant, 1'équation (14) est remplacée par une équation analogue, mais non homo-
géne : les solutions ne sont donc pas proportionnelles et la propriété

T (%) = M (x) pour xe€ S, voisinde C et s petit n'est plus du tout évi-
dentee Or cette propriété paraft essenticlle pour montrer que le S construit
au numéro 10 appartient & U (et mdme & ¥ comme 1'affirme STERNBERG).

D'autre part, STERNBERG traite aussi du cas du groupe X des germes d'homéo-
morphismes "hamiltoniens" dans ’&_211 y c'est-d-dire conservant la forme différen-
tielle dx1 A dy1 + ees + dxh A dyn « Le groupe linéaire correspondant est le
groupe symplectique Sp(2n) et on obtient un sous-groupe commtatif maximal en
considérant les transformations T de la forme :

xi = x; fi(w1 y ses wn) > V= gi(wl ) see wn)

avec wi = :oc:.L ¥ et fi g = 1 « On a évidemment des sous=groupes analogues cor-
respondant aux autres classes de sous-groupes de Cartan de Sp(2n) . Les valeurs
propres de L(T) pour T € H se répartissent en n couples ()\i ’ 7\;1) de

nombres opposés, et T sera régulier si )\a = AP entrafne o = B « On peut

alors démontrer le thdéoréme de conjugaison formel, mais l'astuce des sous-groupes
& un paramétre ne marche plus, car si v est un champ de vecteurs, il n'est pas
en général possible de déterminer f de manidre & ce que fv engendre un groupe
4 un paramétre hamiltonien. Cependant STERNBERG annonce, mais sans démonstration,

que le théoréme de conjugaison est encore valable dans X ([4], théoreme 9).
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12+ Autres résultatse.

Dans [2] et [3], STERNBERG traite aussi du cas des germes d'homéomorphismes de
classe Ck pour k fini. Il démontre qu'un tel germe peut &tre lindarisé, s‘il
satisfait & (I), par un changement de coordonnées de classe Ch s ou h estun
entier ne dépendant que de k et des valeurs propres de L(T) , et tendant vers
1tinfini quand k croft. D'autre part, la condition (I) est en quelque sorte né-
cessaire : la transformation x' = a2 X + y2 y Y' = ay par exemple (dont la par=-
tie lindaire est semi-simple) ne peut pas &tre lindarisée par un changement de
coordonnées de classe C° (pour a £1).

Par ailleurs, on démontre que si un sous-groupe & un paramétre (Ts) est tel
que T, est linéaire, on peut trouver un R e G tel que RTS R~ soit linéaire.
Appliquant alors le théoréme 1 et ce résultat au sous-groupe & un paramétre corres-

pondant & un systéme d'équations différentielles
(15) dxi/dt =Xi(x1 y voe xn)
avec Xi(O y sse 5 0) =0, on trouve le résultat suivant :

THI:"JOREEP’E 3¢ = Si la matrice des termes lindaires des Xi est semi-gimple et si

ses valeurs propres Xi satisfont & la condition :

}‘i £ z mJ. )\j pour tout 1 et tous entiers mj >0 avec z mj > 1

alors il existe un changement de coordonnées de classe C” qui linéariss le sys-
tdme (15).

Ce théoréme est la version "différentiable" de résultats dus a POINCARI:‘.,
BIRKHOFF et finalement SIEGEL [1] dans le cas analytique.
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