
SÉMINAIRE N. BOURBAKI

ANDRÉ MARTINEAU
Les hyperfonctions de M. Sato
Séminaire N. Bourbaki, 1961, exp. no 214, p. 127-139
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1960-1961__6__127_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1961, tous
droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SB_1960-1961__6__127_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


127

LES HYPERFONCTIONS DE M. SATO

par André MARTIIVEAU

Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960/61~ n° 214 Février 1961

Soient M une variété analytique réelle dénombrable à l’infini et X un com-

plexifié de M . Dans (7~~ Mikio SATO définit les hyperfonctions sur M comme

éléments d’un n-ième groupe de cohomologie relative de X modulo X - M à va-

leurs dans le faisceau des n-formes holomorphes sur X . Nous allons commencer

par une définition très élémentaire des hyperfonctions qui permet sur elles

toutes les constructions de la théorie de Sato, et même plus, puis nous montrerons

comment, à partir de cette définition, la conception de SATO généralise la notion
d’indicatrice de la théorie "classique" [4] des fonctionnelles analytiques.

1. Fonctionnelles analytiqu es à support compact.
a. Soient K un compact d’une variété de Stein V ~ H(K) .l’espace des fonctions

holomorphes au voisinage de K muni de la topologie localement convexe de la li-

mite inductive des H(V) où V parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de K .

Par définition, une fonctionnelle analytique sur K est un élément de H’(K) le

dual topologique de H(K) . H(K) est un dual de Fréchet, réflexif, H’(K) est

un Fréchet.

On peut identifier sous certaines conditions les fonctionnelles analytiques
définies sur des compacts distincts. Si K~ et IL sont deux compacts convexes

par rapport à la famille H(V) des fonctions holomorphes sur V ~ H(V) est

dense dans H(Ki) (i = 1,2) : 03C81 E et 03C82 E H’(K2) seront identifiées
si re st 03C81 = rest 03C82 ( ) ,

H(V) H(V) 
" 

b. Fonctionnelles analytiques à support réel. - Si M est une variété analyti-
que réelle dénombrable à l’infini, elle admet des complexifiés, et ceux-ci coin-
cident localement. On peut donc, si K est un compact de M ~ définir la topolo-
gie de H(K) qui ne dépendra pas du choix du complexifié.

( ) rest 03C81 désigne la forme linéaire sur H(v) obtenue par restriction de

03C81 à H V .
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Par définition une fonctionnelle analytique réelle est un élément d’un H’(K) .

On sait par le théorème de plongement [3] que les fonctions d’un complexifié
fixe de M sont denses dans tout H(K) (tout compact réel est même convexe
par rapport à la famille des fonctions holomorphes dans un complexifié fixe de
M).

~1 ~ ~2 seront identifiées si

Si Ç e H’(K) on dira que K porte ~ .

PROPOSITIO N 1. - Si Ç est une fonctionnelle analytique réelle différente de
zéro il existe un plus petit compact réel différent soit Q(~ ) ~ ~ui
porte ~ .

Nous appellerons le support de l# .

,

DEMONSTRATION. - Si K1 et K2 sont deux compacts réels qui portent Ç ,

K 1 u K2 étant holomorphiquement convexe, on a : u K ~ 2 0) = 0 . Donc toute
f E Kz) est de la forme f2 ~~ 1~2 . 
cation (fl ~ fz) -~ (f1 - fz) de x H(KZ) -~ n K~) est surjective.
C’est donc un homomorphisme.

On pose ~(f ) ~ ~1 (fl) - ~2 (fz ) . On aura défini une fonctionnelle analytique
sur ni on montre que = 0 si fi - fz = 0 dans H(Kl n 
Mais, sous cette condition, fl et fz sont les restrictions à K1 et K~ . d’une

fonction g de u Kz) ~ et g est limite dans u I~) de fonctions de

M . D’où = = ~ (g) = 
On vérifie facilement que 03C8 est dans la classe de 03C81 et et que, si

0 est dans la classe de 03C8 , alors 03C8 = 0 .

PROPOSITION 2 , - Si = U il existe 03C8i de support inclus dans Ki
n i=~ 

telle que  03C8i = 03C8 .

, n

DEMONSTRATION. - Nous considérons l’application (03C81 , ... , 03C8n)~  03C8i de
n 

~ i=1
il H’ (K, ) dans H’ (K) ~ K = Q(~~ .
i=1 1
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n

Sa transposée est % - (f,. ~ ... , de H(K) dans il Il est
~ 1 n i=1

clair que l’image est rerméeJdonc l’application initiale est surjective.

c. Fonctionnelles analytiques réelles à support quelconque. - On a

03C3(03C81 + 03C82) ~ 03C3(03C81) ~ 03C3(03C82), 03C3(03BB03C8) c 03C3(03C8) . Soit 03C8i une suite de fonctionnelles

analytiques telles que les forment un recouvrement localement fini de

M , Nous dirons qu’elle définit une série localement si pour tout

x e M , 
i 

1

On introduit entre les séries la relation d~ équivalence (I ~.) = (2- 6.) si
i 

l 
j B -

(03C8i - 03B8i) est localement nulle. La classe d’équivalence d’une telle série  03C8i
sera dite sa sommes

Par définition, une fonctionclle analytique sur M est la somme d’une série

localement finie de fonctionnelles analytiques à support compact.

Il est évident que la somme d’une série localement finie de fonctionnelles ana-

lytiques est indépendante de l’ordre de ses termes.

Cette définition peut-être étendue à toute partie localement fermée de M .

PROPOSITION 3. - Soient U un ouvert relativement compact dans M une

fonctionnelle analytique définie sur U. Il existe une fonctionnelle analytique
0 à support inclus dans 7 qui coïncide dans U avec Ç .

Si K est un compact de U , nous désignerons par enveloppe, soit K , de K

relativement à U~ la réunion de K et des composantes connexes relativement

compactes (relativement à U ) de U-K. K est encore un compact de U [6] ~

LEMME 1. - Soient U un ouvert borné dans K un compact de U égal à

son enveloppe. H’ (? ~ U) est dense dans H’ (CK n U) .

Démonstration du lemme. - Il suffit de voir que l’application de H(CK n ~)
dans HG - U) est injective, donc que CK n U n’a pas de composante ouverte et

fermée, disjointe de U - U. Soit (J une telle composante ï 03C9 est ouvert dans

U - K donc 03C9 = Q n U - K où Q est un ouvert de M. Par définition de l’adhé-

rence Q n (U - K) 1 jiJ . Donc LJ n (U - K) est un ouvert de U - K , et comme 03C9
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est fermé dans w n (U - K) est fermé dans U - K . Si (Û » u) _ ~ ~
nous avons ainsi obtenu une composante ouverte fermée relativement compacte dans

U - K , ce qui est une contradiction.

Démonstration de la proposition. - n exi.ste dans U une suite Kn de compacts

tels qUe K n c n+1 , tels qUe Ki K, 1 pour tout i ’ et tels enfin que

U = U Kj . Soit 03C8 une fonctionnelle analytique sur M . On peut, gràce à la
j=1

proposition 2 , supposer que 03C8 est une somme de fonctionnelles à supports
..~w ~w 

i

compacts où a son support dans Ki+l - Ki .
Soit dn une distance définissant la topologie de H’ (U - Kn , L’injection de

dans est continue si n  i .

Donc on peut trouver cp à support dans TI - U telle que d. (03C8 - 03C8)  1 pn i n n zn
pour tout 1 f n .

Considérons la série (non localement fin:Le)

Elle converge vers un élément 0 de H’ (7) et pour tout n on a ï

et la dernière série converge dans Ht(U - K ) donc 0 coincide avec 03C8 sur

l’intérieur de chaque K.. donc avec 03C8 dans U .
~ C. Q. F. D.

d. Nouvelle définition. Le faisceau des germes de fonctionnelles analytiques.

L’ensemble des fonctionnelles analytiques à support compact sar M forme

un espace vectoriel noté 

Nous dirons que deux fonctionnelles et 03C82 coïncident au voisinage d’un

point x, si Q(03C81 - 03C82) ~ x . L’ensemble N(x) des 03C8 tollssque x ~ 03C3(03C8) est

un espace vectoriel. On pose H’ = H’(M)/N(x) et p : Ht . On intro-
duit dans l’ensemble U Hf la topologie suivante : si 03C8 E H’(M) , 03C8 définit

une application s de M dans U x H’x par s03C8(x) = px(03C8) . Les ouverts de U H’ x
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sont les réunions des images d’ouverts de M par les s (x) . Le faiseeau ainsi conx-
truit sera noté a(M) .

En bref, nous avons fait le quotient du faisceau constant H’(M) par le sous-

faisceau 5 de H’(M) défini par s

x E ===~> o(x) n U = ~ .

Par définition, une fonctionnelle analytique défin sur M sera une section de

a(M) .

Grâce à la proposition 3, on déduit.

THÉORÈME 1. -

a. H’ (M) s’identifie à l’ensemble des sections à support compact de 

b. r(M ; d(M)) s’identifie à l’ansemble desfonctionnelles analytiques au sens

de (c) .

c. a(M) est un faisceau flasque.

On peut étendre facilement les propositions 2 et 3 au cas non compact.

e. Distributions et fonctionnelles Soit T une distribution de

support K compact dans M. Elle définit ane fonctionnelle analytique par res-
triction à.l’espace des fonctions analytiques au voisinage de K. Si T désigne
cette fonctionnelle analytique, il est clair que T ~ 0 ==~ T ~ 0 ~ et que

c K . On a en fait résoudre cette question, il suffit de

montrer que si, au voisinage d’un point, T est nulle en tant que fonctionnelle

analytique, elle est nulle en tant que distribution. On est donc ramené à un pro-
blème dans Rn qu’on résoud en exprimant T comme bord de fonctions analytiques
dans C w

Ce ci étant fait, il est clair qu’on obtient alors un plongement de D’ dans

H’(M) , car toute distribution de 4~~ est somme localement finie de distributions

à support compact.

2. Cohomologie relative.

Nous aérons le plus bref possible, le seul outil dont nous aurons besoin étant
la suite exacte de cohomologie relative d’un sous-espace fermé.
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a. Soient X un espace topologique, Z une partie localement fermée de X ~
9 un faisceau de modules sur X . Soit U un ouvert de X dans lequel Z est

fermé. On désigne par r~ (U~9 ~ ) l’ensemble des sections de 5 sur U de support
dans Z fermé par rapport à U , S) est indépendant de U . Soit en

effet V un ouvert de X ~ qu’on peut supposer inclus dans U ~ tel que Z soit

fermé relativement à V .

On a un homomorphisme surjectif naturel de restriction

Le noyau de cet homomorphisme est formé des sections de F sur U à support
dans Z ~ et de restriction nulles sur V ;, donc de sections nulles sur V et

sur U - el , donc nulles sur U . L’homomorphisme rZ (U ; ~) -~ F (V ; 5) est

donc bijectif. On identifie tous les groupes ~) ~ et on définit ainsi un

facteur covariant exact à gauche 5) .

DÉFI NITIDN 4. - Le n-ième groupe de cohomologie relative de X modulo X - Z ,
à valeurs dans un faisceau 5 est le n-ième foncteur dérivé du foncteur rZ (X 00FF 5) .
On le note 5) .

b. Calcul de 5) . - On prendra une résolution flasque F

de F , et HnZ(X 3 S) sera naturellement isomorphe au n-ième groupe de l’homolo-

gie du complexe r Z (X ; F) .
Soit Z fermé dans X ~ U = E N) un recouvrement ouvert de X tel que,

pour tout simplexe S du nerf du recouvrement, on ait ~~ = 0 pour n > 1 .

Soit U’ Î a E N~ } : où N’ c N . Alors le n-ieme module de cohomologie du

complexe de chaînes

où S) (n = 0,1 ...) désigne le module des cochaînes relatives de

Cech pour le recouvrement (U , ~,t ) ~ est canoniquement isomorphe à H(X; 3) .

c. La suite exacte de cohomologie relative. - Si Z est fermé dans X, et si

~ est flasque, toute section au-dessus de X - Z se prolonge en une section au-

dessus de X ~ et le noyau de l’ homomorphisme de restriction est rZ (X ; ~) . D’où
la suite exacte :
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Appliquant ceci à une résolution flasque d’un faisceau F , on obtient une suite

exacte de cohomologie relative :

d. Localisation de la cohomologie relative. " On a remarqué que 5) ne

dépend pas en fait de X. On va construire un faisceau concentré sur Z ~ si Z

est fermé dans X ~ qui permet de calculer la cohomologie relative de Z.

Soit U un ouvert de X. On définit sur 

Le faisceau associé sera noté H (s) . Les H"(s) sont les fondeurs dérivés du

fondeur H-(s) ~ ou, encore, ~(S) est le faisceau associé au préfaisceau
U -~ s) . M. SATO désigne ce faisceau sous le nom de i-distributions

du type 3 .

Il existe une suite spectrale de termes = H~(~)) et aboutissant à
H~(X 3 5) (cf. [2] théorème 4. 17. l).

En particulier, si les préfaisceaux U -) S) sont nuls pour

q==0~1~...~n-l~le préfaisceau U - 5) est en fait un faisceau,
et son module des sections, est égal à Hnz(X ; F) .
DEFINITION de SATO. - Soit M une variété analytique réelle de dimension n.

Par définition j~(M ~ On) est le faisceau des hyperfonctions sur M .

3. Identification de ~(M ~ Q~) avec a(M) .

a. La dualité de CARTAN - SCHWARTZ - SERRE [8]. - Soit X une variété analytique
complexe de dimension complexe n ~ donc réelle égale à 2n~ dénombrable à l’infini.

désigne le faisceau des germes de formes différentielles de type (p , q)
( p en q en (Ï?_ ) à coefficients indéfiniment différentiables ;
désigne l’espace de ses sections sur X muni de sa topologie naturelle qui en fait
un espace de Fréchet-Schwartz [5] (même nucléaire), désigne le faisceau des
germes de formes différentielles de type (p ~ q) à coefficients distributions,

l’espace des sections à support compact de ce faisceau. Muni de sa topolo-
gie naturelle, c’est un dual de Fréchet-Schwartz (nucléaire). Si 03C9 e 

-. définit une dualité entre et

~~’"~~X). Cette dualité identifie au dual topologique fort de
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Le lemme 1 de SERRE peut s’écrire [8] :

LEMME 2. - Soit L , M , N trois Fréchets Schwartz (resp. trois duals de

Fréchet-Schwartz), et u : L ~ M , v s M ~ N deux homomorphismes linéai-

res tels que les duals topologiques forts de L ~ M ~

N ~ et v les homomorphismes transposés. Posant C ~ B = u(L ) ,
H = C/B avec la topologie quotient et C’ - B’ = 

avec sa topologie quotient, H est un .Fréchet-Schwartz (resp. un dual de Fréchet-

Schwartz) dont le dual topologique fort est H’ .

On a les deux dU résolutions de Q~ suivantes 1

Par les isomorphismes de Dolbeault, H9~(X ~ Q~) est canoniquement isomorphe à

l’espace vectoriel d’homologie de la suite

Lorsque l’application est d’image fermée, donc est
un homomorphisme, on peut alors munir ~p~ d’une topologie d’espace de

Fréchet-Schwartz.

De même, H*~q(X ~ est canoniquement isomorphe à l’homologie de la suite

lorsque l’application est d’image fermée donc

lorsque d" est un homomorphisme, on peut munir H~**~(X ~ d’une topolo-
gie d’espace du type dual de Fréchet-Schwartz.

Le théorème 2 de [8] donne :

PROPOSITIONS. - Soit X une variété analytique complexe dénombrable à l’in-

fini, et de dimension complexe n , Supposons que les deux applications linéaires
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soient des homomorphismes . Alors le dual fort de l’ espace totalement réflexif

~p) est canoniquement isomorphe à ~~p) . 
’

Le lemme 2 de [8] se généralise en le lemme suivant.

LEMME 3. - Soit u une application linéaire continue d’un (f5)L dans un Fréchet

ou dual de Fréchet réflexif M . Si u(L) est un sous-espace de codimension finie

de M ~ l’application u est un homomorphisme.

Ce lemme s’applique en particulier lorsque L et M sont des duals de Fréchet..

Schwartz.

LEMME 4. - Si la dimension de ~) ~ (respectivement do H~’(X ~ ~~~,,
est finie alors l’application

est un homomorphisme.

DEMONSTRATION. - Il suffit, vu [81, de montrer la seconde partie. Soit C*~q(X) ~
le noyau de d" : d" étant continue, est fermée donc
est un dual de Fréchet-Schwartz ; d" (Kp,q-1*(X)) est de codimension finie dans

et on applique le lemme 3.

b. Calcul de la cohomologie du complémentaire d’un compact dans une variété de
Stein. - 0 désigne le faisceau des germes de fonctions holomorphes. Si Y est

une variété analytique complexe, un compact K de Y sera dit presque convexe

si Hi(K ; 0) = 0 pour tout i > 0 , et s’il admet un voisinage de Stein. Il en
sera en particulier ainsi si K admet un système fondamental de voisinages de
Stein.

Soit V un voisinage de Stein de K.

On a la suite exacte de cohomologie [2J, théorème 4. 10. 1.

Par le théorème de dualité! on a
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D’autre part, H*(K J o) = Hk(K ; d~ ~ donc a) = 0 si k ~ ~ ~
1 0) = H(K) où H(K) désigne l’espace des fonctions holomorphes au voisinage

de K ~ espace qu’on munit de la topologie de la limite inductive des topologies
usuelles des H(W) où W parcourt la famille des voisinages de K. Finalement

il vient, si k ~ 

puis, pour k = 1 ,

et pour k = n

Il reste à vérifier que ces isomorphismes sont des isomorphismes veotoriels topo-
logiques, donc d’abord qu’on peut mettre des topologies sur ces espaces.

Nous allons vérifier que A ; O) et A , On) sont deux espaces

en dualité.

Examinons donc la suite 1

et sa transposée :

d" : est un homomorphisme, car d (plus généralement
d" t --~ est surjectif d’après la théorie des équations
elliptiques de MAIGRANGE [6], donc est un homomorphisme).

d" : Xo,1 (X) .-3 (X) est un homomorphisme en vertu du lemme 4 puisque

..-E ; 0) est nul.

En conséquence, on peut munir H~(X-A~ (~ et de topologies
respectivement du type dual de Fréchet-Schwartz, et Fréchet-Schwartzetces deux

sont duaux l’un de l’autre.
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On vérifie aisément que H~(V - K ; 0) admet une topologie et que l’application

Hn(V - K ; 0~ -~ d~ est continue. Donc ces deux derniers espaces sont

isomorphes. En plus H (V - K ; ~ 0) est naturellement en dualité avec 

Montrons que l’application H(K) -~ H1 (V - K ; 0) est continue. Il suffit de

vérifier la continuité pour les suites. Mais soient f l’élément de K ~ et W

un voisinage de K dans V à frontière régulière sur l’adhérence duquel f est

holomorphe. Soit fW la distribution égale à f sur W ~ à zéro à l’extérieur.
d" f W est un élément de K°’1(V~ dont le support est 

Son image dans K°’1(V - K) est un certain élément bf E K°’1(V - k~ ~ bf est

un courant dU fermée de support &#x26;W . La classe de cohomologie de bf est ôf .

Il est immédiat sur cette représentation que c~ est continu de H(K) dans

K ; 0) , et par le graphe fermé est donc un isomorphisme vectoriel topolo-
gique. La suite exacte de cohomologie relative s’écrit

( V ~ est donc isomorphe à K , On) . On peut le munir de la
topologie induite par cet isomorphisme, et alors il s’identifie au dual topologique
de H(K) .

La suite exacte de cohomologie relative apparalt.donc comme la suite duale de
la suite exacte d’homologie entre V, V - K , K à supports compacts.

Ceci s’étend immédiatement au cas de Y compacte et X presque convexe
dans Y .

Si Ç est une fonctionnelle analytique de support A, l’élément de 
associé sera dit indicatrice de Sato de la fonctionnelle, et l’élément de

associé sera dit indicatrice de Fantappié de j . La raison
de cette deuxième terminologie est la suivante : si A est un polyoylindre
A = A~ x ... x An et si ~ est une fonctionnelle analytique à support dans A ~

est une fonction holomorpho sur .....c CAn ’ nulle à l’infini, qu’on appelle
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habituellement indicatrice de Fantappié de Ç . Et justement, on peut identifier
0) de façon naturelle à l’ensemble de ces fonctions ; FRENKEL,

[1]).

THEOREME 2. - HnM(03A9n) est isomorphe au faisceau A(M) . La question se pose
dans Rn. Il suffit de voir que les sections à support dans un compact A du

faisceau sont juste les éléments de i?n) , Mais , pour cela, il
suffit de voir que pour tout ouvert U de H~ 0 si 0 ~ q . n - 1

RnnU 
.

en vertu de (d), paragraphe 2, et ceci résulte des calculs de dualité précédents.

4. Image directe d’une fonctionnelle analytique et produit de composition.

Soient M et N, deux variétés analytiques réelles et r 1 M - N une appli-
cation analytique de M dans N . Si K est un compact de M, f induit une

application linéaire continue f* : H(f(K)~ -~ H(K) , L’image d’un élément
de H’(f(K)) par la transposée de f * ~ que nous noterons encore f ~ sera une

fonctionnelle analytique de support inolue dans que nous noterons f(~) .
Plus généralement, si P est un fermé de r~ ~ et si la restriction de f à P

est propre, si ~ est une fonctionnelle analytique à support dans M ~ on peut
définir f(~) .

Soit un système localement fini de compacts de f(P) recouvrant f(P) .
P n f-1 (03C3i) est un système localement fini de compacts recouvrant P . Il existe

une décomposition de Ç sous la forme 1 03C8i où 03C3(03C8i) c P n f-1(03C3i) . on défi-
nira f(03C8) par  f(03C8i) et il est clair que f(03C8) ne dépend pas de la décompo-

sition choisie.

Ceci permet de définir la produit de composition, par exemple sur Rn, de
deux fonctionnelles analytiques dont les supports Ml et M~ sont tels que

l’application diagonale

A : (x , y) -~ (x + y)

soit propre sur M~ x Mz (la définition du produit tensoriel est évidente).
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