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Séminaire BOURBAKI
3 o
13e année, 1960/61, n® 213 Pévrier 1961

EQUATIONS DIFFERENTIELLES SANS SOLUTIONS

par Bernard MALGRANGE

[d'aprés Lars HORMANDER ]

I. Notations.

X = (x1 y see xn) [resp. = (E,1 y see &;n)] désigne le point dourant de
R ; a= (al s see an) désigne un systéme d'entiers compris entre 1 et n ;
on note £, le polynbme § ... & , et |a] (= n) son degré.

h
Au polynéme E’a , on associe 1'opérateur différentiel D, obtenu en remplagant

E‘j par -1 g3-— . Plus généralement, & une fonction de x & valeurs dans les

a

polynémes de degré < n en &:

P(x,8) = 2 a(xg

aj<n
on associe 1'opérateur différentiel

P(x,D) = 2 a(x)Da .
'0"\11 ¢

On pose encore :
P(x, &) = Za—;(x) Ea

Pa’(x’ g):’F@-—' ntos—a'- P(x’a)
W

Pa(x,§)=&a—0c-3§—' P(x » E:) L4
* “n

Dans boute la suite, nous supposerons les a, définis et indéfiniment dériva-
bles dans un ouvert Q c R" .

II. Résultats positifs.

Désignons par p(x , £) la "partie principale" | 2 ay(x) & de P(x,&) .
al=m

Dans sa thése [1] (voir aussi [6]), HORMANDER avait établi le résultat suivant :
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B. MALGRANGE

THEOREME 1. - Supposons que p vérifie les conditions suivantes :

1° v xe Q, les polyndmes Px, &) ( |il =1 ) n'ont pas de zéro réel
commun # O .

20 P= B .
Alors tout x e posséde un voisinage ouvert Q. telque, V ged( Qx) y on
alt :
t k
I"P(x, D) 9ll>c 2 |D°¢]
k| g m-1
(ot C désigne un nombre >0, || || 1la norme dans L2 , et % 16 transposé

de Lagrange de P ).

De 1a résulte (HAHN-BANACH) que, ¥ fe 1(Q) , v xeQ, il existe g e {Q)
tel que, dans Q. , on ait P(x , D) g = f ; il suffit mfme de supposer que f
est somme de dérivées d'ordre < m - 1 de fonctions e L2(Q) 3 un procédé de ré-
gubarisation donné dans [2] permet d'établie cecl (en restreignant au besoin Qx
d'une maniére qui dépendra de k ) : si f est choisi dans Lz(Q) ainsi que ses
dérivées jusqu'a l'ordre k ( k € N ), on peut choisir g dans L2(Q) ainsi
que ses dérivées jusqu'a l'ordre k +m - 1 .

Par la méme méthode, HORMANDER [2] montre que les résultatsprécédents subsistent
lorsque la condition 2° est remplacée par la condition plus géndrale 2° bis
ci-~dessous.

Avant d'énoncer cette condition, donnons encore une notation : soit C(x , D)
la partie principale (d'ordre 2m - 1 ) de 1'opérateur différentiel
[p(x , D) , p(x , D)] ; la condition 2° bis est alors la suivante ;

2° bis. I1 existe un polyndme en & de degré m -1, q(x, §) 2 coefficients

indéfiniment dérivables tel qu'on ait :

C(x,5)=a(x,ﬁ)p(x,€)+q(x,5)5(x,€) .

III. Opérateurs différentiels sans solutions.

Dans [2] et [3] (les résultatsde [2], partiels, sont complétés dans [3], et re-
pris dans [4] avec une rédaction plus simple : je suivrai de prés [4] dans cet
exposé), HORMANDER établit une réciproque partielle des résultets précédents :

THEOREME 2. - Supposons que, V ¢ €0(Q) , il existe fe ©'(Q) vérifiant

P(x , D) £ = ¢ + Alors la condition suivante est vérifide

(6) V xeq, les conditions "E&e B, p(x, E) =0 " entratnent C(x ,£)=0 .
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES SANS SOLUTIONS

Supposons que la condition précédente no soit pas vérifide en un point Xy alors
dans tout voisinage ouvert O de Xy » il y aura des ¢ €® () qui ne seront pas
de 1la forme P(x , D) £, fe®'(0) .

CORQLLAIRE. - Supposons que, pour un ensemble de points dense dans Q , la con=-
dition (C) ne soit pas vérifide : alors il existe fe &(Q) tel qus, dans tout
ouvert ©c Q, on alt f, d P(x ,D)o'(9) ( fg = restriction de £ 2 O Ye

Soient en effet O un ouvert cQ , et m un entier 3 0 ; considérons 1'es=-
pace V, o des ge 0'™(0) tel que P(x , D) g soit dans la restriction 5@)g
de &@Q) a © ; muni de la topologie évidente, c'est un espace de Fréchet : d'a-
prés le théoréme précédent, et un théoréme classique de Banach, son image par P
dans ~‘3(Q)o est maigre : donc 1l'ensemble des f € £(Q) tels qu'on ait :
foe P(x , D) 0'"(0) est maigre.

Soit alors Op s P &N, unec base des ouverts <C Q ; l'ensemble des fe&f2)

tels qu'en ait pour un p etun m: fg e P(x, D) 017 Op) est maigre, donc
P
#&(Q) d'aprés le théoréme de Baire.

EXEMPIES .

1. Le premier exemple de ce genre, antérieur .au travail de HBRMANDER, est da
4 H. IEWY [5] :

P(x , D) =a?(—1 + ig% - 2i(x1 + 1x2) -a-i—B- , avec Q =«N3 .

On a en effet : p(x , &) =1§ - &, +2(x1 + 1)(2)83 , 6t C(x ,5):-8% s la
condition (C) n'est vérifiée en aucun point (prendre £, = 2%, , £, = 2%,

% =1 )u

Soit alors f e 5@3) tel que 1l'équation P(x , D) g = £ n'ait de solution au
voisinage d'aucun point : alors 1'équation homogéne P(x s Du=fu n'a, au voi-
sinage d'aucun point, de solution c et #0 (prendre v = logu) : 1la
question de savoir si 1l'on peut choisir £ de manidre qu'il n'y ait aucune solu=-
tion distribution est ouverte,2 ma connaissance.

2. Plus généralement, soit P(x , D) = | 'Z a; (x) Dj un "champ de vecteurs

il=1

compldxes" dans Q C&n » et supposons que le systéme P(x , &) , F(x , &) soit,
V x,derangconstant r (r=1 ou?2 ) sur & . Alors la condition (C), qui
équivaut ici 2 la comdition 2° bis, équivaut encore a la suivamte (théoréme de
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B. MALGRANGE

Frobenius complexe) : au voisinage de tout point, on peut faire un changement C*
de coordonnées tel que P(x , D) soit ramené i 1'une des formes suivantes

a(x)a% (s1 r=1) ,

il

a(x) (5%+isa_) (si r=2) .

%2

Méme si 1'on trouve cette histoire immorale (ce n'est pas 1l'avis du conférencier),
on conviendra qu'il s'imposerait d'étudier de ce méme point de vue les sytémes
"s\uadétemnée",au moins lorsqu'ils sont d'ordre 1 .

3. Soit P(D) un opérateur & coefficients constants de type principal (i. e.
les %(E,) n'ont pas de zéro réel commun # O ), mais non elliptique ; on voit

facilement. qu'il existe un P(x , D) vérifiant P(O , D) = P(D) , mais ne véri-
fiant pas (C) 2 1'origine.

IV. Démonstration du théoréme 2.

1. Supposons qu'en ait P(x , D) @'(Q) > @(Q) , et soit O un ouvert relativement
compact dans Q .

Munissons ®(T) de sa topologie habituclle d'espace de Fréchet, et soit V 1'es-
pace ®(0) muni de la topologie induite par 1'application tP(x , D) :0(0)-0(0) :
V est un espace métrisable.

Sur ©(9) %« V » on considére la forme bilindaire : (f , v) - /fv dx ; elle est
sépavément continue puisque, par hypothése, il existe ge ©'(Q) tel que
P(x , D) g = £ : elle est donc continue.

Par conséquent, il existe kX ,# € N et C> 0 tel qu'onait, V £, ve®(0):

| [ov ax| < Max|p, 2| J  Max|Dg bpy|
Ipl<t

cC 2
laf <k <
(le maximum est pris sur x ).
Pour démontrer ce théoréme 2, il nous suffira donc d'établir ceci 3

8i (C) n'est pas vérifide en O (on suppose O cQ ), il existe, V k , teN

une famille v_ (T >0) de fonctions € ®(Q) , & support dans un compact fixe,
telle que

1 Pour t - o, v. Dhe converge pas vers 0 dans @'k(Q) H

2° Pour t = o, 3 v, converge vers O dans (DP'(Q) .
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES SANS SOLUTIONS

On va fabriquer v . Pparun développement asymptotique analogue 3 ceux que 1l'on

rencontre dans la théorie des paquets d'onde, et qui avaient déja servi & HADAMARD
et & LAX A donner des conditions nécessaires pour gqu'une équation soit hyperboli-
que (mais ici, la situation est plus subtile),

2. Supposons donc que (C) ne soit pas vérifide en O , et soit Ee“&n tel qu'én
alt p(0, 8 =0, C(0, &) #0 ; désignons par m le degré de P ; on a (véri-
fication facile)

S i) = =3
C(°;<‘2)=Zi[p(O,E)pj(O,E)-pj(O,E)p(O,E)] .
i=1
C étant réel et de degré impair, on peut supposer C(0 , &) <0

IEMME 1. - I1 existe une série formelle w en (x1 9 eee o xn) s qui posséde les

propriétés suivantes :

1° p(x, gradw) =0,

. - 1 .
20 w(x) =i (x,E)+ 5 Zajk X X+ termes d'ordre > 3 , la matrice (ajk)

étant symétrique et de partie réelle définie négative.

(dans 1°, p a été, évidemment, identifié a sa série formelle en O ).

Prenons d'abord wy =1 (x, &); alors p(x , grad wl) s'annule en O ; soit
w, =3 L Xy X et éerivons que p(x , grad(w1 + w2)) a ses dérivées nulles

en O : on trouve que les 3y doivent vérifier

V.o 00,8250 ,8) e =0 .

Une fois obtenus les 8 » 00 déterminera de proche en proche les termes homogé-
nes successifs, par exemple par Cauchy-Kovalevski formel. Reste a montrer que 1'on
peut choisir les aj avec lea propriétés de 1l'énoncé ; or cela résulte aussitét

du lemme suivant :

LEMME 2, - Etant donnés deux vecteurs (z1 s eee s zn) et (1;'1 s see s %)6,93 ,
pour qu'il existe une matrice symétrique (ajk) 3 partie réelle définie négative

7’ 3 Ky — s 3 3 ] 3 -
vérifiant Eajkzj.. Ck ,il faut ep il suffit qu'on ait (RZCk Zk< 0.

3« Une fois w obtenu, on construit par récurrence des séries formelles

PO s P 9 see s Py oo possédant la propriété suivante, V r €N s

TR -u t n ot T -H
Soit u =6 Yo <t ; alors P(x , D) u =7 e Z o yTr,
K Opu T T r«1 H
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Pour déterminer (pp » supposant @y , ... , @ déterminés, on écrit 1'équation

p=1_
qu'elle doit datisfaire pour que le terme en T H-1 s'annule ; elle est du type

suivant :
n
A, D, B C =0
IZ 35 TP !

ol Aj = - pj(x » 1 grad w) , B est une série fixe, et CP une série dépendant
de Pg s see s q’p-l : comme les Aj ne sont pas tous nuls en 0 , Cauchy-
Kovalevski formel montre 1l'existence de «pp « En outre, (pour la suite), on choi-
sit (po(o) =1,

Soient alors W, @0 5 2o+ 3 9., «.. des fonctions € ®(9) (O ouvert re-
lativement compact < Q ) ayant respectivement w , Po » **e 5 Py s see pour
séries formelles en O ; on peut supposer qu'il existe A >0 tel que

2
Rw < - Alx|* .

Prenons r=n+m+k +£+ 1 , et posons

- T
- _Ck+n o™ 53 -H
K 0

(pp‘c .

2
B e-A|x|

sy s s t
Comme s on voit immédiatement que “Pv . gonverge vers 0 dans

[ p
®* (Q) . Reste a montrer que v, ne converge pas vers 0 dans tD'k(Q) « Or, soit
fe ng_n) s et posons £ (x) = t-kf(-cx) 3 i1 est clair que les f_ forment un
ensemble borné dans wk&n) (et aussi dans Qk(Q) ), dés que T > B .« Or

- r
St v dx= /t(x) &THI*/) g 5,3 7 ax s8(- 8)
(puisque po(0) =1 )e

V. Autres résultats.

Par les mémes méthodes, HORMANDER démontre entre autres les résultats suivants [4]:

THEOREME 3. - Soit P(x , D) un opérateur du premier ordre, 3 coefificients ana-

lytiques, dans un ouvert Q>0 ; soit Ee&n tel que p(0 , &) =0, et

c(o, &) # 0 . I1 existo un fiombre c¢ >0 et une fonction f holomorphe dans
3¢z , &) <c tel que la restricion de f 42 Q n'appartienne pas & Kx , D)®(Q),

THEOREME 4. - Soient P(x , D) et Q(x , D) deux opérateurs du premier ordre

tels que, pour un ensemble dense dans Q, (C) ne soit pas vérifide ; supposons

que p(x , D) ne s'annule on aucun point, et qu'on ait PO'(Q) D Q®&Q) . Alors
il existe ¢e () tel que Q(x , D) £ =P(x , D)(pf) .
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