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Séminaire BOURBAKI
(Février 1958)

LA FONCTION ALE:ATOIRE DU MOUVEMENT BROWNIEN
par Laurent SCHWARTZ

1. Principes essentiels du calcul des probabilités.

Une loi de probabilité sur espace topologique localement compact X est une me-
sure de Radon M4 >0 sur X , de masse totale 1 « Si E est une partie de X,
]~ -mesurable, mesure rL(E) de cette partie est appelée la probalité pour que
x e X soit dans E ou probabilité de E suivant la loi M, ot se note (P (x€E)
ou Gar‘E) . Ly

De méme qu'en algébre il est souvent commode de supposer que tous les éléments
qu'on considérera dans une théorie ou dans un livre sont dans un méme corps fourre-
tout Q ( domaine universel; £ estalgébriquement clos ; et on n'introduit que
des sous-corps de £l » sur lesquels Q) est de degré de transcendance infinie) ,
de méme, en calcul des probabilités » 11 sera commode de supposer que tous les tirages
au sort d'une théorie ou d'un liwre sont réduits 3 un seul tirage au sort d'un
élément <> d'un compact "assez gros" s muni d'une loi de probabilité dco »
Nous dirons plus loin ce que nous entendons par "assez gros", Alors

’

as Un évdnement élémentaire- eet un point de £L,on dirs ausei que o'est ube épreu-
Ye ou un tirage au sort. Un événement est une partie de £ . La probabilité de
1'événement est la mesure de cette partie.

be Une variable aléatoire ‘g sur un espace topologique X est une application,
presque partout définie et mesurable, de €L dans X .

Si X est localement compact, g définit une mesure image S(do) , qui sera
la;loil de probabilité de o Alors, si E est une partie de X » la probabilité
pour que (co) soit dans E , soit (/2 (dw)‘E) » 6xiste sk et seulement si
@(g-l (E)) existe ; mme si X n'est pas localement compaot, et si par conséquent
11 n'y a pas de loi de probabilité de 5 » on pourra toujours définir G)(S(w) €E)
comme CP(S-I E)) .

I1 arrivera, pratiquement toujours, que X soit contenu dans un compact ;( ’
avec une topologhe plus fine‘ que la topologie induite. Alors § est a fortior N
une variable aléatoire sar X ; mais elle a une loi de probabilité 'S(d w) sar X
qui se trouve concentrée sur X (ot mBme en fait sur une réunion dénombrabls de
parties de X , compactes pour la topologie initiale de X). Pour toute partie E
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L SCHWARTZ

do X, ((E(w)€D ost slors blon ¢ (do0) ® -

5

Deux variables aléatoires §1 ’ 52 » sur X aout dites équivalentes si
Si(w) = 32 (2) presque partout. On identifiera toujours deux variables équiva-
lentes. Autrement dit, en toute rigueur, une variable aléatoire sur X est une
clesse d'applications mesurables de L2 dans X .

ce Soient X , Y , des espaces topologlques, et soit f une application continue
de X dans Y .

Si § est une variable aléatoire sur X , son image par f ,notée f('g) , sera
par définition le variable aléatoire f o S P -y f(g(cu)) , sur Y,

Si X et Y sont localement compacts, la loi de probabilité (f (g))(doo) de
£( g) est 1l'image f(g(dw)) de la loi de probabilité de § .» Ceci subsistera
si, comme dang b , X et Y sont contenus dans des compacts X , Y , et si f
se prolonge en une application continue £ de )E dans § .

d. Soient 51 ’ §2 deux variables aléatoires sur le méme espace topologique
X «51 X est localement compact, §1 et 'gz seront dites gomblables, si elles
ont méme loi de probabilité : ’él dow) = §2(d @) . Cela revient a dire que,
quells que soit la partie E de X, (Jo( 1_ 1 E)) et (X g;](E)') existent en
méme temps et sont égales ; cecl sera pris pour définition des variables femblables
si X n'est pas localement compacts Si X est contenu dans un compact X comme
dans b , 51 et '§2 seront semblables sur X si et seulement si e}les le

sont sur X s c'est-a-dire si 51 (dew) et E 2(doo) coincident sur X .

e« Doux variables aléatoires S » Y ysur X, Y, respectivement, sont dites
indégendantes, lorsque X et Y sont localement compacts, si la loi de probabi-
1ité de la variable produit (§ » ) sur X xY¥ (- (’g(co) s 9 (w)) est
le produit g(doo) L (dew) des lois de g et de . Cela revient 3 dire que,
quels que soient A& :E)(X) , B C-TP(Y) , tels que G)(‘é'l(A)) et @(V}_l(B))
existent, @((g > Y )7 (A x B)) existe aussi et est égale & leur produit ; ce
sera pris comme dé{‘inition de 1tindépendance si X et Y ne sont pas localement
compacts. Si XC X, YCY, comme dans b , cela signifie queAla. mesure
(g Y )(dw) est égale au produit g(dcu) 8 ¥ (dw) sur X x Y . Généralisa-
tion évidente au cas de l'indépendance d'une femille dénombrable de variables

aléatoires.

On peut encore dire cecie. Deux événements AE?(Q) , B (::P(-Q) , sont dits
indépendants si (P(a) et (°B) existent, et (P(A N B) = PA)P(B) . Alors
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MOUVEMENT BROWNIEN

et sont indépendantes, si, quelles que soient les parties A et B de
- =1 PR
X et Y, telles que G3°( 1(A)) et @(§ (B)) existent, les événements
g"l @), 7'1 (B) , sont indépendants.

Des images (au sens de c¢) de variables indépendantes sont indépendantes. Si § 19
% o sont des variables semblables sur X , 71 , o5 s des variables sembla-
bles sur Y , et si S 10 1 » sont indépendantes, de méme que 52 ’ 2
alors (51 ’ 71) et (52 ’ 72) sont-elles semblables sur X x Y ? C'est vrai
si X et Y sont localement compacts, ou plus généralement contenus dans des
compacts )‘E , § , comme dans b ; autrement, BOURBAKI n'en sait trop rien et refuse

de la savoir .

£ Soit (g 3 )j e g une famille do variables aldatoires sur le méme espace X ,
{ un filtre sur J $ on dit que les variables "5 3 convergent presque
sfirement suivant 3; vers une variable limite § sur X, si les applications
'g ; Bont définies sur une méme partie de Q , de complémentaire négligeable,et

si les g i (o) convergent presque partout vers 'S (eo)

On dit que les EJ. convergent vers E , suivant ? » en probabilité, si X

est un espace uniforme, et si, quel que soit 1'entourage s et quel que soit
£€>0, il existe K €F tel que, pour j €K , @‘)((gj(w) ,E(w))gf%) <E.

Si X est localement compact, ou contenu dans un compact % comme dans b (et en
supposant alors la structure uniforme de X plus fine que celle qui est induite
par X ) , la convergence en probabilité de Ej vers entrafne la convergence
vague de £ f (dw) vers g(dw) (parce que toute fonetion contimue & support compact
sur X ou X est uniformément continue et bornée) ; si 5' est & base dénombrable,
la convergence presque sfire entrafne la convergence en probabilité, done, si X

est localement compact ou ¢ X compact, la convergence vague des lois.

ge Une variable aléatoire g est réelle si X est la droite réelle R . Alors
s(dco) est une loi de probabilité sur R .

Une telle variable est dite d'ordre p > 1 si g est dans IP (relativement
3 la mesure dew). Alors

1
151, = 151 =( [ s (am>>p~
est la moyenne d'ordre p de ; . Si ;’ e Li) » l'espérance mathématique &( )
est égale a E(w) deo= Xx des) o Si deux variables R , dlordre 2 sont
indépendantes, on a \6("%'7) = %(g) &(v) ; en particulier, si g et v sont
indépendantes et de moyenne mille ( E’,(g = ‘&(7) = 0) , elles sont orthogonales
au sens de la structure hilbertienne de l¥espace Lw des variables aléatoires réelles
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d'ordre 2 : \5(§7)=0.

Nous pouvons maintenant spécifier ce que nous entendions en disant que l'espace
Q des épreuves était assez gros. Soit Sl une variable aléatoire sur X ;
existe=~t=l1l une autre variable 52 sur X , semblable & §1 et indépendante
de §1 ? Ce n'est évidemment pas certain (par exemple, si < est réduit 3 deux
points, c'est évidemment faux). Or dans la pratique on a besoin de cala. Si Q est
trop petit, on pourra l'agrandir comme suit. Soit Q'-a0 0 , muni de la mesure
produit dew & dws o+ Alors on pourra identifier §1 a § 1 °Pry application
de 82’ dans X ; alors la varizble gz = 31 ° pr, est bien indépendante de g 1
ot semblable a 51 .

On supposera alors ce qui suit ¢

a. Pour toute loi de probabilité sur un espace localement compact X , rencontrée

-

dans 1'énoncé d'un théoréme, il existe une variable aléatoire ¥ sur X ayant
cette loi (si cela n'était pas vérifié, on y parviendrait en remplagant Q. par

0 xX)e

be Pour toute famille dénombrable (§ u) v<,2... de variables aléatoires in-
tervenant dans 1l'énoncé d'un théoréme, il en existe une autre 7 bju=,2...
telle que N soit semblable a '51) et indépendante de S_p , et que la fa=-
mille des 7,0 soit libre.

2, Variables aléatoires sur des espaces vectoriels topologiques.

Soit X un E.V.T. réel (1), (localement connexe séparé, comme toujours). Si on
le munit de la topolggiehaffaibliex il peut 8tre identifié & un sous-espace topo=
logique du compact X = s oo R est une compactification d¢ R, X' 1le
dua_lxde X : il suffit d'identifier le point x e X au point (<’ s XD )o('é Xt
de RX ' « En outre, si X ~>Y est une application linéaire continue d'un E.V.T.
dans un autre, elle est aussi faiblement continue, et se prolonge donc en une
application continue de ;( dans § « Une varigble aléatoire sur X définit
donc une loi de probabilité §(dw) sur X , concentrée sur X et méme sur

une réunion dénombrable de compacts de X .

PROPOSITION 1, = Soient S 1 ? § o 9 deux variables aléatoires sur un EJV.T.
X . Pour qu'elles soient semblables, il faut et il suffit que, pour tout o'€ X!

(1) Nous prenons tous les espaces vectoriels sar R , seulement pour simplifiers
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MOUVEMENT BROWNIEN

les variables aldatoires réelles {(, §1> y LKy §2> soient semblables.

Pour une variable sur X, <A, § > est la variable aldatoire réelle
N — <0</ ’.g(W)> .
La proposttion est évidente dans le sens "il faut" ; démontrons qu'"il suffit”.

Soit dlabord X de dimension finie. L'image de Fourier de la mesure de Radon
rx = S(dco) est la fonction

« - S exp(= L' 5 x >) dplx) = Elexp(- 1<’ , §>)) .
X

Donc la connaissance de la loi de probabilité de la variable aléatoire réelle
o &> détermine 3:’(§ (dew)) donc g(dw) , ce qui démontre notre affir-

nation dans cc case

Supposons maintenant X quelconques Si X ~3Y est une application lindaire
continue de X dans un E.V.Ts Y de dimension finle, et si &, et 52‘,
variables aldatoires. sur X , vérifient la condition de 1'énoncé,il en cst de méme
de leurs images sur Y , donc celles-ci sont semblables. En particulier, quel“gue
soit le sous-ensemble fini J de X', les images de §1 et §, dans R,
définies par l'application x = (< «', x ) )0(' e yde X dans R, seront
semblables.

Mais on sait que, si deux mesures & (de) , §,(dew) , sur le produit B ’
fgnt telles que, pour tout sous-ensemble fini J de X' , leurs projections sur
R° cofncident, alors ces deux mesures coincident ; donc §, et T, sont
bien semblables

CuQeFeDe

REMARQUES .

1° Une légére médification du raisonnement montre que §1 et 52 sont encore
semblables si, pour tout o' d'un sous-espace faiblement dense (2) X] de X,
les variables r?'elles <Ay 51 > et K’y 52) sont semblables. On remplace
- PN X
X par ; =R,

2° On peut toujours appeler image de Fourier de g la fonction sur X% @
o = & (exp(-1i ¢ &', 3 3)) « Elle caractérise i3 3 une similitude prése.

2
(*) On ne peut pas remplacer un sous-espace vectoriel dense par un sous—ensemble
total : la condition n'est pas linéaire en o’ .

331



L. SCHWARTZ

Elle est continue sur X' muni de lo topologie de la convergence compacte.

PROPOSITION 2. - Soient X et Y deux E.V.T. , g et 7 des variables aléa-
toires resp. sur X et Y . Pour qu'elles soient indépendantes, il faut et il
suffit que, pour tout «'€ X' et tout ﬂ'@ Y! , les variables aléatoires réelles
<k g) et (ﬁ' ’ 7) soient indépendantes.

Evidemment nécessaire, montrons que suffisant. Soient §1 ’ 71 s des variables

aléatoires respectivement semblables & g , , mais indépendantes. Considérons
les deux variables aléatoires ( g , 7 ) et ( L0 71) sur X x Y j nous allons
montrer qu'elles sont semblables, ce qui prouvera 1'indépendance de et .

Pour cela, d'apres la propostion 1, il suffit de montrer que, pour tout «('¢ X!

et tout /36 Y! , les variables réelles <(« ,,/3) ’ (§ ' 9 )> et

< (o', /} ), ( 10 1)) sont semblables. Or ces variables s'écrivent encore
(0(',§>+<ﬂ" V,,>e'b (7&’, §1>+ (ﬂ, 7 ; comme ‘Set Sl sont
semblables, il en est de méme de < &'y T > et (0(, gl) Ay et
4 /)", 1) sont aussi semblables ; mais E 1 et ‘71 sont indcpendan'bes donc

aussi </, §1 et (/5, ?1) 3 (oK', g) ot /ﬁ v)) sont indépen-
dantes par hypothése, d'ol le résultat.

REMARQUE. — On peut se borner & prendre x' et /3' dans des sous-espaces vecto-

riels faiblement denses X! , Y/ de X!, Y' .

3. Variables gaussiennes (ou laplaciennes).

Soit X un espace vectoriel de dimension finie n sur R, X' son dual. Une
variable aléatoire § sur X est dite d'ordre 281 w— Ilg(w)ll ost d'ordre
2. Cela revienta dire que, pour tout « ext , la variable aléatoire réelle
<« 'g % est d'ordre 2 3 ou encore que S €,X 8 L2’ .2Alors S définit
1'application lindaire &' — (&, §> de X! dans L, » qui induit sur X!
le produit scalaire

(& Pr =4l P =8’y E5 ¢ plre )

Le cas le plus intéressant est celui ou cette application est injective, ce qui
exprime que g n'est pas presque sfirement dans un sous—espace vectoriel strict de
X ; alors on peut identifier X' & un sous-espace de L , 6t son produit scalaire
est euclidien; X cst per 12 méme un espace euclidien, et son produit scalaire est
le seul pour lequel, pour A€ X , ﬁC’_X , on ait

BURIENBITD = (& p) .
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Soit maintenant Q une forme quadratique définie positive sur X . Appelons
Ko (loi de Gauss-laplace associée & Q) la loi de probabilité sur X définie

par

1 }° 1
== ewl-zow) e,
dx étant la mesure de Haar associde 3 Q (c'est-a-dire égale &
d.xl dx2 eoe dxn pour des coordonnées Q-orthonormales). Les coefficients

sont choisis de telle maniére que @

Qe S =1;
Rn

b. pour X€ X, /3€X,onait ‘6((%lg)(/:)lg))=(0§l/3),16pr°~
duit scalaire étant celui qui est défini par Q . On & toujours \é(ok[ g):o..
2

Pour X=R, s1 Q est la forme quadratique u—);‘-}? p Ona dx='%lj-, et on
a

2
- __1 u du
‘JQ = I\L( =755 exP(-Z_é-) = ;

alors &(u) =0, 'ﬁ(u2) = 6‘2 ; & est 1l'écart type ou norme d'ordre 2 de la
variable aléatoire définie par Mg+

strictement
Une variablovgaussienne sur X , associde & Q , est une variable aléatoire 3
sur X telle que g(dw) = NQ 3 toutes les variables gaussiennes associées &

Q@ sont semblables. La forme Q définit un isomorphisme canonique de X sur X'
et une forme adjointe Q' sur X' . Pour tout X'exr £o0 , o T) est une
variable réelle strictement gaussienne d'écart type "o('Hq, s ot

GCATES < AIE D) = ('] pgu
donc Q' est la forme induite par 1l'injection canonique de X! dans Lf) définie
par § €K Li, . Ies moments d'ordre 2 de , c'est-a~dire les
Z‘,(<0g’, §></3,', E>) pour o(’e X, ﬁ'e X' , déterminent donc Q' ,
donc Q , donc g 4 une similitude prés.

Soit E une variable sur X telle que, pour tout x'€X' ot #£0 13 va-
riable réelle <X’ , E) soit strictement gaussienne ; alors E est strictement
gaussienne. Soit en effet Q! 1la forme quadratique sur X' :

(x, P)— (&'l p) =<’y £y < p', ED) 3

elle est définie positive.
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Soit Q 1o forme adjointe sur X . Alors pour tout < e xt sy A, 3 >
est semblable a (ogl, 1) , 8i ?1 est une variable strictement gaussienne
associée & Q ; donc 5 est semblable & %, , donc strictement gaussienne.
D'ailleurs 1l'image de Fourier de §(da.;) est la fonction sur X!

K = Blexp(-1 <, T3 ) = expl= |[a']]12,) = exp(= a1 ()

Soit Xl un sous-espace vectoriel de X ; 1l'image d'une variable strictement
gaussienne % sur X , associée & Q , par la projection Q-orthogonale X —% Xl,
est une variable strictement gaussienne gl sur X1 , associéde a Q1 , forme qua-
dratique induite par Q sur Xl . Donc, si X2 est un sous-espace vectoriel de
X , 1l'image de g par l'application canonique X — X/X2 est strictement gaus-
sienne. Alors 1l'image 1] de g par toute application linéaire épijective X —>»Y
est strictement gaussienne ; la forme quadratique QY relative a Vj est telle que
son adjointe Q&, soit induite sur Y' par 1l'adjointe Q}'[, (1'épijection X —>Y
a une transposée Y!' —» X' injective, donc Y' est un sous-espace vectoriel de
X1).

Si §1 et §2 sont des varlebles gaussiennes indépendantes sur Xl et X2

respectivement, associées & Q, et Q, , la variable ( %1 ’ SZ) sur X, x X,
est strictement gaussienne, associée & Q; @ Qy « 51 g est strictement gaus-
sienne sur X , et si X , X2 sont deux sous-espaces vectoriels de X , les ima-
ges 51 ’ 52 de g par les projections orthogonales X-—)Xl sy X --}Xz , sont
indépendantes, si et seulement si X, et X2 sont totalement Q@-orthogonauxe

(St -en effet ses projectiops sont indépendantes, alors pour R, eX , K,€X,
tous deux # O , les variables réelles ( 0\1| g ), (& 2| §) sont gaussiennes
indépendantes, donc orthogonales @ %(( A 1| G 2| 3 )) = 0, donc

( Vl\ll KZ)Q =0, st X1 , X2 sont bien orthogonales'; la récif;mroque est évidente
en prenant une base orthonormale convenable)s Pour K€ X!, ﬂﬁ X' , les va~
riables 'réelles <K > ,< ﬁ' | 'g > sont indépendantes si et seulement si
(o] /A)Q' =0, c'est-a-dire si elles sont orthogonales :

B lEYC BT =0.

Généralisation évidente & un nombre fini de projections orthogonales ou d'élémonts
xl .

Si El ’ g 2 » sont deux variables strictement gaussiennes,indépendantes sur
X , associées & Q; , Q, , leur somme E = ;1 + J, est aussi strictement
gaussienne, car elle est 1l'image du produit (&, , ¥,) , variable strictement
gaussienne sur X x X , par l'application linéaire (xl ’ x2) —-)xl + X, de X xX
sur X j; la forme quadratique Q de ; esd alors telle que son adjointe Q! soit
la somme Q) + Qz' (on peut le voir aussi par Fourier). En particulier, si deux
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variables strictement gaussiennes réelles sont indépendantes, d'écarts types ¢ , U
leur somme est strictement gaussienne d'écart type Vg°“ + ¢

51 maintenant X est un espace vectoriel de dimension finie, op appellera va=-
riable gaussienne (non strictement) sur X une variable presque slirement contenue
dans un sous-espace vectorial X1 de X , et strictement gaussienne sur Xl o
Les variables gaussiennes ont des propriétés analogues & celles desvariables
strictement gaussiennes ; Q n'existe plus, mais Q' existe toujours (éventuelle-
ment dégénérée) et définit toujours § & une similitude prés ; il y a moins de pré-
cautions & prendre, car on n'est pas obligé de prendre des éléments £ 0O de X' ,
des applications linéaires épijectives etc. L'application X! -—)Li n'est plus
injective,

S1 des variables gaussiennes § sur X convergent vers une variable § en
probabilité ou en moyenne quadrathue, ou presque sfirement suivant un filtre &
base dénombrable, g est gaussienne ; méme si les §j sont strictement gaus-

siennes, bien évidemment S ne 1l'est pas nécessairement

4. Variables aléatoires généralisées d'ordre 2.

Soit X un espace vectoriel topologique localement conwexe sur R s Séparé
complet.

Si on cherche & définir une variable aléatéire g sur X , d'ordre 2, on ne
doit certainement pas se contenter de dire que c'est un élément de X e L, 11
faut prendre un quelconque produit tensoriel topologique complété ,

Nous serons amenés & prendre
2 2
x%€ Lo, ~ j:,e(x‘; ; L
Un élément § de cet espace sera appelé variable aléatoire généralisée d'ordre 2
sur X ,

~
définit une app]ication linéaire g de X' dans L2 , continue de Xé

2
dans 2Loo . Pour XeXx! » on notera <d&’, 1% l'element correspondant 1g(o()
de L., , variable aléatoire réelle d'ordre 2. L'application 'g induit sur X!
un produit scalaire

(, /3)——)(o<l/5) &<, §></$ T

si § est injective, auquel cas on peut considérer X! comme Sous-espace vec-
toriel algebrigue de Li » la topologie de X(': est plus fine que la topologie
induite par L , (qui est la topologie préhilbertiemne définie par
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(«'s pr= (I ).
D'aui;re part, § définit une application linéaire de Lio dans X 3 l'image de
1€ L est un élément de X noté & ( §)

en général
Une variable généralisée d'ordre 2 n'est pasMme variable aléatoire vraie sur
X , car on ne peut pas faire correspondre a g une application mesurable
w —> g () de &L dans X 5 c'est une variable vraie si X est de dimension
finie, ou plus généralement si c'est un espace de Fréchet nucléaire (car alors
le diagramme général

2 2 A 2
Yo L, = (1, 0) —Xe L,

montre que ces 3 espaces sont confondus si X est nucléaire ; et Li (x) s O5-
pace des classes de fonctions de carré sommable & valeurs dans X , est oomplet
si X est un Fréchet. Rappelons que RN est un Fréchet nucléaire). Souvent
aussi on pourra considérer un espace localement comvexe Y s tel que X soit

un sous-espace de Y , muni d'une topologie plus fine que la topologie induite,et
que l'injection X —5 Y définisse une injection

X&w (L(Y));

si alors Y est un Fréchet, donc Lw (Y) complet, Y considérée comme variable

sur Y , sera une variable aléatoire vraie.

Remarquons qu'inversement une variable aldatoire vraie g sur X n'est pas
nécessairement d'ordre 2 ; elle l'est si, pour tout xex! y LA, g) est

2
d'ordre 2, et si ®'—> <(«’, g > est continue de Xi dans L,

L]
Pour les variables généralisées d'ordre 2, on donnera les définitions suivantes :

a. Soit X =Y une application linéaire continue. Elle permet de définir
2 %Y a Li) 3 donc l'image ? d'une variable généralisée § sur X

est une varlable généralisée sur Y .

be Deux variables il R §2 , sur lo méme espace X , seront dites semb]ables,
/
si, pour tout AC X' , les variables aléatoires réelles < X', §1 > (o( ‘§2>
sont semblables. Cela coincide avec la définition déja donnée si §1 et §v2

sont des variables aléatoires vraies (proposition 1),

c. Deux variables généralisées §, s sur X, Y, respectivement, seront
dites indépendantes si, pour tout ®'C X' et tout ﬂ’e ¥' , les variables aléa-
toires réelles (X , €> et < ﬁ', ¥ ) sont indépendantes.

Cela co¥ncide avec la définition antérieure pour des variables aléatoires vraies
(proposition 2) : dans ces deux définitions b , ¢ , on peut se borner & prendre

des éléments de sous-espaces vectoriels faiblement denses des duals.
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Une variable aldatoire généralisée d'ordre 2 sur X sera dite gaussienne si,
pour tout k' &X' , la variable aléatoire réelle < ', € ) est gaussienne. Si
X est de dimension finie, c'est équivalent & la définition anterieure. Idem pour
gtrictement gaussienne. Dans ce dernier cas, 1tapplication g Xt — LZQJ
est injectiwe, puisque, pour & £0 , < ' ’ g) , strictement gaussienne,
n'est jamais 1'élément nul de L_, . Donc

1 7 ’ )
définit sur X' une structure préhilbertienne et une forme quadratique Q' cor-
respondant & une topologie moins fine que Xé . On ne peut pas définir sur X Ilui-

méme une forme quadratique analogue & la forme Q du cas de la dimension finie.

Si X -u—} Y est une application linéaire continue, et si § est gaussienne
sur X , son image u(¥) est gaussienne sur Y ; de plus, si l'image u(X)
est denze dans Y , et f strictement gaussienne, u( g) est strictement gaus—

sienne.
5. Exemples,

Prenons par exemple X = (‘E E (R)* espace des fonctions continues d'une variable
réelle t . Alors une variable generallsee d'ordre 2 g at 8 (L ) est

une fonction continue sur R & valeurs dans L., ; on l'appellera fonction continue
aléatoire généralisée d'ordre 2 sur R ., Pour tout t< R, on peut définir Z(t)
comme un €lément de Li_,, donc comme une variable aléatoire réelle d'ordre 2 ; lors-
que h tend vers 0, E(t + h) tend vers E(t) en moyenne quadratique donc en
probabilité, mais non nécessairement presque sfrement ; plus généralement, si = =P
est une mesure & support compact sur R , '§ (t) dl-x(t) = <ru, §> est we variable
aléatoire réelle, Une fonction continue sur “R , & valeurs vectorielles, est sire-

ment localement de carré sommable pour la mesure de Lebesgue, donc

Te LIy =, (LD =02 . O

donc, considérée comme varisble aléatoire sur Li » c'est une variable aléatoire
vraie ; pour presque tout w € £2 , on peut définir 'g(w) comme une classe
de fonctions logcalement de carré sommable sur R .

(3) Nous appelons £2 1l'espace des classes de fonctions localement de carré
sommable. N'importe quelle mesure de Radon 20 sur R peut remplacer ici la
mesure de Lebesgue.
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o
Un é1lément de 8 % ﬁg Lzaj peut donc étre défini par une fonction mesurable sur

Q xR, tel que, pour tout t , (t) # o= E(w, t) appartienne a Li) ’
et que t = & (t) soit continue de R dans L., ; et réciproquement. Deux
fonction mesurables 8,5 &, sur Q xR, définissent le méme élément de
%t &E Lio si et seulement si, pour ‘It.gut teRr, §1(t y W) = §2(t y &)
presque partout sur Q . Pour ug \ét s (‘é , r:) € Ly, est l'intégrale

g (t) dja (t) , par rapport a f , d'une fonction continue vectorielle sur R
a valeurs dans L , ; cette intégrale est uniquement définie comme élément de
sz , ¢'est-a-dire comme classe de fonctions sur [; elle n'a de valeur détermie
née pour asucun point @ de S)l.

Soit maintenant g une variable aléatoire vrale sur "8,: « Pour presque tout
w § (¢) est une fonction t — 'g(o.), t) « Done S estoune fonction sur
L xR . Comme @ = S (ew) doit 6tre mesurable de f1 dans gt s & est mesura-
ble sur Q1 x R ; pour presque tout co , g(wg T b= E(w » t) est continue
et W -~ § (eww) est mesurable de Q dans % £ 3 et inversement. Deux fonctions
E 12 52 , mesurables sur {lx R, définissent la m8me variable aldatoire vraie

o
sur %t si , pour presque tout <o, gl(a.)) = (w3) sur R . Alors ¢ dé-
[e]
finira, pour toute mesure M€ , une variable“aléatoire réelle <§ sy B> 3
<) . 1 2 3
- 25‘5(50, t) dr&(t) ; S sera dtordre 2 si et seulement 512 475‘ , \h> est

dans Lco y ot si r\-—) (g, ',\3 est continue de 8;0 dans Lw.

Pour qu'une fonction % mesurable sur {Q x R définisse une variesble aléatoire

[
vraie d'ordre 2 sur Lét , i1 est donc nécessaire que @

a. pour presque tout <o, g (o) ¢+ t = g(oo, t) soit une fonction conti-
o
mue sur R, et que o —) §(w) soit mesurable de L dans Lét ;

b. pour tout t, §(t) 3 ©o — T(eo, t) soit dens I? , et que

‘o
t — E(t) soit continue continue de R dans Li) .

Ces conditions sont suffisantes. La condition a. entraine en effet que
o o A
‘soit une variable aldatoire vraie sur ‘&t « Soit e,% « On peut représenter
pour presque tout co , l'intégrale Sg(w, t) d},\(t) comme une limite de som=
mes de Riemann 3 _ p (t5 » ti+1) E(w, t;) ; mais ces sommes, comme variebles

aléatoires, coIncident avec ) 'k(ti » b)) §(ty) , et comme t — F(t) est,
grice & b., continue de R dans L, , elles convergent en moyenns quadratique

vers l'intégrale vectorielle B(t) d\.\(t) S Li, ; cela prouve que l'intégrale
vectorielle j g(t) d v(t) définie par b. coincide avec w—> g\g(w,t)dr((t) définie
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'o
par a. ; mais be prouve alors que W@ — <§, P> est continue de 80 dans
I:i , donc g est d'ordre 2, et < §“ » M) E Li_, peut s'écrire & la fois comme
intégrale vectorielle (t) dr(t) d'une fonction continue de R & valeurs
dans Li) , ou comme la fonctlon w - J §(co , t) d‘.l(t) , définie pour
presque toutes les valeurs de co et de carré sommable sur L2 .

Une fonction aleatoire continue généralisée d'ordre 2 sur un intervalle (a , b)
§ € ‘6( a b) , définit, par restriction, une fonction continue

aleatoire genera]:lsee sur toute partie K de (a, b) @
2
§K c E(K) 36 LCO .
On dira que g est & accroissements aldéatoires indépendants, si, pour tout sys=-
téme fini a = to <t <ty Cene & t£ a < tJ?. =b de nombres réels, les fonctions

continues aléatoires généralisées g(a) ot EK - g(t ), 01 L-1 R

od K, est l'intervalle (t’i ) by +) » sont des variables aléatoires généralisées
d'ordre 2 indépendantes ( )e En utlhsant la remarque qui suit la proposition: 2,
et en remarquant que, dans le dual ‘6 de l'espace des fonctions continues,

les combinaisons finies de masses ponctuelles sont faiblement denses, on voit que
la condition précédente est entrainée par la suivante, apparemment beuacoup moins
forte : pour tout systéme a = to < tl < eee < t2_1 & t/? =b , les variables
aldatoires réelles g(to) , g(tl) - §(to) ) vee 5("!5 - 1‘?_1) , sont in-
dépendantes. Dane ce cas, _g est gaussienne si et seulement si, pour tous

(t y by ), B(t ) et g(t ) - g(t ) sont gaussiennes.

Une dlstrlbution aléatoires généralisée d'ordre 2 sur R est un élément g de
@ & L , donc une distribution sur R & valeurs dans sz « Pour toute
= e, , <x £ = E(y) est une variable aldatoire réelle. T est
dite stationnaire, si elle est semblable & toutes ses translatées. D'aprés la
proposition 1, cela revient a dire que, quells que soit \PG @t et quelle que
soit la translation ¥ sur R, les variables réelles ‘5( l?) et g( T kf))
sont semblables.

e}
Si -g € %t 8€ Liu , on définit sa covariance comme la fonction de deux va-
riable réelles [~(s , t) = ‘&(g(s) s(t)) . Alors, si ?&@, —]gc-@ , 0ona
puisque le produit multiplicatif est continu de L., x L dans Lw H

(4) 81 a=- o , définition légérement modifiée : ne pas considérer la va-
riable § (2) , et remplacer 5, - §(tg) per gKO
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§(~f) E(Y) = H §(s) Tt) y(e) Y (t) ds at ,

donc, puisque l'espérance mathématique est une forme lindaire continue sur o

L
HEP TN = ([T, 0) 96) F) a5 as .

Alors, pour une distribution aléatoires § généralisée d'ordre 2, on définira
la covariance par le noyau (distribution & 2 variables) [~ s

8,1t
MNCIORIOERIEIRIC 2

rs 4 ©st un noyau synétrique de type 20,
’

Remarquons qu'on peut encore écrire rs,t = & %s g t) .

La signification est la suivante: g étant une distribution & valeurs dans Lid,
'g 'S t 35 8 g " est un produit tensoriel, correspondant & la multiplication de

L x L dans L1 c'est donc une distributionen s , t & valeurs dans L1 3
@w co ? 4 @W

ot "6( gs gt) est la distribution scalaire rs,t .

Si la distribution § a valeurs dans Li se prolonge en une isométrie de L2

t
2
sur un sous-espace de L_ , alors on aura

B0 TN = ) ¥ a,

drou I, = Ss-t » On démontre aisément que toute distribution aléatoire généra-
b
liaée d'ordre 2 est une distribution aléatoire vraie.

6+ La fonction aléatoire de Wiener-Lévy (ou du mouvement brownien).

On appelle fonction aléatoire de Wiener-Lévy sur 1l'intervalle réel (a , b) une
° 2
Iy 3 7z . 2’ ’ 3 ’ 1 A ’ Iy
fonction continue aléatoire généralisée d'ordre 2 , gé %(a,b) L LCU vérifiant
les propriétés suivantes :

a. g est & accroissements aléatoires indépendants ;

b. & est gaussienne, ou encore, quels que soient 'b é(a, b), t2 € (a, b),
S(t ) et '§(t ) - E(t ) somt gaussiennes.

Nous allons normaliser une telle fonction. Soit Uz(t) = \f;(('g(‘t;))'2 » Alors
0 est une fonction continue croissante (car T (t +h) est lasomme des variables
orthogonales ;(t) , S(t +h) - §(t) , donc

2 2 2
6 (t+h) - o7 (t) = G(E(t +h) - E(+))°) 20.

On peut alors remplacer E par une fonction contlnue aléatoire \7 de 6‘2 ’
en posant V(o‘ (t))—'g(t)zsi c(t) 5(t2) pour t; <%, ,
g(t ) - §(t ) est presque sfirement nulle et ‘7(0‘ (tz)) V] (52(tl)) . Alors
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o ’
\f] q %95 2 8, L2&v est encore une fonction de Wiener-Lévy, mais normalisée ; (a , b)
est remplacée par (6‘2(a)) 6‘2(b)) CR, »
Nous reviendrons désormais aux notations initiales, g s v , mais supposcrons

la fonction normalisée @
2
o LUE@))=t, et a=0, b=wm.

Alors E(tz) - g(tl) est une varieble strictement gaussinne pour b <t

d'écart-type V t,=t, « Gréce & ce choix, les variables aléatoires

S(t +h) - E(t) , h fixe, sont toutes semblables quand t varie : ce sont
des variables gaussiennes d'écart-type Vh .

PROPOSITION 3. ~ Il existe une fonction de Wiener-Lévy normalisée, ,et une seule

g une similitude prés.

Montrons d'abord l'unicité.

Elle résulte d'une propriété plus générale : si §1 et §2 sont deux fonctions
continues aléatoires généralisées d'ordre 2, yacroissements aléatoires indépendants
sur (0, + ), et si 1(0) ot :5’2(0) sont semblables, et jl(tZ) - gl(tl)
et Sz(tz) - §2(t1) semblables pour tout couple (t1 ’ t2) , alors El et
gz sont semblables. la proposition 1 , remarque 1°, dit en effet que gl et
§2 sont sfirement semblables si, pour tout systéme fini ty=0 < t < t2 <oeeo & tz s

et tout systéme de nombres réels Co s Gy s eee 5 Cp les variables aléatoires

co Sl(to) + 01(§1(t1) -%l(to)) + eee + 0'{(31(?&) - gl(t"e_l))
et

sont semblables 3 mais cela résulte immédiatement des hypoth&ses sur §1 et ‘E 2
et de 1l'indépendance des accroissements aléatoires.

Il suffit donc de construire une fonction de Wiener-Lévy particuliére.

Soit Y, , ¥2 247 Yp » oo+ une suite de variables aléatoires réelles gaussien-
nes indépendantes, de méme écart-type 1 . Elles engendrent un sous-espace de
Hilbert %w de cho s dans lequel elles forment une base hilbertienne. Toute com—
binaison linéaires finie des YV est une variable gaussienne, comme somme de varia-
bles gaussiennes indépendantes. Comme toute limite, en moyenne quadratique, de va-
riables gaussiennes est gaussienne, tout élément 2‘ de %co est une variable aléa~
toire réelle gaussienne. De plus s un nombre fini de vecteurs de d(:usont des variables
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gaussiennes indépendantes si et seulement si elles sont orthogonaless

yos 2 .
Soit alors J une isométrie de LR sur % o On peut considérer J comme une
+ w

distribution aléatoires généralisée d'ordre 2 , dont la covariance est

rs,t = %(Js Jt) = és--t; ¢

Soit @5 la fonction caractéristique de 1l'intervalle

(0, s) o Alors si nous
posons S(s) =J (98) , on voit que § a toutes les propriétés voulues
1° d'abord g

est une application continue de R . dans GJGOQC LEU s parce que
s =0 est une application continue de R, dans I? . D'autre part, §(O) =0 .

20 g (tz) - ;(tl) = J(Qtl’tz) , Ol th’tz est la fonction caractéristique de

1t'intervalle (1;1 s t2) 3 c'est une variable gaussienne, et il en est de mlme de
gt

2 2 2
30 &8y = T )°) = | etl,tzlle =ty =t et &UE®))=t.
4° Reste & montrer que 3 est & accroissements indépendants. D'aprés ce que nous

avons vu page 13,nous devons montrer que les variables aléatoires réelles 5 (to) 5

-S(tl) - E(to) ) see s g(tﬁﬁ) - 5(%_1) , sont indépendantes jcomme elles appar-
tiennent a "K»Co il suffit de voir qu'elles sont orthogonales ; or ce sont les ima-
ges par J de 0, ©

2
vee 4 O ui sont bien orthogonales dans L, .
tO’tl ) ’ tg—’-l’tf, y 4 g 't
REMARQUE: =~ La relation g(t) = ..T(G)0 t) peut aussi s'éerire
b

t
E(t.) = g I, d%;
0
§t est l'unique primitive de J, qui s'annule pour t =0 .

PROPOSITION 4: = La fonction de Wiener—Mévy est une vraie fonction aléatoire con-
[¢]
tinue d'ordre 2 3 g est une application mesurable de L) dans %(a b) *
~&mue g ordre ,b

I1 suffit de le montrer pour la fonction de Wiener-Lévy normalisée, sur un inter-
valle fini (0 , T) , que nous prendrons pour simplifier (0 , 1) = R .

Rappelons (page 12) qu'on peut définir 5 comme fonction mesurable sur <L x Rl .
Considérons alors la divisionds (0, 1) en 2" intervalles égaux. En chacun
des points de division Bﬁ , la valeur de S est une variable aléatoire réelle

2
g (-%) « Si nous appelons gn la fonction sur £ lx R, qui, pour tout @, est égale

a S(w , t) aux points t = 'PH et linéaire entre ces intervalles, T  est une
2
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fonction mesurable sur £ x Rl définissant une vraie fonction aldatoire continue

d'ordre 2 sur R , avec Sn(fr-l-) = g(-z%) .

Cherchons un module de continuité de § n(cu) « Nous allons montrer qu'on peut
chercher un module de la forme a \] 2 At log AT’ pourvu que

[At] /4a’ ad>1l.,
2

Soient 'PrT , Ln , des points de division, lg - pl £ nL/4°‘ o Alors
2 2

(-l) - gn ) est une variable gaussienne réelle d'écart-type ¢ = \ /35.;';..9.

Alors la probabilité pour que

- 1 1
;n(f;;) - gn(-z%)J; a\/2 an P 10g e =2a 0'\/103—0;

2n

est exactement
@

2 2 2 2 2
—_— exp(- u“/26"°) du = - exp(= v°/2) av
V2T 6 2av\/ log % 2 2aV 1log 'tl?

Mais il existe une constante C1 telle que

C
Smexp(- v/2) av ¢ - exp(- ¥°/2)
k

[o0]

donc la probabilité précédente est majorée par

2,4 1/4
C 2 1 01(5 ) Cln 02
lexp(-2a logo—’-)= < - & - y
log = ona - na _1/4
g \/1080-:2- \/nlogZ 4—za‘z-logn 2 n
Alors la probabilité pour que
18 (L) - TR} > aV2 S 10g
56w - 5ERl>eV2 55 Y@

- 1\/4&'2
[A=PR| g & — » ©st majorée par

pour au moins un couple de p , g , avec | a £
2
C 2R 1/4& C2
—'2’ S =
1/4 2(& ~-1l)n
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Mais la fonction u—a V2u log% est croissante et concave (pour u< )e

Donc 1'inégalité

(uR 1 d

|5 (s 8 = Tple, )< oV o0 - t1] 20g gaigry

pour des t' , t" dyadiques, t' = -2% ’ t":-% , entraine la méme inégalité pour
2

des t' , t" , quelconques, & cause de linéarité de En(w) dans les intervalles
L2, ,p*l
n’ _n °
2 2
Alors gn a bien le module de continuité voulu au sens suivant : sauf pour

des cu de probabilité < —-2-2—-—- , on a

Ign(w, tn) - ¥ (e, ') Sa\fz [th=t!| log —— ,
|tn=t |
1/482
dds que |t" —t"{n .
20

Mais 1a probabilité d'une réunion dénombrable d'événements est toujours majorée

par la somme de leurs probabilités ; donc, sauf pour un ensemble Q N d'é1éments
code Q, de probabilité inférieure ou égale 2
o]
fes) 2 ¢ C3
i ¢
n=N ,(a%-1)n o (a1

on a 1'inégalité

1T, (c0, 1) = E (e, t)] g aV 2 lontr] 1°5W}-’t"'r' ’

nl/4a.‘2
d%s que n PN, et [t" - t1| <& = .
c 2
Comme —T%-—--—ﬁo pour N —3 o , l'intersection QO des QN est de me-
-1)N
>la

sure nulle. En modifiant au besoin tout sur QO , on peut le supposer vide. Donc,
pour tout coe 0 , il existe N(co) tel quion ait les inégalités ci-dessus pour

On peut en déduire une majoration de |§n+1(°°' t) - §n(a.>, t)| o A tout t,
on associera le plus proche des % , soit t' . Alors
2
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I San e 8 = Tl € 1E L (00, ) = T (co, ¥
+ ‘gnd(w, t') - fn(w, t1)] +,5n(co, £1) - gn( w, t)]| .

Alors, pour n > N(e) , on a

C nl/2
B (oor 0= (oo, 0 20

Donc, pour tout cv , la série des '§n+1(w, t) - § (co, t) , ou encore 1a

suite des g n(w, t) est convergente, et uniformément pour 0 <t <1 ., Soit
Bo(w » t) sa limite.La fonction SO est limite d'une suite de fonctions me=-
surables, donc mesurable sur 0 x R . Mais la fonction continue & valeurs vectoriel-
les 5 e \&:(Li)) est évidemment limite uniforme de ses interpolées linéaires

gn » donc, pour tout t :
a. gn(t) converge en moyenne quadratique vers g (t) ;
b. gn(t) converge presque sfirement vers I3 O(t) .

Donc § et go » pour tout t ,coIncident presque partout sur R j;alors EO peut
remplacer g et définir la méme fonction aléatoire de Wiener-Lévy (voir page 12).
Mais ici, pour tout co , § olco) est une fonction continue sur R , et non
seulement de carré sommable j en outre, «wo —9 §o(w) est une application de
€)Y dans 8: » qui est limite simple d'une suite d'applications
mesurables, donc mesurable puisque 8: est métrisable ; donc § 0 vérifie les
conditions a. et b. de la page 12 , ot définit donc une fonction contime aléatoire
vraie d'ordre 2 swr (0 , 1) ,

CeQ.FeDs
On a de plus un module de continuité de la fonction aldatoire. Pour n > Nw) ,

on a
ot /2

© 1/2
2
lg(w,t)—gn(w, t)léC4Z 277;$C5zm .
. . 1 .
Soit (t s t + At) un intervalle avec At é;m e Choisissons n tel que

2 2
(n+1)1/4a < At{nl/4a

2n+ - 211

On a
18w, t+88) - g, )] SIE(w, t+ B8) - F (o, t +41)|
+]F (o, t +4¢) - T, (o, £)] + |§n(co, t) = £ (e, t)]
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nl/2 \/ 1
4205:2?2-+a 2AtlogK5
< (a +06?1az)\/’2' At log 2

n

Mais, pour tout <o , on peut choisir N(c) aussi grand qu'on veut ; il existe
donc, pour tout <o et pour tout a; > 1 , un nombre ‘7 () > 0 tel que
At S\?(oo) entrafne ¥ (e, t + 4t) - E(C\), t)| €aV 2 At lOg.Zlﬁ,' .
On peut donc bien dire que la fonction aléatoire ?; admet presque sfirement le mo-
dule de continuité 4t —pa, V2 At log A—It , et cela quel que soit a; >1 .
PROPOSITION 56 = La fonction de Wiener-Lévy mormalisée, a las propriétés sulventes :
- 2
a. E(0)=0; {zn=0, HEUN=1;

b. elle est & accroissements aléatoires indépendants ;

c. lorsque T > 0 wvarie, les fonctions aléatoires généralisées

£ (6 +T) - E(T)

sont toutes semblables ;

de lorsque s > O varie, les fonctions aléatoires

b —y 2(ts)
Vs
sont toutes semblables.

Elle est, 3 une similitude prés, la seule fonction continue aldatoire généra-

lisde d'ordre 2 A avoir ces propriétés.

On voit qu'ici on remplace la condition d'étre gaussienne et normalisée par des

propriétés d'invariance par un semi-groupe d'opérations.

I1 est évident que la fonction de Wiener-Lévy a ces propriétés : a. et b. ont
déja été vues ; pour voir c. , il suffit, puisque les fonctions considérées sont
'a accroissements indépendants,et mulles pour t = Q ,de vérifier que, pour tout t;
et t, , les différentes variables réelles g(t2 +T) - ‘g(tl + ¢ ) sont sembla-
bles : or ce sont des variables gnussiennes, d'écart-type t2 - tl 3 enfin

pour vérifier d. , il suffit de vérifier que, pour tous t, et t, , les différentes

E(t,s) % (tys)

variables réelles - sont semblables, or ce sont des variables
Vs VE ’
i \/,(t =t )s
gaussiennes d'écart-type r21 \/tz -t .

S
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Réciproquement, soit 5 une fonction continue eléatoire généralisde d'ordre 2
sur R _, vérifiant a. , be , c. , ds Pour montrer qu'elle est de Wiener-Lévy
normalisée, il suffit de montrer que, pour tous t, et t, , (t,) - §(t ) est

’ 1 2 2 1
gaussienne d'écart-type \/ t2 - tl 5 mais c. affirme qu'elle est semblable a
g(tz - tl) s 11 suffit donc de montrer que, pour tout t >0, (t) est gaus-
sienne d'écart-type V1t . Mais d'aprés d. , (t) est semblable a \ﬁ;— g(l) ;
il suffit donc de montrer que g(l) est gaussienne d'écart-type 1 . Soit
l'image de Fourier de la loi de probabilité de (1) ("fonction caractéristique"
de la variable aléetoire S(l)). g(l) y d'apreés b. , est somme des n variables

indépendantes
+ 1
g(PT_)_E(ﬁ), pP=0,1, «een=-1;

. 1
ces dernidres sont toutes semblables & ; (%) y d'aprés c. , et d'aprés d. , 5 ('5)
est semblable & —— é(l) .

n

Finalement (1) est somme de n variables aldatoires indépendantes respecti-
vement semblables & —— E(l) « In fonction caractéristique d'une somme de va~
riables indépendantes eBt 1e produit des fonctions caractéristiques,on a donc

() = (\f(-u—) )® . I1 reste montrer que cette relation fonctionnelle implique
que soit fonction caractéristique de la loi de Gauss 3 \f)(u) = exp(~ u2) .
Comne g (1) est d'ordre 2 , est deux fois continuement 4ifférentiable, donc,
pour u=—0, &f(u) =1 -u + O(u2) & cause de a. , et log \?(u) =--u2 +0(u2) .
Alors, pour tout u fixé, log Lf (—-\;%): - };1_ + 0(%-) ; et

) 2
log P(u) = n log Q(==) = = u* + o(1) ,
o0 re
donc \?(u) =exp (-u") , et E(l) est bien gaussienne d'écart-type 1
C.Q.F.D.

7. Extension: la mesure aléatoire de Wiener-Lévy,

Au lieu de g considérons sa dérivée J, (au sens des distributions)e J % est

t
une distribution sur R+ s Se prolongeant en un isomorphisme de Li sur %cu°
Soit alors plus généralement T un espace localement compact, muni d'une mesure
de Radon dt > O . Une mesure aléatoire J généralisée d'ordre 2 sur T (c'est-
0
a~dire un é1lément de (é‘c ﬁg Li) est dite de Wiener-Lévy normalisée relativement

d la mesure dt , si elle satisfait & la propriété suivante 3

o
Pour toute €69 (fonction contime support compact), J( ?) est gaussienne,
d'écart-type ”‘?“2 o (Donc J est gaussiemne).
L
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I1 existe au plus une mesure ayant ces propriétés, & une similitude prés : car
si J, et sz ont ces propriétés, J, (\()) et Jz(\f) sont semblables pour
toute L{’E ¥ , donc J, et J, sont semblables (proposition 1).

Et 1l en existe bien une, car, si Oﬁéw est un sous-espace hilbertien de Li s
engendré par des variables gaussiennes dénombrablement indépendantes assez nom-
breuses pour que %w soit isomorphe & L’:: , alors une mgsure J définissant une
isométrie de Li sur 9o répond & la question.

La mesure de Wiener-Lévy a alors en outre la propriété suivante : si (Lfk)

k€K
est un systéme dénombrable de fonctionsde w , orthogonal dans Li yles J ((Pk) for-

ment un systéme libre de variables aléatoires.

C'est cette condition qui, pour T = (a , b)C R, donne la condition d'accroisse-
ments indépendants.

Si T est un groupe localement compact, dt une mesure de Haar invariante a
gauche, J est stationnaire & gauche, car ses translatées i gauche sont encore des
mesures de Wiener-Lévy, donc lui sont semblables.

La fonction de Wiener-Lévy, d'aprés la proposition 5,est une fonction aléatoire
vraie. Mais la mesure aléatoire généralisée de Wiener-Lévy n'est pas une mesure
aléatoire vraie. Nous avons vu un module de continuité possible pour ‘g 3 on mon-
tre qu'il ne peut pas 8tre amélioré, et que g n'est presque slirement pas i varia-
tion localement bornée ; donc g ’Ic n'est presque sfirement pas une mesure ; elle

est presque sfirement une distribution dlordre 1 (€@'1) .

EXEMPLES .

1° Prenons pour T 1le tore R/Z muni de la mesure dt.J admet un développe-
ment de Fourier (5) .
©
Iy = ag +1'.IZ=1:an cos 2Wnt + b sin2 Tt ,
ou ay = J(1) est une variable gaussienne d'écart-type 1 , tandis que

a =2 J(cos 2T nt) , b =2 J(sin 2 Tint) , sont des variables gaussiennes

d'écart-type V2 3 toutes ces variables sont indépendantes ; et c'est 13 une autre

(5) Développement de Fourier en cos , sin , oh !l chétiment pour n'avoir
considéré que des fonctions aléatoires réelles. Si l'on veut bien considérer des
variables complexes on voit que, si T est un groupe abélien, dt une mesure de
Haar, 1'image de Fourier $J est aussi de Wiener-Lévy, car g?J(\{)) = J(F¢ (_fJ)
est gaussienne d'écart type ||37\f’ I 5 = ”'f |2 .

L L
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maniére de trouver J .

Si on considére J comme mesure périodique sur R , elle a une primitive (non
périodique) unique, nulle pour t = O, et cette primitive coincide avec la fonction
de Wiener-Lévy normalisée dens 1l'intervalle (0, 1) ; on a donc pour cette derniére

le développement, valable pour 0 £t <1 :

b
'g(t) =tE(1) + Z.O (;-%1- sin 27nt + ?:—n (1 = cos 27nt))
n=

(développement convergent en moyenne quadratique et presque sirement), ou les &,
b~ sont des variables gaussiennes indépendantes d'écart-type Vz, Z(1) wne varia-

ble gaussienne d'écart-type 1 indépendante des a b .
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