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Séminaire BOURBAKI
(Février 1958)

LA THEORIE DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE ZARISKI
APPLICATION AU THéOREME DE CONNEXITE

par Claude CHEVALLEY

1. Définition des fonctions holomorphes.

Les variétés que nous considérerons seront définies sur un corps algébriquement
clos K. S8 x est un point d'une variété U , nous désignerons par OU(x) s
ou simplement @(x) , 1'anneau local du point x sur U , et par W(x) son idéal
premier maximal ; nous désignerons la complétion de 9(x) par ©O(x) . Si A est
une partie irréductible de U , nous désignerons par O(A) son anneau local (ré-
union des ©(x) pour x €A), par w(A) 1'idéal premier maximal de ¢(A) (en-
semble des fonctions numériques sur U qui appartiennent & ©(4) et qui sont
nulles en tous les points de A ol elles sont définies) et par (&) la complé-
tion de O(A) . Si U' est une partie ouverte de U , nous désignerons par P(U')
1'algébre des fonctions numériques partout définies sur U' et par p(U', 4)
1'idéal composé des fonctions de P(U') nulles sur A ~U' (4 étant ici une

partie quelconque de U).

Soit A une partie quelconque de U . On appelle fonction holomorphe sur U
le long de A une application x —> h(x) qui fait correspondre 3 tout x ¢ A un
élément h(x) € O(x) et qui posséde la propriété suivante : pour tout x, € A,
il existe un voisinage ouvert U' de x  dans U et une suite (un) de fonctions
de P(U') tels que :

1° on ait h(x) = lim u pour tout x ¢ U'NA ;

2) la suite (un) soit une suite de Cauchy dans P(U') , muni de sa topologie
p(U' , A)-adique. On peut évidemment toujours supposer que U' est un morceau

affine de la variété U ., La condition 2° implique que l'on peut approcher h

uniformément dans U'~ A par des fonctions de P(U') .

Les fonctions holomorphes sur U 1le long de A forment de maniére évidente

un anneau, que nous désignerons par (U , A) .

Soit f wun morphisme d'une variété V dans une variété U ; soit B une
partic de V telle que f(B)C A . Si y & B, 1l'application f définit un ho-
momorphisme (f)y de 0(f(y)) dans o(y) , qui se prolonge par continuité en un

homomorphisme, que nous notons \fy , de O(f(y)) dans o(y) . Soit h une
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fonction holomorphe sur U 1le long de A ; on vérifie facilement que l'applica~
tion y-}?y(h(f(y)) est une fonction holomorphe sur V 1le long de B ; nous
désignerons cette fonction par h o £ ; 1'application h—$» h o £ est un homo-
morphisme de W(U, A) dans h(V, B) . En particulier, si B < A, la restriction

a B de toute fonction holomorphe le long de A est une fonction holomorphe le
long de B .

2, Principe de prolonjgrement analytique.

On se propose de démontrer le

THEOREME 1. - Soit A une partie irréductible de la variété U, et soit
he h(U, A) . Supposons la variété U normale ; si ona h(x) =0 pour au moins

an x€ A,ona h=0,

Pour le montrer, on va définir un homomorphisme

g :h(U ) A) "")O(I)
Soit h « H(U y A) . Soient x un point de A, U' un voisinage ouvert affine

de x et (un) une suite de Cauchy dans P(U') relativement 3 la topologie
P(U' , A)-adique qui converge vers h(x') dans O(X'J pour tout x'€ A ATU' ,
I1 est clair que la suite (un) converge dans O(A&) vers une limite U . On va
montrer que cette limite ne dépend pas des choix de x , de U' et des u, Eta-

blissons pour cela le

LEMME 1, -~ Soit y €A ; si une suite (vn) d'éléments de O(y) converge vers
0 dans 0O(y) et est une suite de Cauchy dans ©(A) , elle converge vers O
dans ©(a) .

Soit k >0 ; soit m tel que vn-—vmén{{(A) pour n>m . Pour tout ¥ > 0,
ilyaun n>m tel que v e w(x) ; on a donc v € (m.k(A)r\O(x)) +m(x) .

Or mk(A)/\ 0(x) est un idéal de ©O(x) , et est par suite fermé ; il en résulte
que v € mk(A) , d'ol aussi v € \\:\.k(A) pour n»m, ce qui démontre .le lemme.

Ceci étant, soient x' un point de 4 , U" un voisinage ouvert de x' et
(u;l) une suite de Cauchy dans P(U") pour la topologie p(U" , A)-adique qui
converge vers h(y) pour tout y € U"N A . Comme A est irréductible, U" A U' N A
n'est pas vide. I1 résulte alors du lemme 1 que (ul'1 - un) converge vers O
dans ©(A) (il suffit d'appliquer le lemme en un point y € U" n U' N A), ce qui
montre bien que U ne dépend que de h ; il est clair que 1'application
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U :h-—1U est un homomorphisme, et que, si x e A , la condition h(x) = Q

entraine S(h) =0 .

On va maintenant établir une réciproque partielle du lemme 1 :

LEMME 2, ~ Soit y ¢ A ; supposons U analytiquement irréductible en y
(i.e. 0(y) est un domaine d'intégrité). Si une suite (vn) d'éléments de ©(y)

converge vers O dans O(A) , elle converge vers 0 dans o(y) .

L'anneau ©0(A) est 1'anneau local d'un idéal premier & de ©(y) ; on psut
évidemmont supposcr sans restriction de généralité que v, eod(a) = o oa) ;
soit cn€ A(y) , cn’é & tel que ¢y Vp appartienne a an . I1 y a au moins
un idéal premier ¢ de 0(y) tel que ¢ NO(y) = & . En effet, il y a des idéaux

premiers Cfi de 0(yJ contenant & et des e(i) > 0 tels que le produit des

'qz(i) soit contenu dans ®o(y) ; on voit alors tout de suite qu'il y a au moins
un i tel que qi/\ aly) = « (puisque aT(y) ~ ofy) = &), Soit () 1'anneau
local de ¢ ; les v appartiennemt danc a @, Comne (9 est un domaine d'in-
tégrité noethérien, 1l'interscction des qn@ se réduit a {O} 5 les q"cana‘ﬂ
forment donc une suite décroissante d'iddaux de 1'anneau complet oly) dont 1'in-
tersection se réduit 4 ¢ O} . On sait qu'il en résulte que, pour tout k >0 ,

il y a un n(k) tel que, pour n > n(k) , qn(On 0(y) soit contenu dans la
puissance k-idme de 1'idéal premier maximal t(y)o(y) de O(y) . Ceci entraine
que v, en}f(y) si n Y n(k) , co qui démontre le lemme 2 .

Ceci étant, on peut démontrer le théoréme 1 : si h(x) =0, ona {(h) =0
en vertu du lemme 1 , ce qui, en vertu du lemme 2 , entraine h(x') = 0 pour
tout x'é€ A tel que U solt analytiquement irréductible en x' , en particulier

pour tout x' € A tel que U soit normale en x' .

3. Le critére de connexité.

THEOREME 2. - Soit A une partie fermée non vide d'une variété U . Si h(u, 4)

est un domaine d'intégrité, A est connexe. Si A est connexe et U normale,

h(U, 4) est un domaine d'intégrité.

Supposons que A ne soit pas connexe ; soit A = Al U A2 ’ Al et A2 fermés
non vides disjoints. Soit hy (resp. hz) l'application qui fait correspondre
4 tout x € A 1'élément O (resp. 1) de Q(x) si x e Al et 1'élément 1
(resp. 0) si x e A2 . Tenant compte de ce que Al et A2 sont fermés, on voit

tout de suite que h; et h, sont holomorphes ; comme hy h,=0, WU , 4) n'est
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pas un domaine d'intégrité. Supposons réciproquement que h(U , A) contienne des
élénents hy (1=1, 2) tous deux # 0 tels que h; h, =0 . Supposant U
normale, nous allons montrer que A4 n'est pas connexe. Soit Ai 1'ensemble des

x € A tels que hi(X) =0;ona A # A, mais A4, U A, =4, come il résulte
tout de suite du fait que, pour tout x € A, O(X) est un domaine d'intégrité.
Montrons que toute composante irréductible X de A qui a un point commun x

avec Ai est cdontenue dans Ai . La restriction 'Ei de hi a2 X est une fonction
holomorphe le long de X , qui prend la valeur O en x ; elle est donc nulle
(théoréme 1), d'oh X c Ai . Si on appelle Aé la réunion des composantes irré-
ductibles de A qui ne rencontrent pas Al , 4 est la réunion des ensembles

fermés disjoints non vides A'l et Aé .

4, Fonctions holomorphes sur une variété affine.

Soient U une variété affine et A une partie de U . On posera
P=P(U) , p=7PU, A) et ondésignera par P 1la complétion p -adique de P .
On a un homomorphisme évident

e: Po>hu, 4) ;

on se propose de montrer que © est un isomorphisme de P sur h(U, 4) .

On va d'abord montrer que © est un monomorphisme, I1 famt montrer que si une
suite (un) d'éléments de P converge vers une limite U dans P et converge
vers O dans ©O(x) pour tout x €A, ona u=0 . Soit X une sous-variété
de U contenue dans A ; tenant compte du lemme 1 , on voit que la suite (un)
converge vers O dans 9(X) . Soit r un exposant >0 ; représentons Yr
comme intersection d'idéaux primaires qi attachés 3 des idéaux premiers P
contenant P . A chaque i corre§pond une variété Xi contenue dans A ; il y
a un exposant k(i) tel que p];(l) O(Xi) NP cq, . Puisque la suite (un) conver~—
ge vers O dans O(Xi) ,ilyaun m>0 tel que, pour n3» m, on ait
p lic(l)

u
n

Q(Xi) poun tout i , d'ol u € pr . Onadonc bien u=0 .

On va maintenant montrer que © est surjectif. Soit h € W(U , 4) . Pour tout
x€ A, il y a un morceau affine U}', de U contenant x et une suite (u)’[ n)

9 b

1414 ' ' ; ' - Dot
d'éléments de P(U') +tels que l'on ait Wonel " Y0 € P (Ux , A) pour tout
n et lim u}'C 0 = h(x') dans Q{x') pour tout x'e& U}'{nA . L'ensemble. A

)

peut &tre recouvert par un nombre fini des U:'c , disons par les U)'c (1=1,e0ay 1)

s s i
nous poserons U! =U' , u! =nu' . On peut adjoindre aux U!™ des morceaux
i X, i,n" “xg,n i
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affines UI'. 19 +-+ » Uy contenus dans U - A tels que U soit la réunion de

Ul > ««e UL ; si i>r , nous poserons ug ,n =1 . Nous poserons Ty ‘P(U' s A)
On va montrer que ', est 1'idéal pP(U]!_) engendre par Y dans P(U') . I1 est
clair que pP(U')c ‘?i ; pour établir 1'égalité, il suffira de montrer que, pour
tout point x €U} , p et P; engendrent le méme idéal dans @(x) (il en résul-
tera en effet que le transporteur PP(Ui) : ‘pi ne sera contenu dans aucun idéal
premier maximal de P(Ui) , donc contiendra 1). Or soit u un élément de P s
ilyaun ceP telque c(x) #0, cu € P ; comme u est nul sur Ui nA, 11
en est de méme de cu . Comme 1'ensemble fermé A - U:!L ~ A ne contient pag x ,
il yaun c¢' € P qui est nul sur cet ensemble mais qui n'est pas nul en x 3 on
a alors c'eu < p, ot la formule u= (c'c)"1 c'cu montre que ue po(x) » ce qui
démontre notre assertion. I1 résulte de 14 que, pour tout r >0, pi est 1'idéal

engendré par p° dans p(uy) .

Soient i et j des indices entre 1 et r + s ; soit Uij = UJ!_ n U.;. . On sait
que Ui. est un morceau affine dont 1l'algébre affine P(Ui'j) est engendrée par
P(‘U]!_) et P(U') ; les idéaux P; ot :pj engendrent le méme idéal

— 1] 1 ] ] 1
—;P(Uij s A) dans P(Uij) . Les suites (uin) , (ujn) convergent vers des

. . - - Id 3 s []
limites Ui 50 Uy, dans la cor‘npletlon >Pij—ad1que F(ﬁi'ji de P(Uij) .
Par ailleurs, il résulte de la premiére partie de la démomstration que 1'homomor-

phisme naturel O.J. de P(Ui'.) dans h(UJ!-J. , A mU]!_J.) est un monomorphisme ;

il est clair que O, (_ i, j) (_ .) ; onadonc u . Pour

J3i,d i;i,] = uj;i’j
tout r > 0 donné, il y a donc un m(r) tel que l'on ait u:;.,n - ué,n € \PL
si n>m(r) pour tous les couples (i , j) . Nous allons en déduire qu'il y a
alors un u € P tel que 1'on ait u - u’ €‘p1 pour tout i , L'idéal p
est 1'idéal engendre par ‘p dans 1 anneau P(U'J) s qui est lui-méme l'anneau
engendré par P(U:!L) et P(Uj) ; on en déduit que 1'on peut écrire

Vg = o i
%in ~ Y%n k Vijk "ijK

. r ' . .
ol les Vi sk sont dans p; et les Y sk dans P(U.) . Pour tout j , soit Oj

1*idéal composé des a € P tels que aw. ik € P pour tout i et tout k .
Montrons que 1'idéal « = Zj ((j contient 1 . Il suffit de montrer que, pour

tout x €U, il y a une fonction de & qui n'est pas nulle en x . Or, il y a

un j tel que x €U3. ; les wljk sont alors tous dans 1l'anneau local de x , ce

qui montre qu'il y a un élément a de CKJ , donc de & , qui n'est pas nul en

x . Ceci étant, soient tj des éléments tels que tJ. € (IJ pour tout j , Etj =1
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— Z ' ! - ' | . s
Posons u = i tj u'].’n « On a u ui,n = ZJ. t‘(ujn - uin) 5 puisque, pour

J
. T ,
tout j , les tj wijk sont dans P, ona u -~ u:!L € P; . Il en résulte en par-

ticuliocr que u - u{n € P(U{) d'ot u € P(U:!L) ; or, P(Ui) étant 1'ensemble
des fonctions qui sont définies en tous les points de U; ,ona f\i P(U:!L) =P,
d'od u € P . On peut évidemment supposor que m(r) > r ; alors, si n>m(r) ,
on a ui;ml - ui,ne pi 5 il en résulte que U1~ U € f\i‘pz . Montrons que
ni ‘32 = pr 5 1'inclusion prc (\ipli‘ est évidente 5 i1 suffit donc de montrer
que, pour tout x € U, 1'idéal engendré par ﬁi p;' dans O(x) est contenu
dans 1'idéal engendré par pr . 0r, si i est tel que x & UJ!. ’ ‘pr et p§ en—
gendrent le méme idéal dans ©O(x) , ce qui démontre notre assertion. La suite
(um(r)) converge donc vers une limite U dans la complétion p -adique de P ;
il est clair que ©(u) = h , ce qui montre que © est surjectif.,

Ceci étant, soient maintenant U une variété quelconque et A une partie fer-
mée de U . Donnons nous une famille finie fixe (Ui) de morceaux affines Ui de

U ; posons Uij = Ui(\ Uj ; désignons par Pi et Pij les algebres affines de

J

U, et U.., par P, la complétion p(Ui , A)-adique de P, et par .Fij la
complétion P(Uij , A)-adique de Pij . On a des homomorphismes évidents

R L P
I1 résulte immédiatement du résultat que l'on vient d'établir que 1'anneau h(U , A)

est isomorphe & 1l'anneau des éléments (_ﬁi) du produit '“;. .Pi des anneaux —151

tels que les conditions de recollement

L L) =M. (T,
d)lilyJ(-l) /7-]31’363)
soient satisfaites pour tous les couples (i , j) .

5. L'algébre des fonctions méromorphes.

I1 nous sera commode de compléter les définitions de Zariski en introduisant une
notion de fonction méromorphe., Soit U une variété ; nous désignerons toujours

par FU le corps des fonctions numériques sur U ., Si x € U, nous poserons

}n(x) = 0(x) QO(X) FU )

et nous dirons que M(x) est 1l'algébre des fonctions méromorphes en x ., Si S
est 1'ensemble des éléments # O de O(x) , AN(x) n'est autre que 1'anneau de
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fractions de la partie S de 0(x) . Il est bien connu qu'aucun élément de S
n'ést diviseur de O dans T7(x) . Nous pouvons donc considérer 0(x) comme un
sous-anneau de J(x) , et tout élément de IM(x) se met sous la forme 13 , ol
s est un 8lément # 0 de O(x) et U un élément de D(xX) . Soit A une partie
de U ; nous appellerons fonction méromorphe sur U le long de A une applica~

tion v qui fait correspondre a tout x e A un élément v(x)eIMUx) et qui

posséde la propriété suivante : si X, est un point queleonque de A , il existe

un voisinage ouvert ' de X, dans U et une fonction 2z ¢ FU , 2#£0 tels
que 1l'on ait zv(x)e O(x) pour tout x € U' NA et que l'application x —> zv(x)
soit une fonction holomorphe sur U' 1le long de U'~ A , Les fonctions méromor-
phes le long de A forment manifestement une algébre mU , A) sur le corps FU ’

qui contient 1'anneau W(U , A) des fonctions holomorphes.

Supposons que U soit une variété affine, et soit A une partie fermée de U .
Posons P = P(U) , P = P(U s A) ; KU, A) s'identifie alors i la complétion
P-adique T de P . L'application identique h(U , A) — IWU , A) définit un

homomorphisme

& :Fo, Fy >XN(U, 4) .

Si uweP, 6(ue 1) n'est autre que la fonction holomorphe définie par u ;

on en conclut en particulier que l'application Uu—>u ® 1 est un monomorphisme.
Comme F; est un corps, il en résulte aussitdt qu'aucun élément # 0 de P n'est
diviseur de zéro dans P . Comme F; est le corps des fractionsde P, P o Fy
n'est autre que 1l'anneau de fractions de la partie de T composée des éléments
#0 de P . Il en résulte que © est un monomorphisme ; de plus, © est surjec—
tif, Soit en effet v un élément de (U , A) . Il existe une famille finie

(Ui ) de morceaux affines de U de réunion U et une famille (zi) , ol chaque
z, estun élément # 0 de Fy s qui possédent les propriétés suivantes : si

x €U, NA,ona z v(x) € ©(x) et 1l'application x — 24 vix) (xe Ui n a)
est une fonction holomorphe sur U:{ le long de Ui N A . Comme chaque z; se met
sous la forme du quotient de deux éléments de P , on peut supposer que les zg
sont dans P . Si 2z est alors le produit des Z la restriction & chaque

Ui N A de 1'application x —) zv(x) est une fonction holomorphe sur U]!_ le long
de UiN A ; l'application x —)zv(x) est donc une fonction holomorphe sur U

le long de A, soit h , et on a v=e(hoz‘1) .

On déduit de 13, dans le cas d'une variété U quelconque et d'une partie fermée

A de U, une caractérisation de MU , A) analogue 2 celle qui a été donnde
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pour h(U, A) & 1la findun° 3.

Le critére de connexité peut se formuler pour les fonctions méromorphes comme

pour les fonctions holomorphes :

THIOREME 3, — Soit A une partie fermée d'une variété U . Pour que A soit

connexe, il est suffisant que 30U , A) soit un domaine d'intégrité ; cette condiw

tion est aussi nécessaire si U est normale.

Si A n'est pas connexe, h(U , A) contient un diviseur de zéro non nul 3 il
en est a fortiori de méme de QD(U > A) . Supposons que U soit normale et que
M(U , A) contienne des éléments El £0, Tiz # 0 de produit nul. Soit A
l'ensemble des x tels que 'Ei(x) =0 ; pour tout x € U, O(x) est un domaine
d'intégrité, d'oh A = Al v A2 . Procédant comme dans la démonstration du cri-
tére pour les fonctions holomorphes, on voit qu'il suffit de montrer que, si une
composante irréductible X de A rencontre Al » elle est contenue dans Al .
Or on peut recouvrir U au moyen d'un nombre fini de morceaux affines Ui .
Montrons que, si pour un certain i , XA Ui rencontre Al , cet ensemble est
contenu dans Al . La restriction de 0y a Xn Ui peut se mettre sous la forme
hu , ot h est une fonction holomorphe sur Ui le long de X n Ui et u une
fonction rationnelle # 0 sur Ui . La fonction h est nulle en au moins u
point de X AU, ; elle est donc nulle (théoréme 1), ce qui montre que la restric-
tion de El & X U, estnulle, d'ot X AU, C A . Parmi les ensembles X nu; ,
ceux qui sont # @ se rencontrent deux & deux ; il en résulte aussitdt que

XCAl .

6. Enoncé du théoréme de permanence.

Soient un morphisme dominant (i.e. f£(V) est dense dans U) d'une variété
V dans une variété U . Soient y un point de V, x le point f£(y) , P
le cohomomorphisme de f , qui est un isomorphisme de FU sur un sous-corps

de F; . La restrictionde ¢ a 0(x) se prolonge en un homomorphiisme

??y : 0(x) —>o(y) ; 1l'application @y ® @ est un homomorphisme, que nous désigne-
rons encore par C?y s de M (x) = BxXT ® a(x) F, dans (y) . Soient A une par-
tiede U et B 1'ensemble £ 1(A) . On vérifie immédiatement que, si ueU , A)
1'application y-—-»?y (@(£(y)) est une fonction méromorphe sur V 1le long de

B . On obtient ainsi un homomorphisme *{?A de #a(U , A) dans MV , B) qui

posséde la propriété suivante : si U eHM(U, A) et si u' e F;,ona

‘&G ut) = ‘PA(E) ‘f(u') . I1 en résulte que ¢, définit un homomorphisme
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®, :m(, 4) o Fy— My , B)

(ol on considére F, comne algébre sur F; au moyen de 1'isomorphisme \-‘0 ).
Nous dirons que CPA est 1'homomorphisme attaché au morphisme f . Soit maintenant
g un morphisme dominant d'une variété W dans la variété V , et soit

h=fog, C= él (B) = El(A) . A ce morphisme est attaché un homomorphisme

\{*B de (V , B) @FV F, dans 2N , C) . Par ailleurs, @W(U , &) eFU Fp) ’Fv R,

s'identifie a X0 (U , 4) op F, . L'homomorphisme @A définit un homomorphisme

de cet anneau dans ¥Q(V , B) o
v

phisme de g . Par ailleurs, h définit un homomorphisme

F, » & savoir ?A ® ‘Y , ol d( est le cohomomor-

QA : A0(u , A) GFW E, — W , o) .

On a la formule
(1) ‘QAz‘ﬂ’B°<ﬁ“‘f)'

I1 suffit de vérifier que, si uedU, A) ,z€ C, y=g(z), x=f(y) , '7

le cohomomorphisme de h , on a
, (u(x)) =t‘(z(‘fyﬁ(x)) )
ce qui résulte immédiatement des définitions.

THEOREME 4 (Théoréme de permanence). - Soit f un morphisme propre d'une vari-

été V dans une variété U . Soient A une partie fermée de U et B 1l'en-

semble fl(A) . L'homomorphisme de AM(U , A) oy F, dans (v , B) attaché a
semb’e U gans atvache a

f est alors un isomorphisme du premier de ces anneaux sur le second.

Ce théoréme n'est pas identique au théoréme de Zariski, qui affirme que, sous
certaines conditions, W(U , 4) est isomorphe a h(v, B) (U doit &tre normal
en tout point de A , et, si ¥ est le cohomomorphisme de f , vf(FU) doit étre
algébriquement fermé dans FV). Le théoréme que nous donnons ici fournit des ré-
sultats moins fins que celui de Zariski quand ce dernier s'applique ; mais il
suffit néanmoins & démontrer le théoréme de connexité (cf. plus bas) ; par ailleurs,

sa démonstration est techniquement moins difficile que celle du théoréme de Zariski.
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7. Réduction au cas affine.

Dans la démonstration du théoréme de permanence, nous désignerons par
(v, U, £, A) la conclusion de 1'énoncé du théoréme. Soit U' un morceau af-
fine de U ; posons V' = fl(U') . et désignons par f' 1la restrictionde f &
V' ; c'est un morphisme propre de V' dans U' ([1], exp. 152 , lemme 1 ,
p. 7). Soit A' = A NU' ., Si, pour tout morceau affine U' de U,
@v' , ut, £', A') est vrai, l'assertion &V , U, £ , A) est vraie.

Montrons d'abord que, sous 1'hypothése faite, ﬁ est un monomorphisme. Soient

Uy oeee sy 'ﬁ des éléments de (U , A) et Vi s see 5 v des éléments de Fy

llnealrement indépendants sur \?(F ) (nous utilisons les notations du n°® 6) tels
que k \?1-‘;(3“1()v =0 . Soient y un pointde B, x=f(y), U' un morceau

affine de U contenant x et V' =?1(U'); BU'(X) et GV.(y) s'identifient a
0U1x) et ov(y) respectivement, FU' a FU et FV' a FV 3 ces identifications
faites, f et sa restriction f' & V' ont méme cohomomorphisme. Pour tout
eV AB, Ek \fy,(_uk(f(y'))vk = 0 . Faisant usage de 1l'assertion Q(V',U',f',A")

on en déduit que les restrictions des -Ek 4 U'A A sont nulles, donc que
'ﬁk(x) =0 . Comme f est un morphisme dominant et propre, 1l'ensemble f£(V) , qui
est fermé, est U tout entier, d'ou f£(B) = 4 ; les Ek(x) sont donc nulles

pour tout x € A , d'ol Ek=0 .

Montrons maintenant que ‘PA est un épimorphisme. Soit ¥ un élément de IV , B) .

Représentons U comme réunion d'une famille finie (U') de morceaux affines ;

soit Vi = fl(Ui) » Al= U; N A . Faisant usage des assertlons CL(V', u! ,fi,A')

(ou fi est 1la restrictionde f & U:!L), on voit qu'il existe une famille finie
(vk) d'éléments de Fy lindairement indépendants sur \P(FU) qui posséde la
propriété suivante : pour tout i , il existe des Eikc M(Ui , Ai) tels que
1l'on ait

Vi) = T, §y (s (1))
pour tout point y de B I\V:!L « 51 1 et j sont des indices quelconques, on a
% B (g - ey = 0
pour tout y € B Vi 1) V‘;. * Comme

1 ] —_ ] 1
£(B nVir\Vj) =ANTY hUj ,
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il résulte de 1'assertion
t ! rAqge ! 1
CaL(vi nvj » Uf UJ. s fij , Aij)

N 1 : s 3 ' ] r - NnNT' AU hry A
(ot fij est la restrictionde f a Vi/\VJ. et Aij A Ui UJ) que .

et T,{k. ont méme restriction & AN U,-'_ n U.;' . I1 y a done, pour chaque k , une
application Tik de A qui prolonge toutes les Eki s on sait que les Tik sont
alors des fonctions méromorphes le long de A, et ona v =@A(zk 'ﬁk ® vk) , ce

qui montre que ?A est surjectif.

8. Cas d'un revétement.

Nous nous proposons de démontrer le théoreme de permanence dans le cas ol f est
un revétement, c'est-a-dire un morphisme propre et surjectif tel que, pour tout
x €U, fl(x) soit fini. Il existe une variété normale W et un morphisme g
de W dans V qui est un revétement. Soit A une partie fermée de U , et soit
B = fl(A) ; comme les assertions 6(W , U, fog , A) et 2W,V, g, B)
entrainent @V , U, £, A) , on peut se limiter au cas ot V est normale. On
peut de plus, comme on vient de le voir, supposer U affine. I1 est bien connu que
V est alors égalecment affine ; si P et Q sont les algdbres affines de U et
V , le cohomomorphisme (f de f induit un isomorphisme de P sur un sous-anneau
P' de Q, qui permet de considérer Q comme un P-module ; comme f est un
revétement, on sait que Q est un P -module de type fini. Posons B = fl(A) ’
P= b (U, A) et désignons par q 1'idéal engendré par L?(P) dans Q ; 1l'en-
semble des points en lesquels s'annulent les fonctions de oi est B.Ilya
donc un m > 0 tel que npm(V , B) C q’C‘p(V s, B) . Soit P 1la complétion
P-adique de P, qui s'identifie & k(U , A) ; onaXR(U, A) =T e, Fyy , d'ol

-

am(u , A) oFUFv=’PaPFV= (?QPQ) e F, .

Or, puisque Q est un P-module de type fini, P L Q est isomorphe i la complé-
tion de Q , considéré comme P-module, c'est-a-dire encore A la complétion q-—adi-
que @ de Q (puisque ¢ = '-f’(P)Q) (cf. [2], exp. 18 , théoréme 2 , b) ;
utilisant les notations de cette référence, on notera que 1l'hypothése que (4 , ™)
est un anneau do Zariski n'a pas été utilisée dans la démonstration de b.). Comme

q o Fy =9¥M(V , B) , on obticnt ainsi un isomorphisme de 3 (U , A) op Fy sur
U

N (V , B) dont on vérifie tout de suite qu'il est identique a qi . Ceci démontre

le théoréme de permanence dans le cas d'un revétement.
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9. Réductions.

Elles sont basées sur le fait que, f é&tant un morphisme de V dans U, ~g
un morphisme de W dans V, A une partiede U, B 1'ensemble fl(A) , deux
quelconques des assertions G(V , U, f , A), @W ,V, g, B) ,

GQW ,U, fog, A) entralnent la troisiéme.

Soient f un morphisme dominant propre de V dans U et A une partic fermée
de U . Il existe une fonction propre g sur une variété W qui est une sous—
variété fermée d'unc puissance D° de la droite projective D , & valeurs dans V ,
qui posséde les propriétés suivantes : ona gW) = V et le graphe de g est
fermé dans W x V. Si W est l'ensemble de définitionde g , g est un morphis—
me propre de W dans V ([1], exp. 152 , lemme 1 , p. 7). On peut donc se
borner & démontrer le théoréme de permanence dans le cas oi V est une sous-vari-
été ouverte d'une sous-variété fermée V de D' . Le graphe de f est alors une
sous-variété formée de V x U , donc aussi de D' x U ([1], exp. 152 , p. 8,
tenant compte de ce que, si I est l'application identique de V sur lui-méme,
considérée comme fonction sur V & valeurs dans V , (T, I) est une présenta-
tion de Chow de V). On peut donc se limiter au cas ol V est une sous—variété
fermée de D' x U, f &tant induit sur V par la projection D' x U—>U .

On peut derire, si r>1, D x U= "l (D x U) ; la projection

D° xU —>D x U applique V sur unc sous-variété fermée de D x U (puis-

que 'l est compléte). Procédant par récurrence sur r , on se raméne donc au
cas r =1, On a de plus vu que 1'on peut se ramener au cas ou U est affine ;
soit alors P son algébre affine. Si V = {a} x U (a € D), le morphisme f ,
que nous supposons toujours dominant et par suite surjectif, est un isomorphisme.
Laissant ce cas de c6té, la projection D x U—~>D fournit une fonction numéri-
que t£0 sur V ; si tf est le cohomomorphisme de f , ona Fy = (?(FU))(t) .
Si on pose P! = tf(P) , V est réunion de deux morceaux affines V' et V" dont
les algebres affines sont P' [t] et P' [t—l:l respectivement. Soit P' la
fermeture entiére de P' dans le corps des éléments de F; qui sont algébriques
sur FU . On peut considérer P' comme 1'algébre affine d'une variété affine
normale T ; ¢ est le cohomomorphisme d'un morphisme g de T dans U qui
est un revétement. Il y a une sous-variété fermée V de D x U qui est réunion
de deux morceaux affines dont les algébres affines sont P' [t] et P [t-'l]
respectivement (t s'identifiant a la fonction sur V définie par la projection
D x U~y D). La projection D x T —3T définit un morphisme surjectif propre T
de V sur U . Par ailleurs, 1l'application (a , x) — (a , g(x))(a € D, X € T)
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induit un morphisme 8y de V dans V qui est un revétement, et on a
fog,=¢g oFf . Posons B=TF (A) , A= tQI(A) ; les assertions G(T, U, g, 4) ,
WV, v, 8y » B) sont vraies. Il en résulte qu'il suffira d'établir 1'assertion
G(V ,7T, T, E) . Autrement dit, on pourra supposer sans restriction de géndralité
que U est normale ct que ou bien ‘?(FU) =F, oubien t est transcendant sur
\f(FU) (car, si t est algébrique sur \{(FU) » Fy est identique au corps des

fractions Fy de P).

10. Démonstration dans le cas réduit.

Supposons donc que U soit une variété affine normale dont nous désignerons
l'algébre affine par P, que V soit une sous-variété fermée de D x U, que
f soit le morphisme, supposé surjectif, de V dans U induit par la projection
DxU-—>U, et que, en désignant par ¥ le cohomomorphisme de f , et par t
la fonction numérique sur V définie par la projection D x U->D (on suppose
que V n'est pas de la forme { } xU, a¢D) , t oubien appartienne a
‘f(F ) ou bien soit transcendant sur ce corps., La variété V est reunlon de deux
morceaux affines dont les algébres affines sont P [t] et P [t ] respective-

ment. Soit enfin A une partie fermée de U .
Nous allons d'abord montrer gue 1'homomorphisme ?A de (U, A) o FV
i)

dans ¥(V , B) (o B = fl(A)) est un monomorphisme. Au morphisme f est asso-

cié un homomorphisme AR hWU , A) - h(V, B) . Supposons d'abord que Fy \((F ) .
Dans ce cas, il suffira évidemment d'établir que ¢ A est un monomorphisme. Or,

soit U un élément de h.(U , A) tel que ¢, (u (u) =0 . Soit x un point quel-
conque de A, et soit y un point de B tel que f(y) = x . Comme U est nor—
male, il résulte d'un théoréme de Zariski [1] que 1'homomorphisme ‘Q : 0(x) = )
qui prolonge le restriction de \f & Q\x) est un monomorphisme. Pulsque

Lf'(’)_o , ona (f(—(x))..o y d'ob u(x) = 0 ; ceci étant vrai pour tout x €A,
ona u=0, Supposong ensuite que t soit transcendant sur l((F ) « I1 suffira
dans ce cas de démontrer que CPA induit un monomorphisme de h(U , A) op P [t],
ou P! = &{J(P) est considéré comme un P-module au moyen de l'homomorphlsme g .

I1 suffira donc de montrer que, si u s eee s um sont des éléments de h(U , A)
tels que Zr}f:o \PA(Tik)t =0, les uk sont nuls. Or, soit x un point quelcon—
que de A ; comme on a 101 V=DxU, le point y= (0 , x) appartient & V »

et on a Zk:O (fy('ﬁk(x))t . Or 9y) est l'anneau local de 1'idéal premier

de (*(O(x))) [t] engendré par (f(‘p(x)) et t ; sa complétion s'identifie done
4 1l'anneau de séries formelles @y(O(X))) [[t]] en t A& coefficients dans
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qy(o(x)f , et @y est un monomorphisme ., Il résulte alors immédiatement de la

. m k _ ' m k _ s = _
relation Zho ‘fAGk)t =0 quel'ona &, , \gyﬁk(x))t =0, d'oh uk(x) =0
pour tout k . Ceci étant vrai pour tout x , notre assertion est établie.

I1 reste maintenant & montrer que ﬁ est surjectif. Nous désignerons par Vl

et V, les morceaux affines de V dont les algdbres affines sont P' [t] et

P! [t—lj respectivement, par B1 et B2 les intersections de B avec V., et

V2 respectivement, Soit v une fonction méromorphe sur V 1le long de B l; ses
restrictions a Vl et 72 sont respectivement dans 31’11(V1 s Bl) et W(VZ s B2) .
Ces restrictions peuvent donc se mettre sous la forme '\71 Rl(t) et '172 Rz(t) ol
v, est une fonetion holomorphe sur V, le long de B, et Ri(T) une fraction
rationnelle en une lettre T & coefficients dans P' , soit Ri(T) = Ai(T)/B(T) ,
A, » A, et B étant des polynomes & coefficients dans P' tels que B(t) #0 .
Pour montrer que Vv appartient & (@A(’J‘{L(U , A) o FV) , il suffit évidemment

de montrer qu'il en est ainsi de VB(t) ; on peutUdonc supposer que R, et R,
sont des polynomes. Dans ce cas, Rl(t)Vl appartient a Y’\(V1 , Bl) et Rz(t)“\;2
est le produit d'une puissance de t par un élément de h.(V2 s B2) . On peut

donc supposer que R, =1, Rz(t) =1t%, s 20 . Nous allons d'abord nous ramener
au cas ol s = 0 . Nous désignerons par Q1 l'anneau P' {t], par Q2 1'anneau
p! [t"lj ; nous poserons y = W(U , 4) , V= *Q(p) et nous désignerons par

C& 1'idéal de Q.1 engendré par p' ; o est donc 1'idéal composé des fonetions
de Qi nulles sur Bi . L'anneau h.(Vi , Bi) s'identifie & la complétion
O&—adique de Qi . Comme ‘Ti est 1'idéal engendré par p', 72 est limite dans
l’\(V2 s Bz) d'une suite d'éléments de la forme (Dn(t"l)) , ol (Dn) est une sui-~
te de polynomes a coefficients dans P' telle que, pour tout R , les coeffi-

. _ . N n ..
cients de Dn+l Dn appartiennent a P . Nous écrirons
_ ss-1 S
D(T) = 2,75 \?(dnk)Tk + T° D!(T)
. 4 _ n '
ou les dnk sont des eléments de P tels que dn+1,k dn,ke P et les Dn

des polynomes & coefficients dans P' tels que Dr’1+1 - Dx'1 soit & coefficients
dans p'n . Pour chaque k¥ (0 < k<s-1), la suite (dnk) converge vers
une limite Ek dans h(U , &) ; \f'A(Ek) est donc une fonction holomorphe sur

V 1le long de B . Posons
T =T - B @@

c'est un élément de IN(V , B) dont la restriction Tz‘i & V, appartient a
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S— s-k . . .
‘\(V1 , Bl) La restriction de 2 =0 k?A(_k)t 3 V2 est la fonction méromor-

phe
6%k, (9@ ) = 4°F, - ¢ DY)

n -» o
. . s —' ~ - '1 ’ 3
la restriction de v' a vy est donc 1'élément 1lim n—>wo n(t ) s qui est
dans h(V2 s BZ) . Par ailleurs,

‘FA(‘ e 5?@;:3 dy e o t°7)

appartient a Eﬁ(@"ﬂ(U , A) op FV) ; il nous suffira donc d'établir que V!
U

appartient a (Iiﬁm(U , A) o FV) + Ceci montre bien qu'on peut se réduire au
U

cas o s = 1 . Supposons désormais qu'il en soit ainsi. On va alors montrer que
v appartient & Y, (h(u , 4)) , ce qui établira le théoréme. L'ensemble
V1 ) V2 = V12 est un morceau affine de V dont 1l'algébre affine est P' [t , t—l] H

<01 - = . 3 ! c
soit 812 = B1 N V12 82 nV12 ; sl ‘le ost 1'idéal engendré par

P dans P'[t, t71], h(V,, ; B,,) s'idéntifie & la complétion j,-adique

de P'[t, t_1] . L'élément -\71 (resp. -‘;2) est limite d'unc suite (vln)
(resp. v, ) d'éléments de Q (resp. Q2). De plus, comme Tr'l et '\72 ont
méme restrlctlon a V12 s la sulte (vln - v2n) converge vers O dans la topolo-
gie {,-adique de P [t, t” ] On peut donc supposer sans restriction de gé-
néralité que l'on a Vin " Vo = En(t , 1) » E_ étant un polynome & coeffi-

. n .
cients dans P'" . On peut écrire

-1y _ -1
En(t , t77) = Eln(t) - Ezn(t ) »

s B sont des polynomes & coefficients dans ‘p'n 3 on a alors

ou E 2

1ln

Vi~ B (®) = v, ~E (t7h) .

in v2n

Or le premier membre appartient 3 P' [t] et le second & P! [t-l:l ; leur va-—
leur commiune appartient donc & l'anneau P' [t] A P! [t—l] Montrons que cet
anneau est P' ., C'est évident si t est transcendant sur \f(I‘ ) . Dans le cas
o + appartient a \f’(F ) , on observe que tout anneau de valuation contenant P!
contient 1'un au moins des éléments t , t™~ , donc contient P'[t] nP' [t":l] s
ce qui montre que ce dernier anneau est entier sur P' . Comme U est normale,

P' est intégralement clos, ce qui démontre notre assertion dans ce cas. Posons

-1
. - = -
w = vy Eln(t) =v E2n(t ) »

2n
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d'oh u' = U((u ) avec u e P . La suite (u ) est & la fois une suite de Cauchy
dans P' [t] et dans P! [t l] (relatlvemont aux topologies % -adique et §,-a~-
dique respectivement de ces anneaux) ; si nous pouvons montrer que (un) est une
gsuite de Cauchy pour la topologie p -adique de P , le théoréme sera démontré,

car on aura V = \?AG) , u étant 1a limite de la suite (un) dans W(U, &) .

Tout se raméne donc (en remplagant la considération de la suite (un) par celle
de la suite (u -u, ) ) a montrer que, si une suite (u ) d'éléments de P!
converge vers O dans P' [t]et P! [t-'l] , elle converge vers O dans p
Soit m un exposant >0 ; écrivons ' -‘0 N . r\'lJ ol "31 s ane ,\)
sont des idéaux primaires associés & des 1deaux premiers ‘031 3 eee pW0, de P‘
contenant p' ; il suffira de montrer que, pour chaque k (1 £k ¢<r) , il existe
un m(k) tel que u € ‘Ok pour n 3 n(k) . Autrement dit, il suffira de montrer
que, pour tout idéal premier W de P' contenant p', la suite (u ) converge
vers O dans l'anneau local R, dew (muni de 1la topologie \DP'-adique) Or
1l'un au moins des anneaux P' [t], P' [t~ 1] contient un idéal premier W tel
que W A P' =W ., En effet, W est 1'image par 9 d'un idéal premier de P
qui contient P et qui définit une sous-variété fermée W de U contenue dans
A . Comme f est surjectif et propre, il y a au moins une sous-variété fermée
Z de V telle que f(Z) =W ; si Z rencontre par exemple v 1'idéal W)
des fonctions de P! [t] nulles sur Z répond & la question. Supposons par
exemple que P' [t] contienne un idéal premier W tel que™®W N P' =W ; on a
alors o ¢ A, Comme 1la suite (un) converge vers O relativement & la topolo-
gie ql—adique, elle converge a fortiori vers O dans 1'anneau local P' [t
de "W (muni de la topologie définie par son idéal premier maximal). Or, P' est
un anneau normal ; P\'” est contenu dans P! [t]uj ; dans ces conditions, il ré-
sulte d'un théoréme déja cité de Zariski que la topologie de Px;:r est induite
par celle de P! [tlm . La suite (un) converge done vers O dans R}, , ce

qui acheve la démonstration du théoreme.

11, Le théoréme de connexité.

THEOREME 5. — Soit f un morphisme propre et dominant d'une variété V dans une

variété normale U . Soit ¢ le cohomomorphisme de f . Si Fv/xf(F ) est une ex-

tension primaire (i.e. tout élément de Fy algébrique sur \?(F ) est rad1c1e1 sur

L?(F )) , alors, pour toutc partie fermée connexe A de U, 1'ensemble B = F (A)

ast connexe.

Puisque A est connexe et U normale, 1'algébre WU , A) est un domaine

d'intégrité. Puisque Fv/t?(FU) est une extension primaire, on sait que tout
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diviseur de zéro dans FQA(U, A) ep FV est nilpotent. On en conclut que tout di~
U

viseur de 0 dans 3W(V , B) est nilpotent. Or on sait que, si ye B , oly)
ne contient aucun élément nilpotent # 0 . Il en résulte immédiatement que N(V , B)
ne contient aucun é1ément nilpotont # O , donc que c'est un domaine d'intégrité,

ce qui montre que B est connexe.

On notera que la condition que Fv/tf(FU) soit primaireest nécessaire pour que
la donclusion du théoréme soit vraie. Soit en effet d 1le degré de la plus gran-
de extension algébrique séparable de \f(FU) contenue dans Fy ; on peut alors
montrer qu'il oxiste une partie ouverte non vide U' de U telle que, pour
tout x €U', fl(x) admette exactement d composantes connexes distinctes,
qui sont d'ailleurs irréductibles. Par ailleurs, la condition que U soit normale
ne peut étre supprimée de 1'énoncé du théoréme ; soit en effet T une variété
normale qui admet un morphisme birationnel g dans U qui soit un revétement :
il peut trés bien se faire qu'il existe des points x € U tels que El(x) se
compose de plusieurs points distincts. Cependant, on voit tout de sulte que, les
notations étant celles du théoréme, on peut remplacer la condition que U soit
normale par la condition que, pour tout x € A , 1'ensemble El(x) se compose
d'un seul point. Cette condition sera en particulier satisfaite si g est ana-

lytiquement irréductible en tout point de A .
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