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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1956)

IE THEOR]‘EME FONDAMENTAL DE LA MULTIPLICATION COMPLEXE.

(Démonstration de EICHIER [1])

par Claude CHEVALLEY

1, L'invariant j . Correspondances modulairese

Soit E 1le demi-plan supérieur ; le groupe modulaire (" opére dans E , et y dé-
finit par suite une relation d'équivalence R (la relation R(T , ') est : il
existe n sel tel que ¥ =8.T). Soit Q = E/R ; appelons holomorphes celles
des fonctions g sur Q & valeurs complexes qui possédent la propriété suivante $
£ étant l'application canonique de E sur Q sy 8 of est une fonction holomor~
phe sur E ; les fonctions holomorphes sur Q sont donc détemmindes par les
fonctions holomorphes sur E qui sont inveriantes par [T . Nous admettrons les
faits suivants : il existe une fonction holomorphe J gur Q qui est une bi-
Jection de Q sur le plan complexe, et toute fonction holomorphe suy Q se met
sous la forme d'une fonction entidre de 7 31 J= -5' of, j admet un dévelop-
pement de Fourier de la forme

§(%) = e, ATV

V=1

ou les c,, sont des nombres rationnels dont les dénominateurs ne font intervenir
qu'un nombre fini de nombres premiers (dits dans la suite exceptionnels) : on a
0_1 =1,

81 n est un entier >0 , nous désignerons par l;l 1'ensemble des substitutions
homographiques % —» (a%¥ = b)(cT - d)—1 sou a,b,c,d sontdes entiers
et ad -bc =n . Il ya un nombre fini d'éléments sy (l<i<r) de r, tels

= _ s

que 2 =Uj, Vs, l“sin Gj =@ si 1£j .5 xeE/R, 1l'ensemble S(x)
des f(s ), pour se N, ot T ei'l (x) , est fini. Introduisons une indéterminée

X et posons

Pl ©) =T, (-3(s;©)) 5

ce polynme en X A& coefficients fonctions holomorphes sur E ne dépend pas du
choix des représentants 85 3 ses coefficients sont invariants par T . On peut

donc écrire
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C. CHEVALLEY

F;l(x.; T)=x" + ::ﬂ (= 1.)k' Hn’k(j(t'))xr-k

ou les Hn k sont des fonctions entiéres : on a
’
H oo (3(%)) =& j( ) (s, ©)
; = S XX S [
n,k ftyreeeptyy 90, oy

(1)
-1 3 ~
= (k1) “'(11’""1:) j(eil T ) eee ;}(s1k T)

ou la premiére sommation est étendue aux ensembles, et la seconds aux suites de k
entiers distincts 1,5 eeey ik entre 1 et r .,

THEOREME 1. - Les H ., sSont des polyn8mes & coefficients rationnels : les
; =8

dénominateurs de ces coefficients ne font intervenir que des nombres premiers

execeptionnels.
Soit E  1'ensemble des " tels que |Re ® |<1/2, M T>€ ; si £ est assoz
petit, on a f(EO) =E/R . On sait qu'on peut prendre comme représentants s

i
les substitutions homographiques T — l(u’V +v),ol u, v, w sontdes

entiers >0, uww=n et O0< v <w . Dans ces conditions, si ¥ tend vers

1'infini dansmlE0 ’ 81'5' garde une partie réelle bornée, et sa partie imagi-
naire vaut w  u Im . Or, si T augmente indéfiniment en gardant une pattie
réelle bornée, J(V) est asymptotique a e A 3 on conclut alors immédiatement
des expressions (1) que H(z) reste borhé par une puissance de |z| quand |z|
augnente indéfiniment, ce qui montre que Hn,k
utiliser la seconde expression (1) pour montrer que les coefficients de Hn,k

sont rationnels. Supposons que s, soit la substitution ¥ — w;l (ui’t:» + vi) ;

est un polyndme. Nous allons

nous ferons d'abord la sommation par rapport aux suites (:l1 9 see ik) pour

lesquelles wil y seo wik ont des valeurs donndes a; , «e. , ay (dtox

u, = m;l). Cette somme partislle s'derit
q

i
-1
2am 2=
C.. eseC 921‘“‘9 (J))‘; Z () * bqaq ))q
(vl’nn-,l)k) vl Uk (bl’-on,bk)

=

ol la seconde sommation est étendue aux suites (b1 s see bk) d'entiers véri-
fiant les conditions suivantes : ona 0 < bq < aq et bq # bq, » 51 & = aq, H
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MULTIPLICATION COMPLEXE

la premiére sommation est étendue a toges les suites (vl g see ;vk) de k
entiers > -1, et p(») =Z];=1 ma.q ))q . Or le nombre

-1
21T2 D a
. qq ¥

o q
(byyeeesby)

est un nombre rationnel ; en effet, si h est un entier premier &4 n , l'applica=-
tion qui, 2 toute suite (b , ..., bk) fait correspondre la suite

(b{ s cvey bl':) , ol bc‘; est le reste de la division de hbq par n , permute
entre elles les suites satisfaisant aux conditions imposées, ce qui montrs que le
nombre en question est invariant par les automorphismes du corps engendré par

-1

621 rn

+ On en conclut que H (3(%)) admet un développement de Fourier de la

sk
forme

T g AT Dy
-m v °

ou m est un entier >0 et ou les d,, sont des nombres rationnels t comme
Hn " est un polynSme, on sait d'ailleurs que dy =0 si »#0 (mod n). Utilisons
s

maintenant la premiére expression (1) de H k(j (%)) ; on voit alers que les
2
d,, s'expriment comme polynSmes en les ¢,, a coefficients entiers dans le corps

-1
Z engendré par eziﬂn 3 si donc p est un nombre premier non exceptionnel, et

si ,19 est un idéal premier de 2 au-dessus de p s les d), sont entiers pour
» dans le corps 2 : comme ce sont des nombres rationnels, leurs dénominateurs
ne sont pas divisibles par p « Le théoréme 1 se déduit facilement de 1a.

On peut donc écrire Fr'x(x 3T )= Fn(X » 3()), ot F_est un polynme en
2 lettres & coefficients rationnels, les dénominateurs de ces aoefficients ne
faisant intervenir que les nombres premiers execptionnels.

, A\J
THEOREME 2+ — Soit p un nombre premier non exceptionnel ; on a alors

FP(X , s P )X - YP) (mod p) .

*ifp qui divise p;

si A, A' sont deux fonctions holomorphes sur E qui peuvent se développer en
-1
2lwp v

Soit > ltunique idéal premier du corps Z engendré par e

séries de Fourier en o
écrirons A= A' (mod ap) si les coefficients de A' — A sont divisibles par ,;9

a coefficients ¥ -entiers dans 2 , nous

(ou, plus exactement, par l'idéallpremier maximal de l'anneau des éléments
A -entiers). On sait que eRiTP™ appartient & ¥ ; si donc s est la
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C. CHEVALLEY

substitution ¢ —> w_l(u T+v) (avec ww=p, O<v<w) , Ona

(%) = j(w-l uv) (mod )9) ¢+ Onaici r=p+1;utilisant les mbmes notations
que dans la démonstration du théortme 1, nous supposerons que u, =1, Wy =P,

v,=1-1,s8 1<i<p, u,=p, w, =1, v, =0 . Soit 6 un ensemble

{11 s ooy ik} de k entiers distincts entre 1 et p + 1 5 81 cet ensemble

contient p+1, ona j(s:l T ) eee j(szik ’C‘)E(J(p’l c))k-l 1 v) ; dans
1
le cas contraire, on a J(Bi ) ees j(s ik r)= (j(p % )) « Le nombre des o
1
qui contiennent p +1 est le coefficiantbinomial (k 1) qui est divisible par
p si k#£1 s P+1 ; 1o nombre des 6 qui ne contient pas p+1 est (i) y qui
est divisible par p si k £ 0, p. Par allleurs » Onaen vertu du premier
théoréme de Fermat, j(p T) =(;]’C'))p , (j(p o )P = J() . I1 vient donc

Hy 1 3(%)) = (3 ()P ; H (J(2)=0 st 1<k<p

S(a)Y 1
HpW(¥D=3(t); B . =@(e)P*

Pypt
d'el ls résultat.

les polynémes F définissent des correspondances sur la droite projective,
qu'on appelle les correspondances modulaires. Il est clair que F (X X)=0

s1 n est carré ; par contre, si n n'est pas un carré, on a F (X X)#0.
Les notations étant les mémes que plus haut, 11 suffit de montrer que si 8 ¢ V ’
la fonction J() - j(8 ¥) n'est pas identiquement nulla. Or, si est tel que
) =3(sT),11yaun s'el tel que s PR =T; come s el ot

comme n n'est pas un carré, s"'1 8 ne pesut 8tre l'identité ; comme I est
dénombrable, J(T) - (s ¥) n'a qu'un ensemble dénombrable de zéros dans E .

2. Classes d'isomorphismes.

Nous désignerons dans ce qui suit par K un corps imaginaire quadratique, par o
un sous-anneau des entiers de K admettant K comme corps des fraftions, par
I 1'algdbre des matrices de degré 2 a coefficients rationnels, par (7 l'anneau
des matrices de #it qui sont & coefficients entiers.

Pour tout élément inversible «

a b
{2)
c d
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MULTIPLICATION COMPLEXE

de M , nous désignerons par S(«) la substitution homographique
¥ (av+b)otea)T,

THEOREME 3. - Soit ¢ un isomorphisme de K sur un sous-corps de AW ; soit x*
1'ensemble des éléments # O de K . Il existe alors un nombre = et un geul du

demi-plan supérieur est invariant par toutes les opérations S( ¢(x)) ,

x ¢k* 3 ‘Q(K*) egt l'ensemble des éléments inversibles, o« de Intels que T
soit laissé five par S(x ) «

Soit x, un générateur du corps K : le polyndme caractéristique de \f(xo) qui
est de degré 2, est égal au polynSme minimal de X, 3 ses racines sont donc
imaginaires, ce qui montre que les points fixes de S( \?(xo)) sont imaginaires }

S( «f(xo)) a donc un point fixe et un seul dans le demi-plan supérieur, soit % e
Si a est un élément inversible de At donné par (2), une condition nécessaire et
suffisante pour que S(&) 1laisse © fixe est que 1l'on ait c‘uz +(d-a)® -b=0.

L'ensemble des matrices dont les coefficients satisfont & cette relation est un
sous-espace vectoriel de dimension 2, soit V , de AN . Comme {1 » xo} est
une base de K, on a tf(K*) ¢V ; comme \f(K) est un espace vdctoriel de
dimension 2, on a ‘f(K) =V,

Le nombre v du théoréme 3 sera désigné par ¢ ( ) .

Si x est un élément inversible de Ft , nous désignerons par J() 1'automor-
phisme intérisur u —» xu o&"l de 1t « 84 det x» 0, 1'opération S(o) transfor=
me le demi-plan supérieur en lui-m8me : on a donc alors

(3) B(T(x) o @) =5(x)ev(p) «

La relation "il existe un ge gtel que det £ =1 et \{": J(e) o \f" est une
relation d'équivalence entre isomorphismes y ot lf' de K sur des sous-corps de
Mt o Nous appellerons classes d'isomorphismes les classes relativement 2 cette
relation d'équivalence. Soit P une classe d'équivalence ; les nombres (<)
pour tous les \feﬁ} sont transformés les uns des autres par les opérations
du groupe modulaire ™ ; les nombres j(T( &p)) pour tous les yed sont donc
égaux j nous désignerons leur valeur commune par j(P) ; j(P) s'appelle
l'invariant de la classe & .

Soit & 1'automorphisme distinot-de 1'identité du corps X : pour tout isomore
phisme ¢ de K sur un sous-corps de Ml , nous désignerons par ¢ 1'isomorphisme
Yoes o S1 9 st une classe d'isomorphismes, les isomorg_hismea ? pour «feé
forpent évidemment une classe, que nous désignerons par ¥ .
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IEMME 1. - Soient ¢ et @' deux classes d'isomorphismes de K sur des sous-
corps de M ; pour que 1'on ait i(P) =3 @') , il faut et il suffit que 1'on
alt ou bien ¢'=P oubien P'=& .

Solent ¥ et (e des remrésentations de <}> et <P respectivement. Si
¢'=¢ (resp. @ CP) , on peut prendre ¢'=1 (resp. ¢'= @) ; dans les
deux cas, on a @(K) = ¢'(K) , d'ob il résulte que T =1t(¢) , j(%) =j @)
Supposons réciproquement que §(P) = j(P') . Alors 7(%") est transfarmé de
¥(g) par une opération du groupe modulaire, donc par une opération S(€) , ou
€ est un élément de déterminant 1 de ( . Remplagant ¢ par J(€) o @ , on
peut supposer que ‘C((f) = ’r(«()‘) 3 il résulte alors du théoréme 3 que (f'(K) = @(K) ,
donc que cr' =fo s, ol s estun automorphisme de K , ce qui achéve la
démonstration du lemme.

On observera que, si @ est un isomorphisme de K sur un sous-corps de an
et x un élément de K tel que ¢(x)€ @ , on a encore ¢'(x) € ¥ pour tout
<?' de la classe de ¢ . Nous désignerons par A llensemble des classes P
d'isomorphismes telles que la condition «€¥P entratine ¢(0) c ®©

Soient é un élément de A s ¢ un représentant de la classe P et « un
idéal de © . L'ensemble ?(0:) engendre un idéal & gauche ®¢(&) dans @ .
Or, on sait que les idéaux & gauche de () sont principaux ; de plus, (7 contient
un élément inversible de déterminant -1 ; il y a donc un élément o e (I tel que
@(f(C() = Ox et det « >0 ; comme Mela) =M, « est inversible dans M,
etona det x >0 ; & est déterminé & la multiplication & gaughe prés par un
élément, de determlnan’o 1de (7 . Posons @'=J(® o gyt onaalars ¢'(0)c @ ;
on effet, oir P« est llensemble des v €M tels que O9a)v= Tav c0;
or, cet ensemble contient ¢(0) , puisque (&) ¢ (0)=(x) . Une fois ¢ et G
donnés, ¢' n'est pas entiérement déterminé, mais sa classe l'est : en effet, si on
remplace & par Eot , ou £ € @ ; det £=1, ' est remplacé par J(€) o (?'.
De plus, pour & domné, la classe de ‘f ne dépend que de P . Posona en effet,
9, =J(6l) o ¥ ou § € v} , detEl_l ; ona tfl(O() =& e(&) 81  ona

done (9‘?1(01) = U« EII; or ona J(« &Il) o @ = ¢' , ce qui démontre notre
assertion. Nous désignerons la classe de (f' par O(«). P

I1 est clair que O((). P =6(d). &
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MULTIPLICATION COMPLEXE

LEME 2, - 0na O(x)e @ # 2.

En effet, soit @ un représentant de la classe € . Si on avait 6(&).® = $ »
11 y aurait un élément inversible x de N tel que (x) = w-f(x)o&'l pour
x € K ; or c'est impossible, cer 11 est bien connu que les représentations L’?
et  de 1'algdbre K sont inéquivalentes.

THEOREME 4. - Soient & un élément do 4 ot « uwniddel de o ; si &= Ou
(avec ueo ), ona 0(x)e® =P ; supposons maintenant que l'on ait

9(e) = ¢K)N® si \feé ; alors, si O(w). =% s & ost engendré par un
élément de ©

Soit ¢ un élément de ¢ . S1 a@ =ou, ueo ,omna dYa)=0e),
det ¢ (u) >0 . Comme P(u) commute avec les éléments de ‘P(K) , 1l en résulte
que 8()e$ = $ . Supposons maintenant que l'on ait ¥(e)= 9(K)nO et
que O(&)ed = $ o Soit x un élément de © tel que Cp(xr) =0 x, dot X >0,
I1 existe par hypothése un élément € de ) tel que det € =1 et
J(¢) o¢=J(x) o ¢ « Remplagant « par €t , on peut supposer que l'on a
J(&) o § = ¢ o Cola signifie que X commute avec tous les éléments de ¢(K) ,
comme Lr(K) est une sous-algébre commutative maximale de M , on a e @(K) ;
soit « = \f(u) yavec ue K, d'ot  (u) € ¢(K)n @ et par suite u eo;
ona @ Lf(cx) =@ u . Nous allons en déduire que &= ©u « SI x € , Ona
d((x) = A¢(u) avec Ae®; 1l en résulbs que Aegp(K) , d'od A= ¢(v), veo,
et x =vu ; on a donc O(:bu, ot b est un idéal de © ;onam\f(b)=(9.
Posons ¢ = ¢(o), b= ¢ (L) ; alors,© est un o -module fini ; soit -
U =03 + ... +0'§r yavec 5, =1 . On a par hypothése des relations de la

T
forme §1=Z;]=1 bij gj ’ bi'J(-_b' 3 soit B 1la matrice (b:ij)’ et soit I 1a

matrice unité de degré r ; on a donc det(I - B). 5, =0 (1<1¢r), ety en
particulier, det(I - B) =0 . Mais il est clair qus det(I - B) est un élément
de 0" qui est =1 (mod b') ; on a donc 1eY , d'ou 1€b.,

Soit o, l'anneau des entiers de K . Alors 9, posséde une base sur 2
A

de la forme (1 , xo) 3 11 en résulte tout de suite qu'il existe un entier f£= 0
et un seul tel que (1 , fxo) soit une base de & ; 1'#déal £ & fo_ s'appelle
le conducteur de ¢ j c'est l'ensemble des x €0, tels que X0, C 0 . En effet,
i1 est clair que fQo C 0 ; soit réciproquement x = a + bxo tel X0, co
come x €o_ ,ona b=0 (mod £) , d'od bx ef et ao Co, dlou

axoe © ot a=0 (mod f) « S1 p est un nombre premier, nous désignerons par
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~Z~P 1'anneau des nombres rationnels dont les dénominateurz ne sont pas divisibles
par p : il est bien connu que .ﬁp [ooj est un anneau A idéaux principaux. Si p

-1
o0 = .
ne divise pas f ,ona f € E.p , d'olt .‘Ep [00] ‘ip[t)] Nous poserons
o, =~§p[o] , (°o)p =..§.p[¢0] « S1 o (resps u,o) est un idéal de © (resp. °o) »

& (respe 0,0) est 1l'intersection des idéaux ¢ o_ (resp. c‘o(oo)p) qu'il engendre
dans les divers anneaux ¢ P (resp. (oo)p) si ©& (resp. q,o) est premier 3 f ,

on peut dans l'assertion précédente se limiter aux nombres premiers p qui ne
divisent pas f . Il en résulte que, si & est un idéal de¢ © premier & §f , et
&, 1'idéal de o, qu'il engendre, on a & = ongy 3 de méme, si & est un

idéal de ¢ o Promler & f, &, ost 1'idéal engendré par xX N0 . S1 & est

un idéal de © premier & ' , nous appellerons norme de . la norme de 1'idéal
&, qu'il engendre dans o ; c'est un entier N(x) premier & f .S41 p

est un nombre premier ne divisant pas £ , la contribution NP(O() de p a N(X)
peut se calculer comme suit ¢ omp est un idéal principal a op , et N () est la
contribution de p au nombre ratiomnel N(a) . Si ¢ est un isomorphisme quelconque
de K sur un sous-corps de I, N(a) est égal & det'q:(a) . Supposons que
({?(O)C @ , et soit O @(U) = @« det « > 0 ; soit (Gp 1'anneau engendré par
"Z“p et @ s utilisant les m8mes notations que ci-dessus, on a Q’Jpa = @ «; ilen
résulte que Np( (X) est aussi la contribution de p & det of. Par ailleurs, si p
divise £, ona (9po(= (QP , 6t det o est premier & p . Puisque detx > 0,
ona N(Q) =det « .

THEOREME 5. — Soit <P une classe appartenant & K , ot soit < un idéal de o
premier au conducteur § ; si n = N(x) ,ona Fn(j(e(m).é) , (&) =0.

Soit ¢ un représentant de la classe $ ; posons T = T(P) . Soit x un é1é-
ment de @ tel que det X >0 , ® (&) =¥ , et soit ' = J(x) o935 ¥
appartient donc a la classe ©(&)s® o Par ailleurs, on a T (¢') =S(X )T
(formule (3)) ; comme det ®x =n, S(x) appartient & [ et Fn(X , J(T)) est
par suite divisible par X - J(S(x)e%) , ce qui démontre le théoréme 5.

COROLLAIRE. - Pour toute classe ¥ d'isomorphismesde K sur des sous~corps

de 3 , J(&) est un nombre algébrique
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MULTIPLICATION COMPLEXE

Soit g‘) un représentant de <$ s et soit © l'anneau des x €K tels quse
tf(x)eiﬂ 3 11 admet K comme corps des fractions. Soit fo son conducteur j il
résulte du théoréme de la progression arithmétique qu'il y a une infinité d'idéaux
premiers g = du premier degré de 1'anneau ©, dos entiers de K qui sont
représentés par des nombres =1 (mod £ o 0) « Soient ¥, 1'un de ces 1déaux
premiers, P = O X, avec x =1 (mod f o ), P le nombre premier

divisible par ¥ et ¥ =0(\:po = 0xj;ona p =H(>p) ot 9(,‘}).’& =2 , Ilen
résulte que Fp(j(é) y 3(2))=0; or Fp(X , X) est un polyndme # O A& coeffi-
cients rationnels (cf. n° 1),

La m8me démonstration montre que l'ensemble des j(&) , pour Pefi, est fini,
ot par suite (en vertu du lemme 1) que £ est fini.

3. Démonstration du théoréme fondamentals

Nous emploierons les m&mes notations que ci-dessus ; on désignera notamment
par o, 1l'anneau des entiers de K et par f le nombre entier »0 tel que
le conducteur de © soit f S P

S1 L est un corps de nombres algébriques, on désignera par E(L) 1'anneau des
entiers d¢ L : si p est un nombre premier, on désignera par E_(L) 1'anneau
engendré par »&p et par E(L) . Rappelons qu'un idéal premier D de E(L) est

dit 8tre du premier degré si tout élément de E(L) est congru modulo rzp 3 un entier
rationnel ¢ si p est le nombre premier appartenant & ;p y les assertions
suivantes sont équivalentes P estdu premier degré : la norme (absolue) de ;‘p
t . a L I3 = E L °
est p ; pour tout r/c,Ep( ),ona n i (mod p( ))

Soit L'/L une extension de degré n de L, et soit P un idéal premier de
E(L) . Un idéal premier P' de E(L') est dit 8tre "au-dessus" de ¢t si P est
contenu dans f_p' o On dit que ;p est complétement décomposé dans L' s'ilya n
idéaux premiers distincts de E(L') au-desssus de P 5 pour qu'il en soit aimsi
il faut et suffit que, pour tout idéal premier $}’ de E(L') au-dessus ds 2) ,
tout élément de EfL') soit congru (mod q)') 3 un élément dé E(L) et que, ds
plus, P ne soit pas ramifié dans E(L') (i.es ZPE(L') n'est divisible par
ls carré d'aucun d'idéal premier).Il n'ya qu'un nombrefini d'idéaux premiersde E(L)
qui soient ramifiés dans E(L') ; si ,EP est un idéal premier du premier degré
de E(L) non ramifié dans E(L') , pour qu'il soit compldtement décomposé, il
faut et il suffit que tout idéal premier de E(L') au-dessus de ZP soit du 9
premier degré. Soit SP un idéal premier quelconque de L ; désignons par L
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la complétion P -adique de L t pour que #X soit complétement décomposé dans
L' , 11 fauf et suffit que l'algdbre Iﬁ) ®L L' soit somme directe de corps
isomorphes & 1KY 3 11 résulte immédiatement de ce critére que, pour que 4 soit
complétement décomposé dans L! , il faut et suffit qu'il le soit dans la plus
petite extension normale de L contenant L' .

La théorie transcendante des corps de nombres algébriques permet d'établir que, si
L'/L est une extension de degré n >1 » 11 y a une infinité d'idéaux premiers
du premler degré de L qui ne sont pas compldtement décompogés dans L! , Indi-
quons rapidement comment on procéde. La fonction 5., du sur-corps est donnée
par 5., (8) = T(1 -*(N(:]')'))-e)-l » le produit étantLe’tendu a tous les idéaux
premiers Zp' de L' s Si on étend seulement le produit aux idéaux premiers du
premier degré de L' qui ne sont pas remifiéspar rapport a L » on obtient une
fonction S'L, qui ne différe de -SI.' que par un facteur qui reste holomorphe
pour 8 =1, or il est chalr quo Sp,(s) = (W(1 - N(q)))"e)"n » Ou le produit
est ici étendu aux idéaux premiers du premier degré :-p de L qui sont complédte=
ment décomposés dans L' . Or, SL' a un p8le d'ordre 1 en s =1 j 1l en est donc
de méme de S'L. 5 per ailleurs, la fonction Tf(l'-(N(p)_e)-l » ot le produit
est meintenant étendu & tous les idéaux premiers du premier degré de L , admet
également un p8le d'ordre 1 en s =1 : il en résulte immédiatement qu'il y a
une infinité d'idéaux premiers du pPemier degré ds L qui ne sont pas complétement

décomposés dans L' .

I1 résulbe de 1 que, si L' et L" sont des extemsions finies de L, L®
étant de plus galoisienne, si presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) les
idéaux premiers du premier degré de L qui se décomposent complétement dans
L" se décomposent complétement dans L' , ona L' CL' 3 en effet, dans le
cas contraire, il y aurait une infinité d'idéaux premiers du premier degré de L
qui ne se décomposeraient pas complétement dans le corps L'i engendré par L' et
L' ; 11 y aurait donc une infinité d'idéaux premiers du premier degré de L
qul se décomposeraient complétement dans L" mais non dans Li' (car, si un
idéal premier ,‘p" de L" est du premier degré, il en est de méme de tous ceux
qui sont au-dessus du méme idéal de L que 710“ s car ils sont conjugués de ”11‘)"
par rapport & L). Or, c'est impossible, car ces idéaux premiers ne se décomposeraient
pas complétement dens L' (un idéal premier P qui se décompose complétement
dans L' et dans L" , se décompose aussi compldtement dans L puisque
n @L L';? et L! ®L Lap sont tous deux des sommes directes de corps isomorphes
2 P y d'od 11 résulte qu'il en est de méme de Lff @ LZP) .
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Rappelons que deux éléments a , a' de K sont dits 8tre congrus 1l'un & 1l'autre
modulo f si leur différence peut se mettre sous la forme bc_1 ou b, c sont
des entiers tels que bef ot que o soit premier & f . Les idéaux principaux
fractionnaires de K qui sont représentables par un nombre u qui est congru & un
entier rationnel modulo f et qui sont premiers & § forment un groupe multipli-
catif que nous désignerons par H . Il résulte de la théorie du corps de classes
qu'il existe une extension abélienne Z de K et une seuls, telle que les idéaux
premiers, premiefs & £,qui sont complétement décomposés dans Z soient exactement
ceux qui appartiennent & l'ensemble H ; 2 s'appelle le corps de classes pour
le groupe H . On notera que les idéaux premiers de H sont les idéaux premiers,
premiers & § ,qui sont engendrés par des éléments de l'anneau © (© se compose en
effet, de deux des entiers de X qui sont congrus i des entiers rationnels modulo
£). Ceci étant, le théoréme fondamental de la multiplication complexe est le

suivant ¢

THEORF\:ME 6. — Le corps de classes Z pour le groups H défini ci-dessus est le
corps engendré par adjonction & K des nombres j($) , pour toutes les classes &
d'isomorphismes de K sur des sous-corps de 11 telles que la condition ¢ ¢ )
entraine (0 )co .

Sofent ¥, , e+s, ¥ les nombres distincts de la forme J(P) , ot $e £3 on
a donc L=K(§1 g ses ,gm) e« Soit A 1l'anneau 00[51 g ese y ‘gm]; il a méme

corps des fractions que L , d'ou il résulte qu'il y a un entier a > 0 tel que
al CE(L) , aE(L)C A ; si p est un nombre premier ne divisant pas a , on a
~va 4) = .Z@[E(L)] « Solent 3 un idéal premier de E(L) contenant p , et soit ?

1'idéal qu'il engendre dans Ep(L) = Nap[E(L)] 3 supposons de plus que 1l'idéal

premier :po de o, contenu dans ? soit du premier degré. Il est alors clair qus,
pour que l'on ait Pz 7 (mod ') pour tout yeEp(L) (1.e. pour que P
soit du premier degré), il faut et suffit que cette condttion soit satisfaite
pour lss nombres Vi =§i (l1<i<mn) . Le produit des normes absolues des nombres
3 ' EJ (1 # j) est un nombre rationnel, dont nous désignerons le numérateur
par a' ; si un nombre premier p ne divise pas aa' , aucun des éléments

3 ' ¥ i (1 #3) n'est contenu dans zp' « Soit P un ensembls fini de nombres
premiers qui contient tous les diviseurs premiers de aa'f , tous les nombres
premiers exeptionnels (cf. n® 1) et qui est tel que, si ¥, estun idéal premier
de o qui est ramifié soit dans Z soit dans L, le nombre premier contenu
dans P, Soit dans P . Soit yp  un idéal premier du premier degré de O o
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tel que le nombre premier p appartenant a 390 ne soit pas dans P ; nous

allons montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que "?o soit
complétement décomposé dans L est que ,xpo appartienne & H , i.ee S0it com-
plétement décomposé dams Z « Il en résultera d'abord, en vertu de ce qui précéde
que L CZ, done que L/K » est une extension galoisienne, et par suite que

2 CL; 1'égalité L =7Z sera ainsi établie. Nous poserons Xx= ¥,No jona
done N()p) =p, et, pour que Yo€ H, 1l faut et suffit que Y soit un idéal
principal de ¢ « Nous désignerons par ',1) 1l'un quelconque des idéaux premiers de

L au-dessus de '?o tona ,ﬁpl:gl y ooy gm] = EP(L) ; nous désignerons par A
1'idéal premier engendré par A dans E (L] . Nous avons 3 montrer qu'une condition

» . P —
nécessaire et suffisante pour que l'on ait ¥ 1 =54 (mod P ) est que X soit
un idéal principal de ¢ .

Soit ® un é1ément de R ; nous poserons T=3(&), ¥'= j(O(;P).@) .0na
denc Fp( T ;) =0 (théoréme 5). Par ailleurs, les coefficients de Fp sont
~dans ,.Ep (théortme 1) et il résulte du théoréme 2 que 1l'on a
(4) (P =g (T -)=0 (mod zY)

4 A3 ENT -%) = mod ) .

Supposons d'abord que 4 soit un idéal principal de ¢ . Il résulte alors du
théoréme 4 que g‘ =Y ; on a donc gpz ¥ (mod %)') . Ceci étant vrai pour
tout de § , :P est un idéal du premier degré ; P, est donc dans ce cas com=-

pletement décomposé dans L .

Supposons maintenant que ¥ ne soit pas un idéal principal de ¢ . Observons
alors qu'il existe au moins un isomorphisme ¢ de K sur un sous—corps de IN tel
que \e(o) = @w(K)n3 . Soit en effet (1, y) une basede © ; si xek,
posons X =a +by , Xy =c +dy ; l'application qui fait correspondre & x la

matrice ( : 3) est un isomorphisme ‘f de K sur un sous-corps de Y . Comme

Yeo sona y(0)C® ; réciproquement, si m(x)e®, a et b sont entiers d'ou
.X€O .« Soit ¥ 1la classe de 1'isomorphisme Y ; elle appartient & .ﬁ' s et on

a e(:p )e® # & en vertu du théoréme 4 ; nous prendrons pour § l'invariant de

la classe que l'on vient de construire. Ona 6(f)e ® # % (lomme 2);i1

en résulte que ¥'= j(e@P ) ) £ ¥ en vertu du lemme 1. Il résulte alors de la

formule (4) qu'il est impossible que 1l'on ait & la fois _§p =% (mod @') et

§.p =% (mod ;p') ¢ cela entradnerait en effet

53 -8 =20 (mod EP‘) ,
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ce qui n'est pas puisque §';€ § ot puisque p ne divise pas a' . On en conclut
que J! n'est pas du premier degré, ce qui achéve la démonstration du théoréme 6.
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