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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1956)

TRAVAUX DE KOCHER SUR LES FORMES MODULAIRES

par Michel HERVE

1, Notationg relatives aux matrices.

Les majuscules rondes (par exemple ‘& pour la matrice-unité) désignent des
matrices & 2n lignes et colonnes ; les majuscubes droites (par exemple E pour
la matrice-unité) des matrices & n lignes et colomnes. Les majuscules grecques
désignent des groupss. Par vecteur, on entendra une matrice & n lignes et 1

colonne.

A' est la matrice déduite de A par symétrie par rapport 4 la diagonale
principale ; |A| est le déterminant de A, & (A) 1la trace de A . Au sujet

2
de la trace, on rappelle :

1° que  6(BAB™) = 6(4) ;

2° qus, si A et B sont symétriques et réelles, A 30 et B>0 =G(AB) 20.

Les lettres S , T, U sont réservées ¢ S aux matrices symétriques entiéres,
T aux matrices symétriques demi-entiéres, c'est-d~dire telles que les éléments
de la diagonale principale et les doubles des autres éléments soient entiers, U

. . . \ qe . , . +
aux matrices unimodulaires, c'est-a-dire entiéres et de déterminant -1 ,

2. Le groupe symplectigue Zn .

Ctest 1e groupe des matrices réelles N, telles que

0 E 0 E
(1) em,( )m:CE .
£ 0 0

Si 1l'on pose
A B
Mo = ,
c D

la relation (1) équivaut a
(1y) A'C - C'A=B'D~D'B=0 , A'D -C'B=F ,

Si M vérifie (1), 9N aussi vérifie (1) et l'ml =1 .
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M. HERVE

Les principaux sous-groupes de Zn considérés par KOCHER sont 3

a. le sous-groupe modulaire M, » formé des matrices entidres M. vérifient (1) ;

be pour chaque entier q , le sous-groupe de congruence I (q) s formé des
Mer, telles que M= & (mod q)e L'index [rn H \'n(q)] est fini § une
récurrence sur n permet de le calculer.

3. les automorphismes symplectiquese.

n(n+l)

Ils opSrent sur le demi-plan généralisé h s partie ouverte de C définie
comme suit ¢ les coordonnées d'un point de h sont les éléments d'une matrice Z
tells que 2' =2 ot ImZ> 0,

Les automorphismes analytiques de h sont les applications
2

A
() Z—-)-m<Z)=r(AZ+B)(CZ+D)-1 ou b= ( B GZ s

ils forment un groupe transitif ; seules les matrices - m définissent ls méme
automorphisme.

On vérifie la Tormule

(3) ‘mlcmz(z» = (I m2)<z>

A B
;jm(Z)=|CZ+D[ avec '?f}’(a:(c D) ,

et, en posant

la formule

e, o

(4) an’ (‘W-2<Z>) W

A chaque matrice %'ez—-n

les fonctions f définies sur hn :

o
peut 8tre associé un opérateur NG k agissant sur

(5) o, £(2) = L1y T 2o, 22>)

ou k est un entier ; lorsque cet entier est fixé, on peut écrire ”.ﬂ’(a au liax
de m’z,k + Avec gette convention, des formules (3) et (4) on déduit

(6) o, (M, £)(2) = (m ) Me,)e(2)
E S

o
Notons qus, pour S entiére et symétrique, "TTC:( \)e rn et N £(Z) = £(Z +8)

0 E
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4, les formes modulaires considérées par SIEGEL [3].

SIEGEL considére le groupe modulaire My et construit dans hn un domaine
fondamental Sn pour ce groupe ; 2 € Sn si les 3 conditions suivantes sont

remplies
A B
1° pour chaque M = 5 el'n , 02 +D| est de module > 1 ;
C
29 1a matrice Im Z est réduite au sens de MINKOWSKI 3] ;
3° la matrice & o 2 a tous ses éléments compris entre :%- .

Une conséquence de ces conditions est que 2 e Sn = InZ> ¢, By, ¢ étant
une constante positive. D'autre part Sn n'est pas borné, car A> 1l => 1AE eSn .

SIEGEL dit que f(2Z) est une forme modulaire de poids k si £(Z) remplit les

3 hypothéses suivantes :

EL‘%Q é1éments do 2

1°sur h , f£(z) est fonction holomorphe des

20 Ner, =¥ ?n%k £(2) = £(2) ; en particulier, f£(Z +S) = £(2) ;

3° £(Z) est bornée sur le domaine fondamental S,

Avec cette définition, il montre ¢

as que toute forme modulaire de poids négatif (resp. nul) est identiquement
mlle (resp. constante) ;

b. en utilisant 1thypothése 3, que, dans le développement de Fourier (normalement

convergent sur tout compact de hn) d'une forme modulaire f(2) ¢

£(2) =¥ a(7) e 5 (T2)
a(l) 0 = 120 ;
c. & 1l'aide de b , que l'espace vectoriel sur C des formes modulaires de poids

k > 0 a une dimension
n(n+l)
0(k )

de 14 résulte, par le procédé classique, que ﬁgﬂ + 2 formes modulaires sont
liées par une relation algébrique isobarique ; les séries d'Eisenstein (analogues
4 celles de Poincaré) permettent de construire E%il + 1 formes modulaires

qul ne sont pas lides par une telle relation.
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5. _Principaux résultats de KOCHER [1] .

Le résultat le plus frappant est que, pour n >1 , lthypothése 3 de Siegel
(fonction bornée sur le domaine fondamental) est une conséquence des deux autres,

non seulement pour les formes relatives au groupe modulaire [ s Igis aussi
n

pour les formes relatives au groupe de congruence r'n(q) o Voici la démonstra-
tion compléte de ce résultat.

LEMME (valable seulement pour n > 1)s = Si l'on a pas T £0 (resp. T =0),
étant donnés les entiers q et m , il existe une matrice unimodulaire U telle
+
que Uz =E (mod q), |U]=1 ot 6(U' TU) >m (resps. € =m) »

51 1'on n'a pas T <0, il existe un vecteur x , & éléments entiers %,y tel
que x' Tx >0 ; soient A la matrice formée de n colomnes identiques & x ,
et D une matri%e réduite & une diagonale principale formée d'entiers di .
Comme & (AD) =i§ di %X, , on peut choisir D £ 0 telle que o (AD) =0 ; ce
choix fait, si 1'on pose U =E + dAD (d entier multiple de q), on a UEZE
mod q), |Vl =1+d6WD) =1 et g(U' T0) =6 (T) +2 do(TAD) + d° & (D°) ux! Ix,

donec U répond & la question dés que d est assez grand.

THEOREME. - Toute forme relative au groupe de congruence rn(q) est bornée

pour Im Z22 cE , quel que soit le nombre ¢ >0 .

lre partiee = Si f(Z) est une forme de poids k relative & rn(q) R
[o]
o, € Fn(q) = Py £(2) =£(2) ; en particulier, pour S entiére et symétrique,
£(z + ¢S)= £(2) , £(Z) est donc développable, et de fagon unique, en série de
Fourier normalement convergente sur tout compact

™) £@) =3 a() o G 5(m)

Ut 0
Si UE:E(mod a) 'Tm,z( -l) el’n(q) 3 sienoutre |U] =1 s Jan(Z),E1,
donc

Uz ZE (mod q) et |U] =1 =» £(U' 2U) = £(2) ;

alors, par suite de l'unicité du développement (7),

U= ) (mod q) et |U] = l% a(Ut TU) = a(T) .

Dtautre part, (7) donne en particulier
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(71) 2UE) = X a(m) o (- 2T (@)

et ce développement doit 8tre absolument convergent ; mais, d'aprés le lemme, si
pour une matrice T ona a(T) £0 sans que T» 0, (7') a une infinité de
termes de modules > |a(T)| , @e qui est absurde. Ainsi, dans (7),

a(T) #0 =T >0 .
2e partie. - Etant dommé ¢ >0, pour T3>0,

ImZ>cE =>In 6(T2) > In ¢(TicE) ,

donc, pour Im Z > cE , le terme général du développement (7) est majoré par le
terme général du développement de f(icE) ; comme celui-ci est absolument conver-
gent, f(2) est bornée pour Im Z > cE « Le théoréme est établis

La convergence normale de (7) pour Im Z > cE permet aussi de montrer que
£(Z) a une limite finie quand Z s'éloigne a 1'infini dans certaines conditions
précises : par exemple qmand un élément diagonal zii" de 7 a une partie réelle
fixe et une partie imaginaire tendant vers + @ , tandis que tous les autres
éléments de Z sont fixes ; la limite est fonction holomorphe des éléments de

Z qui n'appartiennent ni & la i-iéme ligne, ni & la i-iéme colonne.

6. Autres résultats de KOCHER [1 et 2] .

Les propriétés a et c¢ ci-dessus, établies par SIEGEL pour les formes relatives
au groupe modulaire \"n , sont étendues sans difficulté aux formes relatives au

groupe de congruence \'n(q) .

D'autre part, soient f(Z) une forme relative a l"n(q) et R une matrice
symplectique rationnelle ; choisissons l'entier p(®) de maniére que p R et

-1 . ‘s
p®™ soient entidres, et posons

9" = p(@®)TF : e r(at) = AmR™ e 7, (a)
donc, d'aprés (6),

Me T () DM R 0)C) = @) -

Ainsi & £(Z) est une forme relative a I n(q') s et le théoréme ci-dessus peut
lui 8tre appliqué, ainsi que le développement (7) (avec q' & la place de q)

portant seulement sur les T2 0 »
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Dans [2], étant donnée une forme f£(Z) relative & I n(q) , on étudie la

famille ‘f obtenue en considérant, pour chaque matrice symplectique rationnelle

G

o (2, O
lim Q@&f (ou Zléh_l);
3+ © 0 iy n

d'aprés oe qui précéde, cette limite existe pour chaque R , et c'est une fonc-
tion de 2, holomorphe sur h _, « C'est méme une forme relative & r;;—l (q')

Lorsque toutes les fonctions de \y sont identiquement nulles, KOCHER dit que
£(Z) est une "Spitzenform". Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
en soit ainsi est que, dans le développement (7) de chaque & £(z) ,

a(T) #0=>T >0 .

Enfin un produit scalaire est défini dans l'espace des Spitzenformen de poids

donné .
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