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Séminaire BOURBAKI
(Février 1956)

EXTENSIONS RESOLUBLES DES CORPS DE NOMBRES ALGEIBRIQUES

par Dominique RUYER

(d'aprés K. IWASAWA [1])

Premiére partie : les problémes de plongement

1. Soit K/k une extension galoisienne finie, G un groupe fini, N un sous=
groupe normal de G, @ wun isomorphisme de r =G/N sur le groupe-de Galois
G(K/k) « On cherche une extension galoisienne finie L/k contenmt K/k P11
un isomorphisme ¥ : G —» G{L/k) , tels que le diagramme

L = §F —> ¢ —TF—1

Lo

1 = 6(L/K) = 6(L/k) = 6(K/k) =>1

soit commtabife On notera par P(K/k , G/N, ) 1le probléme, par (L, V) sa
solution.

On utilisera dans la suite les procédés de réduction suivants

1°Si G=> [ se décompose en G —» re r s 1l suffit de savoir résoudre les

probldmes correspondant 3 G—»T' et F'—> T

2° Si on a le diagramme commutatif (?1 sur)

o I oq
oo
G(K'/k) —> G(K/k)
avec K< K!' , on peut déduire de toute solution de P(K'/k , G'/N!' , \f') un solu-

tion de P(K/k R G/ , \f) « On peut choisir un K' contenant une extension finie
séparable donnée E/k , et prendre N' QN .

Soit G un groupse fini, et soit N un sous-groupe normal de N , abélien élé=~
mentaire (gtest-i~dire d'exposant p). T = o/N opére dans N par les automor-
phismes intérieurs. Si on choisit une base de N , on en déduit une représentation
o =—+E(6') de r par des matrices sur le corps Zp « On a alors ls
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IEMME 1. - Soit 6 ~>c(¢) une représentation de degré 1 de r dans Zp 11
existe G' et N' finis tels que

o « N' est normal abélien élémentaire dans G!

B+ 11 existe un homomorphisme de G' sur G induisant un isomorphisme de G!/N?
sur G/N (on identifie alors G!'/N' et G/N).

Y. Il existe une base de N' , telle que la représentation ¢ —> B(6) = o(¢ )-lr(o')
provienne d'une représentation B(s) & coefficients entiers, réduite mod p «

Nous ne donnerons pas ici la démonstration. Voir [1].

Soit R 1l'algébre de I~ sur Zp , [ opérant sur R par multiplication a
gauche. Soit N le I ~groupe, somme directe de n copies du I -groupe (additif)
R.S1 G estune extension de N par r, Gn est décomposé.

LEMME 2. - Si l'extension G de N par I est décomposée, il existe, pour un
entier n convenable, un homomorphisme ¢y de Gn sur G , induisant un isomor-

phisme de Gn/Nn sur G/N .

————

La démonstration est facile (voir [1]).

2, On fixe le corps de base k et un nombre premier p différent de la caractéris-
tique de k , et on considére des problémes P(K/k , G/, ) , pour lesquels
N est un p~-groupse.

On peut alors supposer que N est abélien élémentaire (car il existe une suite
N = Moo :>Mn =e, Mi normal dans G, Mi-l/Mi abélien élémentairs) et

quse K contient 3% , racine primitive p-iéme de 1l'unité.

Si on pose %f= jc(f) (6eG(K/k) , o(6) € Zp) , on se raméne 3 un probléme
P(K/k , G/N , ¢) tel que

o+ N est abflien élémentaire d'ordre pr

AB. K contient §

Y+ La représentation ¢ —93(0‘—1) K(6) de G(K/k) = U provient d'une représen-
tation B(s) = (b_i.(ﬁ' )) & coefficients entiers, réduite mod p (Pour une base
() +ee u2) de N‘; (on identifiera souvent ( = G/N et G(K/k)) . Soit Ve e
produit direct de r copies du groupe multiplicatif K de K . On fait opérer r
dans VK par
r bij(6)eo

§=(gy oo ¥y - B> =( T 3, )

j=1
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EXTENSIONS RESOLUBLES DES CORPS DE NOMBRES

si ees Y, Sont les caractdres de N dans K définis par ‘ﬂ,l(ui) =3,
}‘i(ujs =1 (1 #3), et si on pose, pour u €N, X(u) = (j\l(u) s vee Xr(u))

alors u —» 7\(u) est un I -homomorphisme do N dans Vi o

Soit alors ¢ —x,€G un systéme de représentants de T dans @, et soit
uo, le systeme de facteurs correspondant. Alors, j\ P = }\(u ¢ ,’t) est un

Z-éocycle de T dans VK .

S1 L est une solution do P(K/k , G/N, ¢) , on définit de mlme un G-groupe
VL y produit de r copises de Lm' VK considéré comme Gegroupe est sous

G-groupe de V; , c'est le groupe des éléments de V; fixes par N .

Comme K contient § et que L/K est abéliemme d'exposant p , la théorie ds
Kummer montre qu'il existe des éléments f; «eo B p do L, tels que

/3‘11"1= Xi(u) (u €N) et quo L=K(p oo A,) + Si on pose A= (A --./312 €V
ﬁu"l = Q) (weN).si s€aG, ﬂs"l € Vg « En particulier, si on

on a
xo‘-l ~1

pose y. [ » Yg€Vyg,on aalors X‘f;)"t= Xo’ﬂ: s clest-a-dire Y =dYy .

On a Xp=1 , donc si on pose 9= xp, ona d% =1 . Si on pose

K= ﬁp"' ("(1 ""’(r) y X '1= ﬁi, on a a(u-l =1 pour tout u €N, donc
o(evx ° Enfin, on a 5‘6 '—'D( = ’ donc S= dx .

Comme A ess P, engendrent L sur K, &3 e &, sont p-indépendants
dans Km mod Kg .
Inversementy si K, Yy &, X = (o «oo X r) ont les propriétés précédentes,

P
le corps L = K(ﬁl oo /er) (,51 = \/o(i) et un isomorphisme convenable ¥ ds
G sur G(L/k) donnent une solution ds P(K/k , G/N » ¥) on a donc

IEMME 3+ - Pour que P(K/k , G/N , 9) vérifient o, Ps ¥ alt une solution,
il faut et il suffit qu'on ait les relations
P
A=day , Y =§=d« , X = () oo o(r)
les «, ¢tant p-indépendmnts dans K =~ mod KL ,

n
comme dans le lemme 2, K contenant T . On voit facilement que P(K/k , Gn/Nn ' ¥)

vérifie les conditions o, /G s ¥ ¢ De plus, l'extension G, de Nn étant décom-
posée, on peut prendre X PRy =1 , On obtient alors
)

Soit maintenant un probléme P(K/k , Gn/Nn ’ ?) sy G et Nn étant définis
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LEMME 4. - Pour que P(K/k , G /N, ) ait une solution (§€K) , il faut
et i1 suffit qu'il existe dans Km n éléments Ky vee &y tels que les
W (1 £i€n, 6eG(K/k)) soient p-indépendants dans K, mod kP,

Soit alors P(K/k , G/N, ) un probléme dans lequel l'extension G de N est
décomposée, N abélien élémentaire d'odre pr » On peut se ramener & un probléms
P(K'/k , G!/N, @), K'=K(<g), llextension G' do N &tant encore décomposée.
Le lemme 2 réduit finalement le dernier probléme au type P(K/k , Gn/Nn » 9"

La démonstration du lemme 2 montre qu'on peut prendre n = r . On obtient

IEMYE 5. - Soit P(K/k , G/, ), N sbélien élémentaire d'ordre P,
l'extension G de N étant décomposée. Pour que P ait une solution, il faut et
il suffit qu'il existe dans KI:] (K = K(S)) r éléments (>(l cer X, tels
que les «5(1€1<r, geG(K'/k)) soient p-indépendants dans K! mod kP,

3¢ On considére maintenant des problémes P(K/k , G/N , p) tels que ek, ot
que G soit un p-groupe (p # caractéristique k).

I1 existe alors une suite de sous-groupes normaux de G

N:MOD Xy )Mn-:e ’

telle que Mi—l/Mi soit cyclique d'ordre p . On peut donc supposer que N est
cyclique d'ordre p . Les représentations A(s) , c(o¢) et B(s) sont alors
triviales, et Vi s'identifie au [ -groupe Km . Le probléme vérifie donc les
conditions o« , A& , ¥ du paragraphe 2.

Si N=4dY , }\p =1 entrafne que $= ¥¥ est un l-cocycle, donc &= du
puisque le premier groupe de cohomologie de Galois est nule Si o(,ng , le probléme
a une solution. Si «€ KII; , l'extension G de N est décomposée, et G est
produit direct. Le probléme revient 3 trouver 2Z/k -cyclique de degré p , telle
que KNZ =k,

On dira que k est p-trivial, si HZ(G ’ Km) = 0 pour toute extension galoisien=-
ne K/k telle que G = G(K/k) soit un p=-groupe.

THEOREME 1. - Soit p premier et soit k tel que Sek « Pour que tout
P(X/x , G/N, \f) ait une solution, G étant un p-groupe, il faut et il suffit
que

ie k soit p~trivial.

ii. km/k}:l soit un groupe infini.
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Suffisances = On peut supposer N cyclique d'ordre p . i l'extension G n'est
pas décomposée, l'sxistence d'une solution est assurée par i., puisque )ﬂ est un
coborde S1 G est produit direct, on a & construire z/k cyclique d'ordre
P, 2NK =k, co qui est possible grice & la théorie des Kummer, en vertu de
ii.

Nécessitée - iie résulte de la théorie de Hummer, en prenant G abélien élémene—

taire d'ordre pn s n arbitrairement grand.

Soit K/k une p-extension, et soit § un 2-cocycle de Galois de. K/ « On
démontre qu'on peut supposer gp =1 , Si on prend pour N 1le¢ groupe W des
racines p-iémes de 1 dans k , et pour G 1l'extension de N par G(K/k)
définie par le systéme de facteurs < PR on peut choisir le générateur de N
de sorte que f, attaché & P(K/x R /N , Lf) cofncide avec ; « P ayant une
solution, i. est démontré.

4+ On considére encore p et k comme précédemment. On démontre alors que

THEOREME 2. - Tout problime P(K/k!' , G/N, ) , oi N estun p-groupe, a une
solution pour toute extension finie séparable k' de k , si k a les propriétés 3

I, Pour toute extension K/k galoisienne finie et tout n »1 , il existe
%y eeo x, dans K tels que les o(ai-' (21 <n, se€c(k/k)) sojent p-indé-

pendants dans Km mod lg?) .

IIp Toute extension finie séparable do k est p-trivials.

Supposons d'abord que k ait les propriétés Ip ot IIp. I1 en est de méme de
toute extension finie séparable k' de k . Soit P(K/k! , G/N ’ \f) un probléme
du type du paragraphe 2. On montre que les restrictions de x a4 tous les gq-groupes
de Sylow F’q de T =0G/N sont triviales (pour q = p , cela résulte du fait
que le probléme, restreint a I"P s a une solution d'aprés le théoréme 1). Il en
résulte que )( est un cobord, et par transfert de rq & [, on obtient
§=dy , YP=8=dx .

On peut modifier & de maniére que ses composantes deviennent p-indépendantes
dans K_mod Kg + Le lemme 3 montre alors que P(K/k' , G/N, ¥) a une solution.
Pour la réciproque, supposons que tout probléme du type précédent ait une solu-
tion. On prend d'abord un probléme du type P(K/k , Gn/Nn » ) + Le lemme 4
montre alors que k a la propriété fﬁp.
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Soit k'/k finie séparabls, et solt 3 un 2-cocycle d'une p-extension K'/k .
Si §' est le 2=cocycle de K'(f)')/k » image de g par l'homomorphisme canonique
H(G(K'/k) , K) -—>E’(G(K'(?5)/k) , K'(S)) , 1;‘es't; de mfme ordre que % , donc
d'ordre p:k « Mais la restriction ¥ de ¥' au p-groupe de Sylow G(K'( 35)/k'( %))
de G(K'(3Z)/k') est triviale par le théordme 1. € est donc trivial, et k =
bien la propriété IIp .

5+ On considére des problémes P(K/k , G/N, \¢) , ob N est un p=groups, k
étant de caractérisatique p .

On a une théorie analogue & la précédente, avec les simplifications suivantes
(on utilise les groupes additifs des corps).

a. la représentation B(g) définie au paragraphe 2 peut &tre considérée comme
représentation dans k , ce qui rend inutile la réduction du lemme 1.

be La cohomologie de Galois dans Ka (groupe additif) est triviale.

On pose ;P(x) =x - x , *\(Ka) = {’Ap -, heKa}

On a alors 3

THEOREME 1, = Soit k de caractéristique p >0 . Pour que tout P(K/k s G/N, £f)
ait une solution, G étant un p-groupe, il faut et il suffit que Ka/ :p(xa)

soit infini.

THEOREME 2's+ = Pour que tout P(K/k', GAV, \v) ait une solution, N étant un
p-groupe et k' une extension finie séparable de k , il faut et il suffit que
k ait la propriétd

II'J Pour toute extension galoisienne finie K/k et tout(n 21, il existe n
éléments oy ees K, dans K, tels que les éléments oy (1 =1<n, cea(kik))
soient p-indépendants dans K, mod ‘%)(Ka) .

Soit alors P(K/k , G/N , ) tel que N soit résoluble., Il existe une suite
N=M D..2M =6, M invariant dans G, Mi_l/Mi étant un p-groupe. On

a alors ¢

THEOREME 3. ~ Pour que tout P(K/k' , G/N, ‘f) ait une solution pour tout k!
extension séparable de k , et tout N résoluble, il faut et il suffit que k

ait les propriétés Ip et IIp pour tout nombre premier différent de la caractéris-

tique de Xk , et aussi la propriété I sl k est de caractéristique q » O .
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Deuxiéme partie : Les groupes de Galois

1. On considére des classes S de groupes finis (qu'on appellera S-groupss) telles
que

o « Tout sous-groupe d'un S-groupe est un S=groupe ;

P Tout quotient d'un S—groupe est un S-groupe ;

Ye Ie produit direct de deux S-groupes est un S-groupe. On peut prendre pour S

la classe des groupes finis résolubles, ou nilpotents.

On étend ensuite la notion de S-groupe, en appelant S-groupe compact tout grou-
pe compact limite projective de S=-groupes finis. Si S est la classe des groupes
finis résolubles (resp. nilpotent) un S-groupe compact n'est autre qu'un groupe ré-
soluble (respe milpotent)au sens de la théorie des groupes topologiquess

Soit F 1le groupe libre engendré par un ensemble dénombrable de géné-
rateurs {xl vee X ...} . Soit {M} l'ensemble des sous-groupes normaux M de
F, tels qu¢ N contienne tous les générateurs sauf un nombre fini, et que F/M
soit un Se-groupe fini. Soit M= Me?M} M , 5i on prend {M/Mo} comme systéme
fondamental de voisinagesde l'unité dans F/Mo s le complété F(S) est un S-
groupe compact, séparable et totalement discontimu, appelé la S-complétion de F .

On epnsidére maintenant des problémes analogues aux problémes de plongement
considérés dans la premiére partie.

Soit U un groupe compact totalement discontimu, et soit U un sous-groupe
ouvert normal de U . Soit G un groupe fini, et soit N un sous-groupe normal
de G . Soit enfin ¥ un isomorphisme de G/N sur U/V .

On cherche un sous-groupe ouvert normal W( C V) et un isomorphisme ¥ de G
sur UM s tels que le diagramme.

1= ¥ =3 G =a/N—y1
Lol
13V > UM T/ a1

soit commutatif. Le probléme précédent est le probléme de reldvement P(U/V s G/N ,3)
et le couple (W, &) en est la solution.

On démontre alors (assez facilement) le
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THEOREME 4e = Soit S une famille ds groupes finis (vérifiant xpY) st soit
F(S) la S-complétion de F « F(S) est un S-groupe séparable et compact, et
tout probléme P(F(S)/V, GV, &) a une solution pour tout S-groupe fini G
De_plus, F(S) est déterminé, 3 un isomorphisme prés, par ces propriétés.

On a également le résultat suivant (qui ne caractérise pas F(S)).

IEMME 6 = Tout S-groupe séparable compact est un quotient de F(S)

2. Un extension galoisienne K/k finie ou infineest appelée S-extension, si
G(K/k) est un S~-groupe (fini ou compact). L'extension composée de toutes les
S-extensions finies de k dans sa fermeture algébrique &L est la S-extension
maximale 2— de k « Toute S-oxtension de k dans £ est sous-extension de 2= o

Considérons alors le probléme de plongement P(K/ , G/N , \f) ou G estun
S-grouge fini (donc K C ) et le probléme ‘de reldvement P(U/V , G/N ,&@) ob
U = GE k) , tols que V=GE—/K) et que le diagramme ci-contre soit commtatif.

G(K/k) I1 est facile de voir que toute solution de
G /N/‘P/’ T 1'un donne une solution de 1l'autre. On en
N déduit :
u/v

THE OREME 5¢ = Soit k un corps, et soit S une famille de groupes vérifiant

xXs P ¥ Alors le groups de Galois G(Z/k) de la S~extension maximals P

de k st isomorphe & F(S) , si et Seulement si G(Z/k) est séparable, et si
tout probléme P(K/k , G/N , x() a une solution pour tout S-groupe fini G .

COROLLAIRE. - Soit k un corps vérifiant les conditions du théoréme 3, et tel

que le groupe de Galois G(Z/k) de l'extension résoluble maximale de k soit

séparable. Alors G(Z/k) est isomorphe & la complétion résoluble de F .

3. Un corps de nombres algébriques sera dit essentiellement abélien, s'il est
extension abélienne d'un corps de nombres algébriques fini. Toute extension finie

d'un corps essentiellement abélien est encore essentiellement abélienne.

LEMME 7. - Un corps de nombres algébriques essentiellement abélien k a la

propriété Ip du théoréme 2 pour tout nombre premier p ¢ pour toute extension
galoisienne finie XK de k et tout n3>l , il existe n éléments OC; eee X
tels que les «y (L&1€n, 6€G(K/)) soient p-indépendants dems K mod K .
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On voit facilement qu'on peut supposer que K/k est l'extension composés de
deux extensions disjointes k/ko abéliennse, ot KC‘/k0 finie, (ko corps algébrie-
que fini) et que S€K

De plus, il suffit de démontrer que si H/Kp est un sous-groupe fini de K /K
il existe deKm tel que les o(‘ o‘eG(K/k) , soient p-indépendants mod H .

Soient 'g 1 % des éléments de Km engendrant H sur Kg « On peut suppo-
ser quo K = contient F; ... gs ot T .

Soit P une place finie de K telle que les PS (seG(K/k)) soient distinctes
P étant premiére avec p et les é{ (P existe, car 1l existe une infinité de
places de k. complétement décomposbes dans K, )e Soit E une extension finie
de K contenue dens K , telle que (E : Ko) solt une puissance de p et que P
soit compldtement ramifiée dans E . Si N(P) est la norme absolus de P s on sait
que (E : K) dlvise N(P) -1 . (E: K,) étant borné, on le supposera maximume

Soit Q 1la place (unique) de E au-dessus de P . Les QF (s e G(K/A)) sont
distinctes. Si Vy st la valuation exponentielle normalisée correspondant a QY ’
11 existe X #0 dans E tel que vq(o(‘)zl , vﬁ.((x ) =0 (6;‘ T) o

1 w ¢ H (z =Zmo_o‘, m, entier), on a o gl oo '§ ,6 » PEK

oy entier, et ,6p e E . Comme TEE , E(/&)/E est triviale ou cyclique de degré
p o Dans le dernier cas, Q% ntest pas ramifide dans E(B) , et vg se prolonge

s

& E(p) en gardant des valeurs entiéres.
2y
Alors vd(o( ) —Zei vo.(gi) + pvo,(p) » Comme vd(o(z) =n_, ot vo,(‘gi) =0,
onabien mg=0 (p)

Soit k wun corps de nombres algébriques, comtenant toutes les racines de l'unitd.
I1 résulte de la théorie du corps de classes que le deuxiéme groupe de cohomologlg
de Galois de toute extension galoisienne de k est trivial. En particulier, k a
la propriété IIp » du théoréme 2 pour tout p .

On obtient alore

THEOREME 6. - Soit k pn corps de nombres algdbriques fini, k 1'extension

abélienne maximale de k s &t Z 1'extension résoluble maximale ds k o Le

groupe de Galois G(Z/k) est_isomorphe & la complétion résoluble de F

(La théorie du corps de classes donne G(k/k ) , mais on ne connait pas la struce

ture de 1'extension G(Z/k ) de G(Z/k))
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Dans le cas fonctionnel, on obtient d'une maniére analogue @

THEOREME 7e = Soit k un corps de fonctions algébriques d'une variable sur un
corps des constentes k_ dénombrable et algébriquement fermé, et soit S 1'exten-

sion résoluble haximale de k . Le groupe G(z/k) est isomorphe 4 la complétion
résoluble de F .
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