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EXTENSIONS RÉSOLUBLES DES CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par Dominique RUYER

(d’après K. IWASAWA [1])

par Dominique RUYER

Séminaire BOURBAKI
(Février 1956)

Première partie : les problèmes de plongement

1. Soit K/k une extension galoisienne finie, G un groupe fini, N un sous-

groupe normal de G ~ ~ un isomorphisme de r = G/N sur le groupe’de Galois

G(K/k) . On cherche une extension galoisienne finie L/k contenant K/k ~ et
un isomorphisme -~ : G -~ G~~L/k) ~ tels que le diagramme

soit commutatif. On notera par P(K/k , G/N , 03C6 le problème, par (L , 03A8 ) sa

solution.

on utilisera dans la suite les procédés de réduction suivants

1 ° Si G --~ r se décompose en G --~ r~-~-~ ~’ ~ il suffit de savoir résoudre les
problèmes correspondant à G -~ f ~ et ~’ --~ ~ .

2 ° Si on a le diagramme commutatif (’f1 sur)

avec Kc Kt , on peut déduire de toute solution de P(K’/~c ~ G~/N~ ~ ’f) un solu-

tion de P(K/k , On peut choisir un K’ contenant une extension finie

séparable donnée E/~c ~ et prendre N’ ~ N .

Soit G un groupe fini, et soit N un sous-groupe normal de N ~ abélien élé-
mentaire (n’est-à-dire d’exposant p). r = G/N opère dans N par les automor-

phismes intérieurs. Si on choisit une base de N ~ on en déduit une représentation
03C3 ~ A(03C3’) de r par des matrices sur le corps Z . On a alors le



LEMME 1. - Soit 03C3 ~ c(03C3) une représentation de degré 1 de r dans Z .11

existe G’ et N’ finis tels que 

°-°°°° -°’°°-- P -

N’ est normal abélien élémentaire dans G’

/~. Il existe un homomorphisme de G’ sur G induisant un isomorphisme de 
sur G/N (on identifie alors G’/N’ et G/N).

y. Il existe une base de telle que la représentation ~ 2014~ B’(~) = ?()" ~*(~)
provienne d’une représentation B(r) à coefficients entiers, réduite mod p .

Nous ne donnerons pas ici la démonstration. Voir 

Soit R l’algèbre de r sur Z , r opérant sur R par multiplication à

gauche. Soit N le 0393-groupe, somme directe de n copies du r -groupe (additif)
R . Si G 

n 
est une extension de N 

n 
par r, G 

n 
est décomposé.

lEMME 2. - Si l’extension G de N par r est décomposée~ il existe, pour un

entier n convenable J un homomorphisme 03C61 de G sur G , induisant un isomor-

phisme de G /N sur G/N .

La démonstration est facile (voir [l]).

2. On fixe le corps de base k et un nombre premier p différent de la caractéris-

tique de k , et on considère des problèmes G/N ~) ~ pour lesquels
N est un p-groupe.

On peut alors supposer que N est abélien élémentaire (car il existe une suite

=e~ M. normal dans G , abélien élémentaire) et

que K contient 5 , racine primitive p-ième de l’unité.

Si on pose ~= ~~ (~"~ G(K/k) , ~(~r) e Z ) ~ on se ramène à un problème
tel que

~ . N est abélien élémentaire d’ordre p
~. K contient ’5

Y. La représentation o"2014~-?((F ) ~((f) de G(K/k) = F provient d’une représen-
tation B(o*) = (b...(f)) à coefficients entiers, réduite mod p (Pour une base

(u....u~) de N (on identifiera souvent r=G/N et G(KA)) Soit V le

produit direct de r copies du groupe multiplicatif K de K . On fait opérer r

dans V~ par



Si )Bi *’* X r 
sont les caractères de N dans K définis par Xi(ui) = 03B6 ,

=1 (i ~ j) , et si on pose, pour u = (X1(u) , ... , Xr(u))

alors u 2014~ Y~(u) est un F -homomorphisme do N dans V~ .
Soit alors (f ~ x 03C3~ G un système de représentants de r dans G , et soit

le système do facteurs correspondant. Alors, X03C3,03C4 = X(u03C3 ,03C4) est un

2-cocyole de r dans VK .
Si L est une solution do ~) ~ on définit de même un G-groupe

produit de r copies de L . VK considéré comme G-groupe est sous

G-groupe de c’est le groupe des éléments de VL fixes par N .

Comme K contient 03B6 et que L/k est abélienne d’exposant p , la théorie de

Kummer montre qu’il existe des éléments 03B21 ... 03B2r de L , tels que

Xi(u) (u 6N) et que L = K( 03B21 ... 03B2r) . Si on pose 03B2 = (03B21 .../3J 
on a 03B2u-1 =  (u) N) . Si s ~ G, 03B2s-1 ~. En particulier, si on

= ~~ 
pose 03C3 = 03B203C3-1 , 03C3~VK , on a alors 03C3 03C32 -103C303C4 = X03C3,03C4 , c’est-à-dire X = d .
On a Xp = 1 , donc si on pose S= p , on a = 1 . Si on pose

o. = ~ = ... ~ ~) ~ ~ 
= ~ ~ on a ~"~ = 1 pour tout u ~N ~ donc

Enfin, on a 03B403C3 = 03B103C3-1 , donc S== d .

Comme A ... ~ engendrent L sur K ~ pc.... ~ r sont p-indépendants
dans K mod H-, .

Inversement, si X, , 03B4 , 03B1 = (03B11 ... 03B1r) ont les propriétés précédentes,

le corps L = K(/)~ ... ~ ) (~ = B/T?D et un isomorphisme convenable  de
G sur G(L/k) donnent une solution de G/N ~ ~ ) on a donc

LEMME 3. - Pour que vérifient ~ ~ ait une solution.
il faut et il suffit qu’on ait les relations

les oci étant p-indépendnnts dans K mod KP .
Soit maintenant un problème P(K/k ~ 1~~ ~ n et Nn étant définis

comme dans le lemme 2, K contenant 03B6 . On voit facilement que P(K/k ,
vérifie les conditions o( ~ ~C3 ~ ~ , De plus, l’extension Gn de Nn étant décom-

posée! on peut prendre X 6~ ,~ ~= 1 . On obtient alors



LEMME 4. - Pour ue ait une solution ( ~ E K ) ~ il faut
et il suffit qu’il existe dans Km n éléments p(1 ... tels que les

soient p-indépendants dans K mod K .

Soit alors P(K/k , G/N ~ ~) un problème dans lequel l’extension G de N est

décomposés~ N abélien élémentaire d’odre pr . On peut se ramener à un problème
P(K’/k , G’/N , ~’ ) ~ K’ = K( 5) , l’extension G’ de N étant encore décomposée.
Le lemme 2 réduit finalement le dernier problème au type P(K/k ~ 
La démonstration du lemme 2 montre qu’on peut prendre n = r . On obtient

LEMME 5. - Soit P(K/k , ) ~ N abélien élémentaire d’ ordre pr ~
l’extension G de N étant décomposée. Pour ue P ait une solution, il faut et
il suff it qu il existe dans Km (K’ t = K ( ~ ) ) r éléments o(1 .. , tels

que les soient p-indépendants dans K~ mod 

3 , On considère maintenant des problèmes P(K/k , G/N , p ) tels que 03B6~k , et
que G soit un p-groupe (p t caractéristique k).

Il existe alors une suite de sous-groupes normaux de G

telle que soit cyclique d’ordre p. On peut donc supposer que N est

cyclique d’ordre p. Les représentations T(~) ~ ?(~) et ?(o’) sont alors

triviales y et V., s’identifie au r -groupe Le problème vérifie donc les
conditions o( ~ ~ ~ ~ du paragraphe 2.

= d03B3 , ~p = 1 entraine que 03B4 = 03B3p est un 1-cocycle, donc 03B4 = d«

puisque le premier groupe de cohomologie de Galois est nul. Si c~K" ~ le problème
a une solution. Si l’extension G de N est décomposée, et G est

produit direct. Le problème revient à trouver Z/k cyclique de degré p ~ telle

que K n Z = k .

On dira que k est p-trivial, si K ) = 0 pour toute extension galoisien-
ne K/k telle que G = G(K/k) soit un p-groupe.

THEOREME 1 . - Soit p premier et soit k tel que -c~k . Pour que tout
ait une solution, G étant un p-groupe, il faut et il suffit

que

soit p-trivial.

ii. soit un groupe infini.



Suffisance. - On peut supposer N cyclique d’ordre p . Si l’extension G n’est

pas décomposée, l’existence d’une solution est assurée par i., puisque 1( est un
cobord. Si G est produit direct, on a à construire Z/k cyclique d’ordre

p ~ Z n K = k ~ ce qui est possible grâce à la théorie des Kummer, en vertu de
ii.

Nécessité. - ii. résulte de la théorie de Hummer, en prenant G abélien élémen-

taire d’ordre n arbitrairement grand.

Soit K/k une p-extension, et soit y un 2-cocycle de Galois de. On

démontre qu’on peut supposer p = 1 . Si on prend pour N le groupe W des

racines p-ièmes de 1 dans k ~ et pour G l’extension de N par 

définie par le système de facteurs ~ s ~ ~ on peut choisir le générateur de N

de sorte que ~ attaché à P(K/k , G/N , 03C6) coincide avec § . P ayant une

solution, i. est démontré.

4. On considère encore p et k comme précédemment. On démontre alors que :

THEOREME 2. - Tout problème P(K/k’ , G/~1 ~ ~ ) ~ où N est un p-groupe, a une

solution pour toute extension finie séparable k’ de k a les propriétés t

Ip Pour toute extension K/k galoisienne finie et tout n;. 1 , il existe

03B11 ... dans Km tels que les «1 (1 ~ i ~n , soient p-indé-
pendants dans I~ mod K~ .
II Toute extension finie séparable de k est p-triviale.

Supposons d’abord que k ait les propriétés 1 et II . Il en est de même de
toute extension finie séparable k’ de k . Soit ~) un problème
du type du paragraphe 2. On montre que les restrictions de ~ à tous les q-groupes
de Sylow F de F = G/N sont triviales (pour q = p , cela résulte du fait

que le problème, restreint à r, a une solution d’après le théorème 1). Il en
résulte que £ est un cobord, et par transfert de ~’ à r , on obtient

_ _d b ~ 
9

On peut modifier o( de manière que ses composantes deviennent p-indépendantes
dans K mod Le lemme 3 montre alors que P(K/k’ ~ ~) a une solution.
Pour la réciproque, supposons que tout problème du type précédent ait une solu-
tion. On prend d’abord un problème du type lemme 4

montre alors que k a la propriété § .



Soit k’/k finie séparable, et soit un 2-cocycle d’une p-extension K’/k .
Si ~’ est le 2-cocycle de K~( ~ )/k ~ image de ? par l’homomorphisme canonique
H(G(K’/k) , K) -~~(G(K(~)/k) , K~ ( )) ~ b’ est de même ordre que g , donc
d’ordre pk. Mais la restriction ’511 de Si au p-groupe de Sylow G ( K~ ( ~~/k ( 
de G(K~(~ ~/k~) est triviale par le théorème 1. ~ est donc trivial, et k a

bien la propriété IIp .
5. On considère des problèmes P(K/k ~ GIN, Bf) , où N est un p-groupe, k

étant de caractérisatiqne p .

On a une théorie analogue à la précédente, avec les simplifications suivantes
(on utilise les groupes additifs des corps ).

a. la représentation B(6) définie au paragraphe 2 peut être considérée comme
représentation dans k ~ ce qui rend inutile la réduction du lemme 1.

b. La cohomologie de Galois dans Ka (groupe additif) est triviale.

On pose

On a alors 1

THÉORÈME 1’. - Soit k de caractéristique p > 0 . Pour ue tout y)
ait une solution, G étant un il faut et il suffit aue 

soit infini .

THÉORÈME 2’. - Pour qus tout 03C6) ai t une solution, N étant un

p- rou e et k’ une extension finie séparable de k , il faut et il suffit que
k ait la propriété

Pour toute extension galoisienne finie K/k et tout n  1 , il 
éléments oCl ... oCn dans tels que les éléments 03B103C3i (1 i  n , 03C3~G(K/k))

soient p-indépendants dans Ka mod 

Soit alors P(K/k , tel que N soit résoluble. Il existe une suite

N = ... ~ Mn = e ~ Mi invariant dans G ~ Mi-~/Mi étant un p-groupe. On

a alors :

THÉORÈME 3.... Pour que tout P(K/k’ , G/N , 03C6) ait une solution pour tout k’

extension séparable de k , et tout N résoluble il faut et il suffit ,que k

ait les propriétés I et IIp pour tout nombre premier différent de la caractéris-
tique de k , et aussi la propriété Iq si k est de caractéristique q 7 0 .



Deuxième partie : Les groupes de Galois

1. On considère des classes S de groupes finis (qu’on appellera S-groupes) telles
que

~. Tout sous-groupe d’un S-groupe est un S-groupe ;

fi. Tout quotient d’un S-groupe est un S-groupe ;

y. In produit direct de deux S-groupes est un S-groupe. On peut prendre pour S

la classe des groupes finis résolubles, ou nilpotents.

On étend ensuite la notion de S-groupe, en appelant S-groupe compact tout grou-
pe compact limite projective de S-groupes finis. Si S est la classe des groupes
finis résolubles (resp. nilpotent) un S-groupe compact n’est autre qu’un groupe.r é-
soluble (rosp. nilpotent) au sens de la théorie des groupes topologiques.
Soit F le groupe libre engendré par un ensemble dénombrable de géné-

rateurs {x1 ... xn ...} . Soit {M} l’ensemble des sous-groupes normaux M de

F , tels que M contienne tous les générateurs sauf un nombre fini, et que F/M
soit un S-groupe fini. Soit Mo = ~ M~{M} M , Si on prend comme système

fondamental de voisinages de l’unité dans F/M , le complété F(S) est un S-

groupe compact, séparable et totalement discontinu, appelé la S-complétion de F.

On opnsidère maintenant des problèmes analogues aux problèmes de plongement
considérés dans la première partie.

Soit U un groupe compact totalement discontinu, et soit U un sous-groupe
ouvert normal de U . Soit G un groupe fini, et soit N un sous-groupe normal
de G . Soit enfin § un isomorphisme de G/N sur U/V .

On cherche un sous-groupe ouvert normal W( C V) et un isomorphisme ~’ de G

sur U/~f 9 tels que le diagramme.

soit commutatif. Le problème précédent est le problème de relèvement P(U/V ~ G/N ~~~
et le couple (W, ~-) en est la solution.

On démontre alors (assez facilement) le :



THEOREME 4. - Soit S une famille de groupes finis (vérifiant et soit
F’(S) 1a, S-complétion de F. F (S ) est un S-gçojpp, séparable et compact. et
tout problème p(F(S)/v, GIN, el) a une solution pour tout fini G.

De plus. F(S) est déterminée à un isomorphisme près. par ces propriétés

On a également le résultat suivant (qui ne caractérise pas F (S)).

LEMME 6. - Tout S-groupe séparable compact est un quotient de F (S ) .

2. Un extension galoisienne K/k finie ou infinie est appelée S-extension, si
G(Kjk) est un S-groupe (fini ou compact). L’extension composée de toutes les
S-extensions finies de k dans sa fermeture algébrique ~- est la S-extension

maximale ZI de k . Toute S-extension de k dans sous-extension de ~ ,
Considérons alors le problème de plongement G~N ~ ~) où G est un

S-grouge fini (donc K et le problème ’de relèvement P(U/V , G/N , 03A6) où

U = G (~I‘k ) , tels que V = et que le diagramme ci-contre soit commutatif.
Il est facile de voir que toute solution de

llun donne une solution de l’autre. On en

déduit :

THEOREME 5. - Soit k un corps, et soit S une famille de rou es vérifiant

B  Alors le groupe de Galois G(~-/k) de la S-extension maximale ~-

de k est isomorphe à F(S) , si et seulement si G (03A3/k) est sé p arable . et si

tout problème p(K/k, GIN, lf) a une solution pour tout S-groupe fini G.

COROLLAIRE. - Soit k un corps vérifiant les conditions du théorème 3, et tel

que le groupe de Galois G(~-/k) de l’extension résoluble maximale de k soit

séparable. Alors G ( ~--/k) est isomorphe à la complétion résoluble de F.

3. Un corps de nombres algébriques sera dit essentiellement abélien, s’il est
extension abélienne d’un corps de nombres algébriques fini. Toute extension finie

d’un corps essentiellement abélien est encore essentiellement abélienne.

LEMME 7. - Un corps de nombres algébriques essentiellement abélien k a la

propriété I du théorème 2 pour tout nombre premier p : pour toute extension

galoisienne finie K de k et tout il existe n éléments ... 03B1n
tels que les a ~ (1 ~ i ~. soient p-indéendants dans K mod Kp ,



On voit facilement qu’on peut supposer que K/k est l’extension composée de
deux extensions disjointes k/k abélienne, et finie, (k corps algébri-
que fini) et que 

De plus, il suffit de démontrer que si est un sous-groupe fini de 

il existe ~~ tel que les o~ soient p-indépendants mod H .

Soient ?~ ... ? des éléments de K engendrant H sur K~ . On peut suppo-
ser que K contient ~i ’" ~ et r .
Soit P une place finie de K telle que les P~ (~eG(K/~c)) soient distinctes

P étant première avec p et les t~ (~ existe, car il existe une infinité de
places de k complètement décomposées dans K ). Soit E une extension finie
de K contenue dans K , telle que (E : K ) soit une puissance de p et que P

soit complètement ramifiée dans E . Si N(P) est la norme absolue de P , on sait
que (E : Ko) divise N(P) - 1. (E : K~) étant bornée on le supposera maximum.

Soit Q la place (unique) de E au-dessus de P. Les (reG(KA)) sont
distinctes. Si est la valuation exponentielle normalisée correspondant à Q~
il existe ~ 0 dans E tel que v ( X~ ) = 1 ~ v~( = 0 ( ~ ~ ~) ~
Si ~~ H (z =Hm~~ ~ entier), on a «~ = j~ ... 

e~ entier, et ~ ~. E . Comme est triviale ou cyclique de degré
p . Dans le dernier cas, Q tr n’est pas ramifiée dana E(~8 ) ~ et se prolonge
à E ( ~ ) en gardant des valeurs entières.

Alors Comme v~(~)=m~,et v~(~i)=0,
on a bien m 0 (p) .

Soit k un corps de nombres algébriques, contenant toutes les racines de l’unité.
Il résulte de la théorie du corps de classes que le deuxième groupe de cohomologie
de Galois de toute extension galoisienne de k est trivial. En particulier, k a

la propriété du théorème 2 pour tout p.

On obtient alors

THÉORÈME 6. - Soit k pn corps de nombres algébriques fini k l’extension

abélienne maximale de ko , et 03A3 l’extension résoluble maximale de k . Le

groupe de Galois G(03A3/k) est isomorphe à la complétion résoluble de F .

(La théorie du corps de classes donne G(k/ko) , mais on ne connaît pas la struc-
ture de l’extension de 
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Dans le cas fonctionnel, on obtient d’une manière analogue :

THEOREME?. -Soit k un corps de fonctions algébriques d’une variable sur un

corps des constantes k dénombrable et algébriquement fermé et soit 03A3 l’exten-

sion résoluble Maximale de k. Le rou e est isomorphe à la complétion
résoluble de F .
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