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Séminaire BOURBAKI
(Déoembre. 1955)

TRAVAUX DE MALGRANGE
SUR LES QUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES.
par Jacques DIXMIER.

1, Notations.
Les notations () , (', & , &' sont celles de SCHWARTZ.

ﬁm (m entier > 0) : espace des fonctions complexes sar i qui sont locale-—
ment de carré intégrable ainsi que leurs dérivées jusqu'a l'ordre m , avec la topo=
logie de la convergence compacte dans I? des fonctions et de leurs dérivées jus—
qu'a l'ordre m .

‘j{? : sous-espace des éléments de LT & support dans le compact K ; ™ :
espace des éléments de L" a support compact, avec la topologie limite inductive
de celles des J(E . Les j‘:; sont des espaces hilbertiens.

L™ (resps K™) : dual fort de :Km (resps L£™) . Les é1éments de [
sont les distributions sur R° sommes de dérivées d'ordre & m de fonctions loca=-
lement de carré intégrable. Les éléments de H ™ sont les distributions de Vi

a support compact.

Soit O un ouvert de i + On emploie les notations @0 s ey '5‘5,’3 pour les
espaces (0, see , F" relatifs a la variété O . Soit X un compact do K° .
On emploie les notations @K s oo ,jfllg pour les sous-egpaces de (Jd , «.e , "
formés des éléments 2 support dans K .

) A
SL 0 est un ouvert de K- , on désigne par 0 1la réunion de 0 et des com=

posantes connexes compactes de R -0.

2, Théorémes principaux.

Dand tout 1'exposé, D est un opérateur différentiel d'ordre m > 0 sur R° ’

soit
Jiteeo4]
Z . S 1 n
jl+ see +jn$m jl see jn 31 ln )
axl ...axn

et on envisagera uniquement (dans cet exposé) le cas om les 8 ,,.j. Sont des
1.‘.

fonctions analytiques de Xy oeee sy X e
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J. DIXMIER

D opére dans (9 , dans B sy etce, ot D est appelé opérateur de Petrowski si,

quels que soient X g oeee g X, la condition

PR
n

. R a, . (x ‘ee =

Jpteser mm Jpeeedy ( 17 ’ xn) ‘gl gn ©

(ot '51 ’ '52 p oo -Sn sont des nombres réels) entratne gl = eee = gn =0,
On sait (JOHN, PETROWSKI, et article ultérieur deMALGRANGE) que D est alors
elliptique (resp. analytique-elliptique), iie. que (si Df = g) f est indéfini-
ment différentiable (resp. analytique) sur tout ouvert ou g l'est. En outre, f

"k
L™ dans tout ouvert oui g appartient a f.k « On désignera

appartient a
par D' le transposé de D , qui est un opérateur différentiel de Petrowski, et
par HD(O) le sous-espace de &0 formé des solutions de Df = 0 dgns O (0 étant

un ouvert de Rn).

Soit D un opérateur différentiel de Petrowski.

THEOREME 1. - DLX = 5T, e =8, 10 =@.

THEOREME 2. - Soit 0 un ouvert de H® .
.81 0=0, toute £ €H)(0) est linite dans & do g € H(F) .
A

b. 81 O #0, il y a des £ qui mettent cette propriété en défaut.

3. Démonstrgtion du théoréme 1.

L. IEMME 1. - Pour tout compact H de i sy D est un homomorphisme de 5{2
o
dans :KH .

S{g ot ‘}{g sont des espaces hilbertiens ; nous désignerons leurs normes par
H “o et || “m' Ecrivons D = Dl + D2 s Ou D1 est un opérateur différentiel
homogéne d'ordre m et ou D, est d'ordre & m -1 . Tout opérateur différentiel
d'ordre p est continu de 3’1% dans %gdp y et 1l'injection canonique de 3{11{
dans 3{; est complétement continue d'aprés un raisonnement classique du genre
Ascoli ; ceci prouve que D2 est complétement continu. Pour étudier D1 s Sup~

posons—le d'abord & coefficients constants. Effectuant la transformation de

Fourier ﬁ » et posant S?f =F,ona

iq. J
W) (ol =x\fF— ajlmjngll...gnn F(;l,...,gn)lzdgl...dgn.

;]1+...+jn=m

Puisque D, est homogéne et de Petrowski,
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

5 oo
= “jl-..Jns’il-'-fi“lZ > e T 15" 5217

Jjteset) = Jpteeet) =
Alors, (1) donne, en revenant & £ 3

2
Hle“ 0 2 K" :jl*'"'ﬂn:m“a 3 I

et lo second membre (ou plutdt sa racine carrée) est équivalent & la norme Il Iln
(les normes quadratiques des dérivées d'ordre { m se majorant & l'aide des normes
quadratiques des dérivées d'ordre m). On a donc IlDlrIIO; ky “fllm , et des pro=
priétés classiques dans l'espace hilbertien prouvent elors que D =D, + D, est
un homomorphisme (et m8me que son noyau est de dimension finie, propriété qui
permet d'étudier les opérateurs différentiels sur les variétés compactes). Lors-
que D1 n'est pas a coefficients constants, on opére en gros comme cecl : pour
tout a €H , 1l existe un voisinage V de a tel que, pour des fonctions &
support contenu dans V N H, l'opérateur D, -31 (ot ’51 est 1l'opérateur obte-
nu en remplagant les coefficients de D, par leurs valeurs en a) soit de norme
erbitrairement petite ; on peut donc appliquer les résultats précédents & D, dans
VAH ; on passe ensuite du "local® au "global" (i.e. 3 H tout entier) par des

partitions de 1l'unité).
2. DLE-Cm® o k0.
Comme il s'agit d'espaces de Fréchet, il suffit de montrer que :
a. D' s KB KK oot injectir
be D! K2 oot formé dans 'H¥

Or, si f eH™E ot Dif=0 , f est analytique & support compact, donc nulle,
d'ou (a) (notons, pour plus terd, 1l'importance de la non-compacité de ). Pour
prouver (b), il suffit (théoréme de Banach) de prouver ceci : si B est une
partie faiblement compacte de ‘S&k s, BNAD 5’\m+k est faiblement fermé. Or, les,
distributionsde B ont leurs supports dans un compact fixe K ; et, si B € 8'

ost telle que D! H alt son support dans K, tg est analytique dans B -K et
mulle hors d'an compact, donc identiquement nulle dans les composantes connexes

non ’x:elativement compactes de B -K s donc f‘ a son support contenu dans

H=K . Brer, BNDH™ =pnp I | ot 11 sufit do montrer que D' G
ost fermé dans nek « Or, un petit raisonnement de topologie générale montre

que H est compact ; d'autre part, D! 'S{g"k =D! ’J{gnﬁl}; ; lo lemme 1 achéve

alors la démonstration.
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J. DIXMIER

3. D L¥ o gkm pour tout k , et D& =¢§.

]!
D .Ck C &k""‘ est clair. Toute g € Lk_m est dans Q¥ pour k' assez granddono

de la forme Df avec une distribution f (d'aprés 2.).

Comme D est de Petrowski, fg& Lk « Raisonnement analogue pour DE = & .

4o DB = .

Soit fe@®. Localement, f est d'ordre fini donc dans un Lk o D'aprés 2.,
il existe un recouvrement ouvert localement fini (Oi) de i et des gie
tels que Dg, =f dans 0y « Soit (a(i) ute partition de 1l'unité indéfiniment
différentiable subordonnée & (Oi) s et considérons la distibution h =3 & 18 ¢
On va montrer que f - Dh€ & » ce qui, avec 3., achévera la démonstration. Or,
dans O, , f—Dh:Dgi—thD(Z: a(j(gi -gj)) , ot, dans oir\oj ,
D(gi - gj) =f~-f=0, dong g ~ & est indéfiniment différentiable.

4. Démonstration du théoréme 2.

Soit O un ouvert de i .

1, Supposons O =6 « I1 faut montrer quetoute £ € HD(O) est limite dans
(‘(fé) de g € HD(Rn) « Par dualité, il fgut montrer ceci : soit ve \“,Io or=
thogonale & Hp(R") ; alors, M est orthogonale & f « Or, ) est dans l'adhé-
rence de D! &’ , 8t D! ®' est fermé d'aprés le théoréme 1 (car D: & — &
est surjectif, donc est un homomorphisme). Donc il existe Hﬁs' tel que V= D'H .
D'aprés un raisonnement déja fait, H est nulle dans les composantes connexes
non compactes de R° - 0 , donc Heﬁb . Alors,

(r, ) = (D't* » £ =<rh DE>=0.
2, LEME 2. - §, et ¥ induisent la méme topologie sur H(6) .

Sinon, 11 existeralt une suite de £, € H(0) qui tendraient vers O dans
‘&o mais non dans ‘6/5 » Soit K wune partie ouverte et compacte de P-0
telle que les fi ne tendent pas vers O dans € OUK * D'aprés le théoréme dugra-
phe fermé,(HD(O U K) étant un sous-espace fermé & la fois dans les espaces de
Fréchet % (0 UK) et L°(0WK)), les £
?)UK e En multipliant au besoin les fi par des constantes, on peut supposer
la suite Y bornée dans LSUK
f’o ux ¢ donc aura un point adhérent £ dans &OUK e Onaura Df =0,

££0 ’ i‘(—:@R » ce qul est absurde puisque D est de Petrowskl .

ne tendent pas vers O dans

+ Elle sera alors bornée dans l'espace de Montel
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

3. Supposons 0O # ) « Soit X wune partie ouverte et compacte de -0 , non
vide. Soient x€ K , et & la mesure de Dirac en x » Il existe (théordme 1)
f,€0 vérifiant Df, = 5 + La restriction f de f; & O est dans HD(O) .
Supposons que f soit prolongeable en f el (0) . Soit 0 CK u0 un voisinage
de K , Alors, la restriction de £ - £ a Ol est une distribution h a sup-
port compact dans K et vérifie Dh Sx 3 donc le support de h se réduit a
X , de sorte qu'on ne peut avoir Dh = Sx » On a donc fabriqué une (0)
qui n'est pas prolongeable en fonction de H (0) « Supposons alors que f soit
limite dans 30 do g € HD(Rn ) « Alors, en vertu Gu lemme 2, les g  conver~
gent dans %6 » donc f est prolongeable en une fanction de HD(O) . Cette absurdité

achéve la démonstration.

5¢ Généralisatione

Soit £2 une variété analytique réelle de dimension n , comnexe, orientée,
démombrable & 1'infini, Soient V; et V, des espaces fibrés analytiques réels,
de base £ s & fibre vectorielle (sur C) de dimension p . Dans ce qui précéde,
onavait Q=R , V, =V, =K xC ,

lfg(vl) (resp. (Q(Vl)) sera l'espace des sections indéfiniment différentiables
& support quelconque (resp. compact) de V, .

Pour définir (V;) , (O'(V,), il faut introduire 1'espace £ibré V! dual de
V, » qul sera ici défini de la matidre suivante : en tout point xe £2 ol la
fibre de V, est F , cellode V] est Fi@ R [, » F! étant l'espace dual
de Fx et r X étant l'espace des covecteurs tangents & SL en x . (Les change=-
ments de carges se définissent de maniére évidente). Alors, si £ (resp. f') est

une section continue de V1 (resp. V{), l'application canonique
Fe oLy, AT)— AT

en chaque point x permet de construire une n~forme sur 2 qu'on pourra intégrer
sur £2 si elle est (par exemple) a support compacte. On voit ainsi que g(V )
apparaft comme une partie du dual de @(V ) , donc qu'on généralise la situation
habituelle en définissant l'espace @(V ) des distributions comme le dual de
@(V') « On pose de mdme E,(V ) = (‘&V'))' « On définit successivement, par ana-
logie avec le cas de R x C , les espaces S (v. Vs EH“‘(V ) (m 30), puis
L), ) .

Soit D un (V; , V,) opérateurdifférentiel d'ordre m > O : tout x ¢ O
posséde un voisinage O qui s'identifis par une carte a un ouvert 3 de H° N
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J. DIXMIER

V, et V, s'identifiant au-dessus de 0 & T xcP 3 alors, au-dessus de O ,
D s'identifie & un opérateur
jl+...+;)n
)
peedn 3 3,
Jl+-o.+Jn ém 1 naxll'..a}cnn

ou les aj j sont cette fois des matrdces & p lignes ot p colonnes, dont
1!.. n T —-
on supposera les coefficients analytiques.
D opére de @(V ) dans Q(V ) , de '6(V ) dens ‘&(V ), stc.

D est appelé opérateur de Petrowsld si (avec les notations précédentes) quel

que soit (x1 s eee y X ) €% » et quels que soient les nombres réels non tous

nuls §1 s ese En , lamatrice
J
J (x1 9y sse x ) 51 XX ;nn

est de rang p (condition indépendante des cawtes choisies). Alors, les théorémes

,'rn"‘o . .+;)n=m

1 ot 2 restent vrais pour £} non compactes Les méthodes précédentes se généralisent
sans difficultég. Il faut utiliser D' , qui est un (Vé , Vi) opérateur différen-
tiel. (Pour Q compecte, le théoréme 1 est faux, le théoréme 2 reste vrai, mais

2a o3t alors trivial).

6. Corollaires,

1. Soit ) une variété analytique complexe connexe & 1 dimension complexe
(= surface de Riemann). On a donc n = 2 . Prenons V =£x C . les formes de tyw
pe (0, 1) surStsont les sections d'un espace fibré V, de base € . L'opé-

rateur f —340f = of dz est un (Vy 5V, ) opérateur différentiel de Petrowskl.
Jz
Les solutions de d"f = 0 sont les fonctions holomorphes sur Ll . Donc

COROLLAIRE 1 (Behnke-Stein). - Soient L une surface de Riemann non compactes
0 un ouvert de {l. Pour que toute fonction holomorphe dans O puisse 8tre appro-
chée par des fonctions holomorphes dans .Q., il faut et 11 suffit que O = (6} .

On déduit aisément de 1a que ¢ toute surface de Riemann non compacte est une

variété de Steine.

2. Soit L) une variété analytique réelle non compacte, munie d'un d32 analy-
tique, positif non dégénéré. Soit VP 1'espace fibré sur £l des p-covecteurs
tangents. On a \@,(vp) =¢P » ospace des p-formes différentielles & coeffie-
clents indéfiniment différentiables. le laplacien A =dd +9dd estun (W, )
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

opérateur différentiel de Petrowski. Le théoréme 1 va alors entrafner le

COROLLAIRE 2, -~ La cohomologie de {2 peut se calculer & 1l'aide des formes différen-
tielles & coefficients analytiques.

a. Soit x ¢ §p telle quen do& =0 . Montrons que o est d~homologue & une
forme & coefficients analytiques. Ona & = (d 0 + 0 4) ﬁ v bdﬁ = «', et &' véri-
flo Ax'=d00dapfp+0dx'=ddx'=3d& =0, dtod notre assertion.

be Soit X € @p , & coefficients analytiques, vérifient o =4 S avec ﬂf??&
Montrons que X est d-bord d'une forme & coefficients analytiques. On a
B=(ad+34d)y ,dmc x=daddy =d/8’ ; ot Ap':dabdb/ +ad/3'=ao< 3
comme O & est & coefficients analytiques, /‘3' est & coefficients analytiques.

Le corollaire résulte alors du théoréme de de Fham.
Le mBme résultat vaut pour les variétés kihlériennes non compactes.

7. Noyaux élémentaires.

Nous nous placerons uniquement dans le cas de i (mais on peut généraliser
sans peine au cas des espaces fibrés & fibre vectorielle sur une variété).

Rappelons qu'on peut identifier canoniquement &(@ ’ @‘) ’ &a® s 6t 1lles=
pace des distributions sur R® x R® . Cette identification est telle que, si
Nel(®,®) s'identific 2 N € '3 ®, (Do 1)V s'identific & DN, ot
(1 @ D')N; s'identifie & ND . Un élément de LG ,R) oude @'s @ s'appelle
un noyau. I1 est dit noyau élémentaire & droite (resp. & gauche) de D si, pour
toute *f€®, ona DE @ =\ (resp. ED Y = ‘f) ; i1 est dit noyau élémentajre

2

bilatére do¢ D s'il est noyau élémentaire & gauche et & droite.

THEOREME 3, - Si D est de Petrowski, D posséde un noyau élémentaire bilatére.

a. Soit O un ouvert relativement compact de R° « On a vu (lemme 1) que D!
(complexe conjugué de D') est un homomorphisme de U”t',%- dans ’J{% . Cet homomorphisme
est évidemment injectif. Son adjoint hilbertien : (¥ %)! - (:Y\.%l)l , est un
homomorphisme surjectif, donc T -8- et ‘J{% étant hilbertiens) admet un inver—
se & droite F ; il existe une injection canonique de @0 dans (’J‘E%)i , donc
1a restriction de F a (9 o ©st un noyau élémentaire & droite de¢ D su-dessus
de O .

, be On & (théortme 1) D& = & . Donc, si F est un espace de Fréchet,
De1)(G8F) = e F (grice au fait que B est un espace de Fréchet). On en
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déduit, gréce 2 (a), que (D 1) (@' eF) = B eF (de mbme qu'on a déduit
D& =M de D& =% aun® 3, 4.). Soient (0;) un recouvrement localement
fini de R" par des ouverts relativement compacts, (Oi) un recouvrement plus

fin avec 0} < 0, » (o(i) une partition de 1'unité subordonnée & (Oi) y By une

fonetion de 630 égale 3 1 sur 0% , Ei un noyau élémentaire i droite dans Oi .
i

Notons ﬁi 1l'application g —> /Sig de @' dans 66 . Ceci posé, soit
i

£e®'S F . Posons g = (Einl)(/giol)f.Dans Oiﬂo‘%:O-}Lj » 85 - g est

dans (' 1 8F et virifie (D®1) (gi - gj) =0 , dong (grédce 3 1l'ellipticité
de D et a la théorie des espaces nucléaires) est dans 60' 2 F . Soit
h = :‘xi g, s f-0De 1)h est indéfiniment différentiable, car, dans 04
f-{Deldh = (Del):o(j(gi—gj) .
Donc il existe hj € B8 F vérifiant (D e 1)hy =f -~ (Del)h, d'oh lo résultat.
ce On a en particulier, d'eprés b., (Do 1)(W8 %)= R8s %. Or, le noyeu
identique I appartient a L (@,0)clh(®,¢e)= ®% € . Donc 11 existe
E,€ R8% tel que (Do 1)E; =1 . 0n va déterminer un noysu E' tel que
(1) (De 1)Et =0
@) (QaD)E' =I-(1eD)E .
Alors, E, + E' = E gera le noyau élémentaire bilatére cherché.
Or, le 2¢ membre de (2) vérifie (De 1)(I - (L e D')E)=(Del)I~(1eD)I=0
D'aprés les propriétés des espaces nucléaires, I - (1 ® D')E1 € Hp o' . Comme
Hy est un espace de Fréchet, le résultat de (b) montre qu'il existe E! € Hp a®
vérifiant (1 @ D')E' =I ~ (1 8 D')E; d'oh le résultat.
COMPLEMENT au théoréme 3 : tout noyau élémentaire bilatdre E de D est dans

) Py ®, ot dans ('@ ¥ (ce qu'on traduit en disant que E est régulier), et, en
tant que distribution sur B x & » est analytique en dehors de la diagonale.

En effet, pour ‘feQ, on a D(E‘P) =¥ , donc E‘Peg. l?onc E(®)CE , ot 1e
théoréme du graphe fermé montre que EE€ L ((,% ) = €4 (. D'autre part, le
transposé de E est un noyau élémentaire bilatére de D' , donc appartient &

% 8@, donc E€M & .Enfin,ona (Del+1eDI)E=2I,ct Dol +1 gD
est un opérateur différentiel de Petrowskl & coefficients analytiques sur

B x §® 3 coome I a pour support la diagonale de B x R? s la derniére assertion
en résulte.
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