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Séminaire BOURBAKI
{Décembre 1954)

\
ANNEAUX D'ADELES D'APRES IWASAWA

par Paul JAFFARD

1. PF-corps, adéles et ideéles.

On dit qu'un corps K est un PF-corps s'il est un corps algébrique de degré fini
(cas algébrique) ou une extension algébrique du corps ko(t) des fonctions rationnel-
les & une variable & coefficients dans un corps (commutatif) k (cas fonctionnel).

Le PF-corps K sera dit spécial s'il est un corps algébrique ou si, dans le cas fonc-

tionnel, ko est un corps fini.

K étant un PF-corps, nous aurons & considérer l'ensemble des valuations de XK (qud,
dans le cas fonctionnel induisent la valuation triviale sur le corps ko)' Nous éeri-~

rons ces valuations sous la forme multkplicative.

Soit v wune telle valuation : on désigne par KV le corps complété de K pour la
topologie déduite de cette valuation et par —Kv le corps résiduel correspondant dans

le cas o v est une valuation non archimédienne.

Si v est une valuation archimédienne, il existe un isomorphisme ¢ de Kv sur le
corps R ‘des nombres réels ou le corps C des nombres complexes. Si & tout élément
x € K on fait correspondre la valeur absolue |o”(x)| dans le cas ou K, est iso-
morphe 3 R et le carré |o (x) |2 dans le cas ou Kv est isomorphe & C , on voit
que cette correspondance définit une valuation de K équivalente & v qui sera dite

valuation normale.

Si v est une valuation non archimédienne, le corps résiduel -Kv est un corps fini
dans le cas arithmétique et une extension algébrique finie de ko dans le cas fonc-

tionnel. On associe & la valuation v 1la valuation équivalente w ainsi définie :
1) 8i K est un PF—corps spécial, on pose

_ -ordvx

w(x) = (nombre des éléments de Kv)

2) Si XK est un PF-corps non spécial, on choisit une fois pour toutes un nombre

e = [c [_K-v : kOJ]-ordvx

W sera encore dite valuation normale.

c>1 et on pose :
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K étant un FF-corps, on consideére 1'ensemble de toutes ses valuations

v
les et K K X X e )L ¢l
orma. = = .
n es et on pose L v et KL KVL
On voit alors que si x est un élément de K , tous les nombres v x) (LeI)

sont égaux & 1 sauf un nombre fini et que l'on a :
l I Vi x) =1
LEI
C'est la formule du produit d'Artin-Whaples [2] . ARTIN et WHAPLES ont montré en

outre la réciproque de cette propriété. Plus précisément : Si on se donne un corps K

et un ensemble (VL)LGI de valuations non équivalentes sur K tel que pour tout
x € K les valeurs YL (x) soient égales 2 1 sauf un nombre fini d'entre elles et
que 1l'on ait l l vk (x) =1 alors K est un PF-corps et les valuations (v L)L £1

Lel

(élevées s'il le faut & une puissance convenable) sont toutes les valuations normales

du PF-corps K .

Soit une famille (G L)LEI de groupes topologiques séparés et pour chaque + € I
un sous-groupe invariant ouvert H{ de G, et G 1le groupe (non topologique) pro-

duit direct ‘E l G¢ - Solent G' et H les sous-groupes de G ainsi définis :
Le 1
xEQ 2 x€EH, pour tous les L €I sauf un nombre fini.

x €H 2 x €H pour tous les LEI.

G' sera dit produit direct local [4] des G relativement aux H_ s'il est mu-

ni de la topologie suivante (compatible avec sa structure de groupe) :

On munit H = ’ él H_ de la topologie du produit direct et on prend comme systé-
L
me fondamental de voiéinages de 1'élément neutre dans G'!' un systéme fondamental de

voisinages de 1'élément neutre dans H . On définit de méme le produit direct local

des anneaux topologiques (A L )LE 1 relativement & des sous—anneaux ouverts
BLC A ¢
K étant un PF-corps et (vL) LET 1'ensemble de ses valuations normales, on

désigne par O 1'anneau des entiers de K si v, est non archimédienne et on

pose O =K  si v est archimééienne. On appelle alors anneau des adéles de K

le produit direct local des anneaux KL relativement aux sous-anneaux O . Les
éléments de cet anneau A sont appelés adéles. Si a € A on pose pour tout L &£ I :

v (@ =v _(ag) -
On appelle idéles les éléments inversibles de 1'anneau A . Nous désignerons par
J 1le groupe multiplicatif des idéles qui sera muni de la topologie suivante :

J ut &tre considéré comme un groupe d'automorphismes de A si on associe &
pe p
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tout a € J 1l'automorphisme x - ax de A . Par suite J est un groupe topologique
5'il est muni de la topologie de Birkhoff [4] . Un systéme fondamental de voisinages
de 1 dens J est constitué par les sous-ensembles W(C , U) tels que :

a€EW(C , U 2{ -ax,x-a-lxélU; vxéC}

C parcourant les parties compactes de A et U 1les voisinages de O dans A .
On peut voir que cette topologie est celle définie par WEIL [9] :

Soit U le groupe des unités du corps K L si v est archimédienne, U = le
groupe multiplicatif K L= c* (des éléments non nuls de K ) si v est archimé-
dienne complexe et U, = le groupe des nombres réels positifs si v est archimé-
dienne réelle. Alors J est le produit direct local des groupes K*L relativement
aux sous-groupes UL .

Cette topologie n'est pas celle introduite par CHEVALLEY ([5]). Les propriétés
arithmétiques du PF-corps K sont lides profondément aux propriétés topologiques de
A et de J , en particulier lorsque K est un PF-corps spécial, clest-a-dire tel
que la théorie du corps de classe lui soit applicable.

Le but d'IWASAWA est de déduire les propriétés topologiques de A et de J de

quelques propriétés facilement vérifiables de A (qui le caractérisemt) et d'obtenir

& partir de 1a des résultats arithmétigues sur K .

2. V-anneaux.

On dit qu'un anneeu topologique A est un V-anneau s'il vérifie les conditions
suivantes :

1) A est un anneau commutatif, semi-simple, possédant un élément unité 1 .

2) A est localement compact, mais n'est ni compact, ni discret.
3) A aun sous-corps K contenant 1 » tel que K soit discret dans A et que

l'espace quotient A/K soit compact.
K est alors appelé corps de base de l'anneau A .

IWASAWA montre 1'identité des V-anneaux et des anneaux d'addles des PF-corps spé-
ciaux (le corps de base du V-anneau étant le PF-corps correspondant) .

G étant un groupe localement compact et o~ un automorphisme de G , on appelle
norme de o= [4] 1la constante positive ainsi définie :

étant une mesure de Haar sur G , et |~4' la mesure de Haar définie par
P'(E) = o (E)) ,ona Rt o= kH . Cette norme k ne dépend pas de H . On la
désigne par N(eo—, G) .
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.

Si H est un sous-groupe fermé de G tel que o H =H, ona :
N(c” , G) =N(o~, G/H) N(c~, H) ,

A étant un anneau localement compact qui contient 1 et un élément inversible
de A , on note N('S » A) la norme N(o~, A) de l'automérphisme o d.—-)‘ga .
Comme cet automorphisme laisse invariant chaque idéal & gauche fermé (Xt de A , on
définit sans peine N(S y §) et N(‘g s A/QD) .

On a alors le :

LEMME 1. - Supposons que A ait un ensemble d'idéaux bilatéres maximaux fermés
M L)LE I tel que LQI M = {0} . Si 3 est un élément inversible de A ,
N(‘S , A/ML) est égale & 1 presque partout (sauf sur un sous-ensemble fini de 1I)
et on a

NE L0 = 1 Tneg, am) .

LET

On en déduit immédiatement le :

LEMME 2. ~ Si, dans les mémes conditions que le lemme 1 ’ Hoﬁe I avec
g, MMy) A1,
alors 3 un idéal bilatére fermé L de A tel que A = Mo +L.

Dans le cas ou A est un anneau commutatif, A/M est un corps commutatif locale-
ment compact K et si ‘§€K , (§ £ 0) V(E) = N(-E , X) est la valuation nor-
male qui induit la topologie de K~

Soit A un V-anneau. Il résulte d'un travail de KAPLANSKY que la semi-simplicité
de A implique que 1l'intersection de tous ses idéaux maximsux fermés se réduit a
{o} -

A partir des hypothéses 2) et 3) on peut facilement montrer que A n'est pas un

corps. On peut également voir que {0} est le seul idéal compact de A et que A
est le seul idéal ouvert de A .

Soit M un idéal maximal fermé de A . Puisque M n'est pas ouvert, A/M est un
corps localement compact non discret. D'autre part 1'image de K dans 1'homomorphis-~
me A—A/M est dense dams A/M . Par suite K contient un élément z £0 tel que
N(‘S R AM £1 et, d'aprés le lemme 2, A est lo somme directe de M et d'un idé-
al fermé KM qui est un corps localement compact. On désigne par vy 1la valuation
normale correspondante de KM . Si ‘?M désigne la projection de A sur K, et si

M
a € A , on pose encare vM(a) = vM(trM(a)) « On voit que si a est un élément
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inversible de A , on a vM(a) =N(a , A/M) et que A\ induit sur X une valuation.
On peut voir que si M' est un autre idéal maximal férmé de A , les deux valuations
vy et vy, sont inéquivalentes.
Si x€K,ona N(x,A) =N(x, A/K) N(x , K) . Comme A/K est compact,
N(x , 4/K) =1

et comme K est discret N(x , K) = 1 . Par suite N(x , A) =1 ., 51 (ML)LE:I dé-
signe l'ensemble des idéaux maximaux flermés de A , il correspond 3 cet ensemble un
ensemble (VL) Le I de valuations non triviales inéquivalentes de K , tel que, pour
tout x €K , on ait v_ (x) =1 pour tout indice LE I , sauf pour un nombre fini

et tel que J;T; vL(x) =1.

Les résultats d'ARTIN et WHAPLES montrent alors que K est un PF-corps et que
(vL) LEI est 1l'ensemble de toutes les valuations normales de K dans le cas arith-
métique et l'ensemble de toutes les valuations de K +triviales sur le corps des cons-
tantes dans le cas fonctionnel. Mais si ici on choisit un indice spécial O € I , puisw
que K est localement compact, le corps résiduel (s'il existe) est fini et, comme
dans le cas fonctionnel, il doit comprendre le corps des constantes, on voit que K
est un PF-corps spécial et que (VL) Lel désigne l'ensemble de toutes les valua-
tions normales de K .

Pour montrer que A est l'anneau des adéles de X , il reste donc & montrer que A
est le produit direct local des amneaux K relativement aux sous-anneaux O dé-
finis au paragraphe 1 . Nous laissons tomber ici cette partie de la démonstration.

Tout V-anneau est donc 1l'anneau des adéles d'un PF-carps spécial.

Pour montrer que, réciproquement, tout anneau dtaddles d‘un PF-corps spécial K est
un V-anneau, on commence par le montrer dans le cas od X est soit le corps Q des
rationnels, soit le corps ko (t) des fonctions ratiomnelles sur un corps fini k o *

Si K=Q , on voit immédiatement que 1l'anneau £ des addles est localement compact,
commutatif, a un élément unité et tel que l'intersection de tous ses iddaux maximaux
fermés soit égale a {O} > ce qui implique la semi-simplicité de A . Reste a mon-
trer que K est un sous-corps discret de A et que A/K est compact.

Soit V 1l'ensemble de tous les adéles a tels que aL'e 0 si V.. es8t une va-
luation non archimédienne et v (a) €1/2 si v est archimédienne. V est un voi-
sinage compact de O dans A telque VNK = {‘O} . Par suite K est discret dans
A .

Pour montrer que A/K est compact, on montre que A=K +V ; soit a€A . Si
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v, est une valuation non archimédienne, a L ©st un nombre p-adique
~ m
L ¥ ng<® O‘L,m P
d(.,m étant 1'un des nombres 0 , 1, .o. , p=~1.
On appelle partie principale de a le nombre :

[ -8 m .
a,_ = el Lm P si n<0

a_ =0 si n;-o

aL est un nombre rationnel qui est égal & O sauf pour un nombre fini de coeffi-

cients L. o = cet, a:' (o I, indique 1l'ensemble des indices non archimédiens)
est un nombre rationnel. Si on pose o = o + [|a] - &' +1/2] ou |a| désigne
la valeur absolue de la composante archimédiemne @¢ a et [t] le plus grand en-
tier Lt ,onvoitque of{ EXK et a-dEV.

L'anneau des adéles de Q est donc bien un V-anneau. On montrerait de la méme ma-

niére que l'anneau des adéles de ko(t) (ko fini) est aussi un V-anneau.

Pour montrer que tout anneau des adéles d'un PF-corps spécial est un V-anneau il
suffit maintenant de montrer que si A est un anneau de corps de base K et si K!
cst une extension algébrique de degré fini de K , le produit tensoriel sur K :

A' = A€ K' est un V-anneau ayant pour corps de base K' s!'il est muni de la to-
pologie suivante : @, , ... , o étant une base de K' swr K , est encore
une base de A! sur A . Elle détermine une correspondance biunivoque de A' sur
A" . On prend comme topologie sur A' 1'image de la topologie habituelle de A% . on
voit facilement que A' wvérifie les critéres d'un V-anneau ayant pour corps de base

K' . Seule la semi-simplicité demande une étude un peu approfondie.

3. Propriétés des V-anneaux.

Nous allons étudier maintenant certaines propriétés des V-anneaux, c'est-ad-dire des

anneaux d'adéles de PF-corps spéciaux.

K désigne un PF-corps spécial, A 1'anneau d'adeles correspondant et (vy) Ler
1'ensemble de toutes ses valuations normales. Si K a pour caractéristique O (cas

arithmétique) , on appelle valuations & 1'infini de X ses valuations archimédiennes.

Si K a une caractéristique non mulle (cas fonctionnel), on choisit un élément 1t

de K transcendant sur le corps des constantes ko et on appelle valuations & 1'in-

fini de K celles pour lesquelles t a une valeur strictement supérieure 2 1 . On
volt que dans les deux cas K & un nombre fini non mul r de valuations 4 1'infini.

On note Aoo le sous—anneau formé par tous les éléments de A dont les composantes
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finies sont nulles et par Ao le sous-anneau formé par tous les éléments dont les

composantes infinies sont nulles. On a :
A= Ao ¥ Aoo

Soit un caractére non nmul du groupe additif A qui s'anmule sur K . A tout

.

élément a de A , on fait correspondre le caractére )(a = T(a) ainsi défini :
Ia(X) =)((ax) .

On montre que Y définit un isomorphisme de groupe topologique du groupe A et de
son dual A .

Cette auto-dualité de A peut étre mise en évidence en posant pour tout couple
d'éléments a ,bEA: <<a, bD>= I(ab) . L'annihilateur H' du sous-groupe
fermé H de A est le groupe des caractéres de A/H' et (H)!' =H.

I(K) =0 implique KC K' et KK!'C K' . La compacité de A/K montre que K!
pst discret et que K!'/K est compact. Donc K'/K est fini et comme K' est un
K-module, on a K! =K .

TATE a montré que l'auto-dualité de A et K' =K jouent un r8le essentiel dans
la théta~formule du corps K . '

QL étant un idéal fermé de A , son annihilateur (f' est un autre idéal fermé
tel que A = L+ ' . En particulier :
M‘:KM Kﬁ:M H A('J=A00 Aéo=Ao'
Nous allons maintenant montrer l'existence d'un élément K3 de K wvérifiant cer-
taines relations particuliéres :
soit Ul .le voisinage compact de 0 défini par :
a€u, 2 {VL(a) <1 \V/Lex}

Soit un voisinage compact V de O telque V-VC U1 et supposons que a soit
un élément inversible de A tel que aUlf\ K= {0} « Alors, quel que soit b €4 ,
l'ensemble (aV) M (b + K) contient au plus un élément. Si Hs M' et p" dé-
signant les mesures de Haar respectives sur A& , A/K et K, si f désigne la fonc—
tion caractéristique de aV dans A et f(P) 1la fonction caractéristique de 1'ima-
ge de aV dans A/K, ona :

H(av) = ‘fé:f(x) dx = j;/Kde};f(b +—5) d-§= jA/KT(P) dPsz/Ksz F'(A/K_)

par conséquent :
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N, ) pv) < V'(A/K) ou N, Ag
d = M a/x)/ M (V) étant une constante positive indépendante de a . Par suite :
LEMME 3. - 5i la norme N(a , A) de l'adéle inversible a est supérieure & une
certaine constante d’ > 0 , il existe un élément g non nul de K tel que
v (B sv @ VYier.

Ceci est 1'équivalent du théoréme de Riemann sur les fonctions algébriques.

Si (x est un idéal fermé de A , |, 1'idéal fermé ' tel que A= +)] -
On pose 1 =e!'+e" ('€, e"e) et (X*:J(Q) +e" si J(Q) désigne

l'ensemble des éléments inversibles de l'anneau & (ona J =J(4)) .

O* est un sous-groupe fermé de J qui est isomorphe 3 J(CL) considéré comme
groupe d'automosphismes du groupe additif (Y.

On définit de méme 1* et on voit que J = ¢ «x l* (produit direct). En parti-
culier si M est un idéal maximal fermé de A : J =M' x K;; ol K§ est le groupe

multiplicatif du corps KM . Sur Kl’; les deux topologies coincident. On a aussi

J=Jd xJ_ avec J, = A: et J = A:;o = K’{ X oes X K: - L'application a—N(a, 8
du groupe localement compact J dans le groupe multiplicatif des nombres réels >0
est un homomorphisme de J sur R: dans le cas arithmétique et un homomorphisme de
J sur un sous-groupe discret de R: dans le cas fonctionnel. Par suite si J 1 est
le noyau de cet homomorphisme, J/J 1 ¢©st isomorphe suivant les cas au groupe additif

des réels ou au groupe additif des entiers.

Dtaprés la formule d!'Artin-Whaples K* est un sous—groupe discret de J1 (1a to-
pologie des idéles étant plus fine que celle induite par les addles).

7\ N
THEOREME. - Jl/K est_compact.
Soit a €J tel que N(a  , &) >¢ (ou d a la signification donnée plus haut).
Pour tout a€J, ona N(a'lao LN >d , done 3'§€ K*  tel que
-1
v (';) s VL (a ao)
pour tout L& I , c'est-a-dire
a§ €a U,
(Ul étant toujours le sous-ensemble de A défini par : a € U1 = v (a) <1 pour
tout LE I) .

-1
On a donc '§€a aoUan. 1
(u‘g)-le 3y entraine également 1l'existence de -§' € K* tel que {a g)— ‘g'eao Ul.
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Done ‘g' 633 UlL « Mais ai Uf étant compact, K fermé et discret dans A , 1l'en-
semble ai Ufn K n'a qu'un nombre fini d'éléments -Sl s eee s Ep o Par suite
(a‘g) -1 ost contenu dans 1'un des ensembles g;laoul . Donc si C est la réunion
-1 -1 .
i G .

de aU, et des ensembles Ty a Uy » on voit que (a g) , (a 3) € Par suite
si nous désignons par C' 1l'ensemble des éléments b de J 1 tels que b et
vlec » nous avons J, = K*cr .

C étant compact ,on peut montrer que C' est compact. Il en résulte alors le
théoréme.

Soit E 1le groupe des idéles dont toutes les composantes ont pour norme 1 ,

a€kE :{VL(a) =1 VLéI}
E est un sous-groupe compact de J1 . Si on pose Eo =El’\Jo et Eoo =EOJm ’
ona E=E xE_ .
o feo)
E0 est un sous-groupe ouvert et compact de J °* Posons en outre :

Jo),l =thJ1 et H

]

@, x T )0 T =B xT

et considérons la suite de groupes
J, DHKT DEKT D K*
E étant compact et K* fermé, EK* est fermé dans J1 « Comme Eo x Jm est ou~
vert dans J , H et HK® sont des sous-groupes ouverts de J 1 La compacité de
J l/K* entraine celles de J l/HK* et de HK*/EK* 3 mais HK® étant ouvert dans
Jl , le groupe JI/HK* est discret, donc fini.
x* _ *
Jl/HK = Jl/K [(Eo x Jw) I J1]
est isomorphe a
» *
I, E x Jm)/K ®, x Joo) = J/K &, x Joo)

qui est lui-méme isomorphe au groupe des classes d'idéaux de K .

Par suite dans un PF-corps spécial, les classes d idéaux 'sont en nombre fini.
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r r
Supposons maintenant que K soit un corps de nombres. Alors J © T R* ! x C* 2 .

L'isomorphisme H/E g'Joo l/Eoo montre que H/E est isomorphe & 1'espace vectoriel
b

r-1
R avec T =T, +T, .

Les isomorphismes :

HK'/EK* SH/EE NKY) et EENKY/E ZHNK/E AR
montrent que H/E(H MK”) est compact, et E(H NKY)/E est discret. Ddnc, dans la
suite :
HODEHNK)DE

le groupe H/E(HNK) est compact, E(HNKY)/E est discret et H/E est isomorphe
a R°L, I1 s'ensuit que EHNKY)/E est un groupe gbélien libre & r - 1 généra~
teurs ([ 3], chapitre 7). Il en est donc de méme de HMKY/E NK' . Mais H N K*
est le groupe multiplicatif des unités du corps K et ENK® est le groupe des

racines de 1l'unité contenues dans le corps K . Par suite nous cbtenons le :

/ Y
THEOREME de Dirichlet : K étant un corps algébrique fini, le groupe des unités du

corps K est le produit direct du groupe des racines de 1'unité du corps K et d'un

oupe abélien libre & r, +r, ~ 1 générateurs.
& 1 2 cherateurs.

Un raisonnement analogue pourrait &tre fait dans le cas fonctionnele.

TATE s'est servi de la compacité de J,/K* pour démontrer la premiére indgalité
1
du corps de classes.

4. V'wanneaux.

On peut généraliser certaines de ces propriétés & des anneaux d'adéles ayant pour
corps de base un PF-corps non spécial en remplagant la notion de compacité par celle
de compacité linéaire d'un espace vectoriel [8]. Pour tout automorphisme d'un es-
pace linéairement compact S sur un corps F , IWASAWA définit une norme qui a des
propriétés analogues & celles de la norme d'un automorphisme d'un groupe localement
compact. Un V'-anneau est un anneau topologidque A satisfaisant aux conditions sui~

vantes :

1') A est un anneau compact, semi-simple, possédant un élément unité 1.

2') A est un espace vectoriel sur un sous-corps F y 11 est localement linéaire-
ment compact, mais n'est ni lindairement compact ni discret.

3') A aun sous-corps K contenant F tel que K soit discret dans A et que

l'espace quotient A/K soit lindairement compact.
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K est encore appelé corps de base de A .

TWASAWA montre 1'identité des V'-anneaux et des anneaux d'adéles d'un PF-corps
fonctionnel. Le corps de base K du V'-anneau est le FF-corps et le sous-corps F

le corps des constantes.

L'anneau des addles d'un PF-corps spécial de caractéristique O est donc & la fois

un V-anneau et un V'!-anneau.

Un V'-anneau est encore auto-dual i condition de considérer uniquement ses carac-
téres lindaires (prenant leurs valeurs dans F). Quant au lemme 3 , il est précisé
par le théoréme de Riemann-Roch que 1'on peut déduire des propriétég topologiques du

V'!-anneau.

(1]
(2]

£3]

L4]
(5]

6]
£7]

Le]
L9l
L10]
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