JACQUES DIXMIER
Quelques résultats d’Harish-Chandra, I1

Séminaire N. Bourbaki, 1954, exp. n° 58, p. 75-81
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1951-1954__ 2 75 0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1954, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1951-1954__2__75_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI
(Février 1952)

QUELQUES RESULTATS D'HARISH-CHANDRA (%), II,
par Jacques DIXMIER.

3, Représentations construites & 1'aide d'algébres enveloppantes.

1, - Soient O une algébre de Lie, A son algébre enveloppante, Y une sous-
algébre semi-simple de & , g un idéal de & , H et G les sous-algébres de A
engendrées par L et 5’ respectivement. Pour a e @ , a'e& A, posons

71(a)a' =[a, a'J=aa' -a'a ;

YV, est une représentation de €Cqui s'effectue dans 1l'espace A et se réduit dans
¢ & la représentation adjointe usuelle. Pour a fixé, ¥, (a) est une dérivation
de A, pour laquelle 9{ est stable, donc aussi G . Les restrictions des (a)

& G, qui sont des dérivations de G , définissent une représentation v, de o .
En particulier, on obtient une représentation ¥ de h , qui s'effectue dans
l'espace G . Soit Y 1'ensemble des éléments de G permutables a b j ona

Y= Gé (paragraphe 2, n° 1).
o

LEME. - G = Zeg » ot chague G, estun Y-module 3 gauche do type fini.

En effet, soit G* 1'ensemble des éléments symétriques homogdnes de degré r
de G . Il est immédiat que les 6" sont stables pour » . Donc, si ‘6 désigne
l'application canonique (paragraphe 1, n® 2) de l'algdbre symétrique de rg sur G,
les 3 o V(h) o X 4 ¥ (h) sont des dérivations de S , qui ne sont autres que
les dérivations uniques prolongeant Vv(h) sur g , de sorte que les potations
concordent avec celles du paragraphe 2, n° 4 ; X est un isomorphisme de l'espace
S muni de la représentation Y sur l'espace G muni de la représentation ¥ . On
a S=38S, , et chaque S 5 est un S, -module de type fini (paragraphe 2, n° 4),
Donc G= & GS (ce qui était immédiat d:?rectement)q Soient d'autre part
Sy 8y 00y 8y des générateurs homogépes du SSb—module S g Les X(si)

sont dans G3 , soit M CG N les G6 -module & gauche (par exemple) qu'ils
(]

engendrent ; montrons que GS =M . Comme G& = Z(GS N Gr) , 11 suffit de

(1) HARISH~CHANDRA. - On some applications of the universal enveloping algebra
of a semisimple Lie algebra, Trans. Amer. math. Soc., ve. 70, 1951, p. 28~96.
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prouver que G 50 ¢F CuM. Suppsons G.N G CM pour i< r, et prouvons que
GgN G"C M . Un élénent de Géﬂ(} 6t de la forme \(e) , avao 8 €SgNs" ;
8 est une somme d'éléments de la forme si 4 les sl étant des éléments homo-

génes de Sé tels que ds +ds'-r:s—£sii.0r X(s X(S)X(S)
(med GF~ 1) Donc X(s) = Z:X(s') (s ) (mod Gr"l) I1 suffit alors d'observer
que X(s_}t) € G. , que K(s) - 2:5(5') X(s SﬂG , et d'appliquer

1'hypothése de recurrence.

COROLLAIRE 1, - Soit U un espace de dimension finie dans lequel s'effectue
une représentation ‘9 de {"L « Considérons, dans G @ U , la représentation
E=vel+1@¢.Alors, GEU= L (G@U)S , et tout (G®U)s est un
G So-xnodule & geuche de type fini.

a. = D'aprés le lemme, pour tout g €G et tout w €U, E(H)(g®u) est de
dimension finie. D'od G@U = L.(GQ® U) .

b. - Soient &€ A, Sren. Montrons que (G, ®U) estun GS -module
de type fini. Soit (g1 y By ees s gn) un systéme de générateurs du GS %module
G 51 Les )J(H)g1®U sont de dimension finie, stables, et engendrent le°®
G, -module G., @U . Or, ,®U) est un G, -module contenant les

So $ @ é‘ S
())(H)gi ®U)S ; ilen résulte que @U) 5, est engendré, en tant que Gg -
module, par les ()/(H)g:.L @U)e , donc est de type fini. °

¢+ - Montrons que (G ®U)§ est un GS -module de type fini. Soit U = ; Us »

chaque U étant f ~irréductible ; H soit® S. la classe de la représentation
induite par f dans U, . Ona: G®U= G&@U la somme étant directe,
et chaque G5®U etant g-stabla. Done (G@U)é ?— (G8®U )S
or, (G5®Ui) =0 saufsi &= 5 « Donc (G®U)é = Z (G5*®U )5
est Géo—module de type fini d'aprés b.

d. - Montrons que (G® U) 5 est un G§ -module de type fini. Soit V un espace
dans lequel s'effectue une représentation g de h de classe 5* . Considérons
dans GE@U®V la représentation g ®Ll +1&6 . Dlaprés c, le G&)-module
(G@U@V)é admet un systéme fini de générateurs xl s Xy g eee Xy Soit

1,92,...,ep une base de V,etso:.tx zy®e ouyieGQU.
Un raisonnement déja fait prouve que les y'] forment un systeme de générateurs du

Géo-module (G®U)8 .
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- Rappelons que l'application lindaire canonique § de G@®H dans A est
un isomorphisme de l'espace G ®H sur l'espace 4 (paragraphe 1, n° 3). Soient
I, un idéal a gauche de H , I 1'idéal & gauche deo A engendré par I, Mon~—
trons que 9(G®I )=1.Un element de G@I est de la forme Zgi®hi avec
g ea, nte I, ; or Q(Zg @h ) = Zg h* & I. Reciprcquement, un elément de

Iestdelaforme Zah,avechéill, aéA,donca Ej

gieG rr‘}eﬂ 3 or el(ZZ'Zg h nt) = f—i g @h Bt ec®], .Ceci
nous permet d'identifier desomais l'espa_ce A/I a l'espace C® H/G@Il =G® (H/IQ

Soient & —> a™ et h —> h 1les applications canoniques de A dans A* =A/1

ebde H dans H = H/I . Soient M et 1’ les représentations canoniques

de A ot H dans A* et H respectivement. kous identifions désormais mnhe re-—
présentation d'une algébre de Lie et la représentation correspondante de son algébre
enveloppante. alors én &, pour h; eX., g€G, hEH :
- % %
v (e ) (g ®@R) = (b)) ((@n)*) = (hyen)* = [y , gl + g0y W) =
=[h , g]@h+g@bh = Vh)le@h + e@ vll (b )R
donc @

1) vr(b,) = V() @1 +1Q vIl(hl)

COROLLAIRE 2. - Considérons la restriction de )/I
l'espace A . Si H/Il est de dimension finie, on a

H, qui s'effectue dans
= Z:(A*)S , et _chaque

2
A

(a*%) S est un Y-module de type fini.

Ceci résulte aussitdt du corollaire 1 et de la formule 1).

4. Remarques d'algébre associative.

l. - LEMME 1, = Soient A une algdbre & élément unité, B une sous-algébre de 4

contenant 1, I un idéal & gauche de A . Supposons vérifide la condition suivante :

(Cl) Si a; , a, sont des éléments de A , il existe a=1 (mod I) tel que
aa; €B, aa, €B.

Alors, si L est un idéal 3 gauche maximal de A, contenant I, L NB est
un idéal A gauche maximal de B , et la correspondance L — L NB est biunivo-

que.

En effet, soit M un idéal & gauche de B tel que LNBCM, LNB#M . Sobt
mEM) n ¢L AB , Comme L est maximel, il existe un a € & avec am =1
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(mod L) . Soit g, =1 (mod I) avec alaEB.Ona:alamGM,et a,am =1
(mod L+I = L) , donc aam =1 (mod M) , donc M=B ., Ainsi, LNB est un idéal
a4 gauche maximal de B .

Soient maintenant L , L' deux idéaux & gauche maximeux de A contenant I
tels quu LAB=1L'N B . Supposons L #L' . Alors, 1 = { + {' avee L €L,
{'6L' . Soit a=1 (modI) telque afeB,al'eB.Ona:

a=ad +ad €LNB+L'NnB=LNAB.

Donc 1€ LNnB +ICL, cequiestabsurde.

2. - Soient maintenant A wune algébre & élément unité, I wun idéal & gauche,
B l'ensemble des a € A tels que Ia CI; B est une sous-algebre de A contenant
I etlecentre Z de A ; I est un idéal bilatére de B . Soit a a*
1l'application canonique de A sur l'espace A® = A/I ; sa restrictiond B est un
homomorphisme de B sur 1'algtbre B* = B/I . Soient de plus J un 1déal bilatére
de A,et K=1I+J (idéal & gauche) ; K NB est un idéal bilatere de B . Soit
a —» a’ 1'application canonique de A sur AY = A/K . Soit S0 1l'ensemble des
idéaux & gauche maximaux de A contenant K .

LEMME 2. - Supposons vérifides per A , B, I les conditions (C)) et

(5 B* est de dimension finie.

Alors,les représentations irréductibles VL de A définies canoniquement par les

L € L gont toutes équivalentes & un nombre fini d'entre elles. En outrs, )JL(z)
est scalaire pour z €32 .

En effet, soit b —> b 1'homomorphisme canonique. de B sur BE=B/X NnB . Les
LAB, LeS, sont des idéaux & gauche maximaux de B contenant K (1B ; donc
Jes (LN B)Y sont des idéaux & gauche maximsux de B™ . Soit )JI:U la repré-
sentation irréductible de B™ définie canoniquement par (L NB)™ . D'aprés C, » B™
est de dimensiop finie, donc il existe un sous-ensemble fini SL' de £ tel que
toute 1/; , LES | soit équivalente ’j une V:‘ , L'E Q' , Coci posé, soit
L&KL, 11 existe L' € Q' tel que ¥ et 1/‘1’:, soient équivalentes. Donc il
existe boc—,B s bo$L tel que :

beB et BVE EI(L NBYYe> beB et b e (L' NB)

Soit M l'ensemble des a e A tels que abo €L ; M estun idéal & gauche maximal
de A contenant I et J donc K, donc MeSL, et >, est équivalente a
DM + Enfin

a€MNB&y aeB ot ab € LéyaeB et (ab)” e(LNB)Y

& a€B et a™e(E'NB) & a€l'NB .
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Donc L!'NB=MANB et par suite L' =M, de sorte que M est équivalente 2

vy + Ceci démontre la premiére assertion.

Si maintenant z €2 ,ona z €B, et 2V appartient au centre de B . Donc
Donc v“i(z’“) permute aux opérateurs de v'i’ , qui est irréductible et s'effectue
dans un espace de dimension finie. Donc il existe un scalaire §(z) tel que
v _-‘_—‘E(z)l"’ (mod (LNBYY), dou 3z~ Y (z) €L . Alors, pour tout a €A,
onamodulo L : za = az aag(z) = g(z)a , donc -UL(Z) = g(z). 1.,

5. Le théoréme d'Harish-Chandra.

1. - Comme plus haut, soient ¢ une algébre de Lise, q un idéal de €L ,h une
sous-elgdbre semi-simple de (¢ , tels que ¢ = (f+ hdl , gn Yt -0.Soient 4
1'algdbre enveloppante de ¢ , GCA et HCA 1les algtbres enveloppantes de ¢
et 1 .Soient Z le centre de A , et Y 1l'ensemble des éléments de G permuta-
bles & R . Soit enfin & 1'ensemble des classes de représentations irréductibles
de dimension finie de h . Une fois pour toutes, nous choisirons, pour tout del :

1° Une représentation Vé de classe $ de h , s'effectuant dans un espace Us 3
2° Un sous-espace Ug de US de dimension 1 ; l'ensemble des h € H tels que
1/5 (h)Ué = 0 est un idéal i gauche maximal IS de H ; H/IS est de dimension
finie ;

3° Un élément hg € H tel que vé(hs) soit un projecteur sur US' (théoréme de

Burnside) .

Soit VY wune représentation de \\ dans un espace V . Soit vé 1'ensemble des
veV telsque V(I )v=0.0na: vécv . En outre, \)(h) se réduit, sur
ch y & un projecteur sur VS . En effet :

®x) si vevVg , v(hé) v evd ; car il suffit de le montrer quand v appar-
tient & un sous-espace stable W de Vg dans lequel ¥V induit une représentation
de classe § ; ; et \)(hé) se réduit dans W & un projecteur sur un sous-espace
W' de dimension 1 de W qui est tel que \J(Is) W' =0 , donc tel que W' vs.
B) si veVS , v+£0, il existe un isomorphisme entre v(H) v muni de la
représentation induite par VY , et Us muni de Vs » et cet isomorphisme trans-
forme Ué en la variété & une dimension engendrée par v ; donc v(hé) V=V .

Ceci posé, soient V) s V5 5 -er , v, des éléments de ZVS s Vi Vhy eeny v}')

des éléments de V¢ . 11 existe h € H tel que v (h) v; € v$ s, wh) vi=v!:
PSS e ——————————— J
en effet, on peut se ramener au cas ou vy € Vé_ 3 soit h'€ H tel que v(h!)
i
se réduise 4 1 dans Vg , & C dens les Vg, =,(V6. 5 alors h=he h' répond & la
question. .
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2+ =81 Tl est une représentation de ©L dans un espace V st si B eA, les
notations VS s V® concernent 1a restriction de TT & h .

THROREME, - Soient
glex o

a. I1 existe seulement un nombre fini de représentations irréductibles inéquiva=
lentes T de A telles que, V &tant 1l'espace de T, on ait
T (y) = L (7)1 pour y €Y .

be Si Jr_est une telle représentation, ona V =% VS s et dim V§<+ o pour tout$.

ce T (2) est scalaire pour z€ 2 .

616 A y 8t ﬁ un homomorphisme de Y dans le corps com~

vél;éo ot

En effet, soit J 1'idéal bilatére de A engendrd par les y- ﬂ(y) sy YEY .
Le noyau de 11 contient J .

Soit § 1'idéal & gauche de A engendré par 15 « Puisque Vs # 0, il existe
wm vev', v£0 ;ona T (L Jv =0, don TH(I)v =0 . Soit L 1'idéal a
gauche maximal de A formé des aleA tels que TM(a)v=0.0na L 2DI et LOJ

donc LDI +J =K, et TT est équivalente a Ve

Soient & —) a* y &= a* ot a —_— d" les applications canoniques de A
sur A% = A/1 ,AT=AK et & Za/L 3 ¥ est un quotient de 14, L est

K
un quotient de )JK .

Comme H/I est de dimension finie, le corollaire du paragraphe 3 prouve que
A* = Z(A*)é Lot que chaque (A*)S est un Y-module de type fini. En passant au
quotient, et observant que tout élément de Y est congru modulo J 2 un scalaire,
on voit que AT =Y (A+)% et que chaque (A+)8 est de dimension finie. Onesm déduit
enfin que A?N =Z (&™) § et que chaque (a” )§ est de dimension finie, ce qui
est le b du théoréme.

Pour prouver le a et le ¢ du théoréme, nous allons prouver que nous sommes dans
les conditions du lemme 4 (avec les mémes notations). Introduieons 1l'algébre B
de ce lemme, on a, si a€A :

2¥eB* e a B cI & (Ia) =0 & y(De* = 06> (Igl)a* = o(=9a*g(1\‘)$1

= (A"‘)é;1 . Donc BT C (&%) est de dimension finie, ce qui est la condi~
tion (02) « Enfin, soient a, , a% des ¢ fments de A . Comme 8A* = 'Z,(A*)S , 11
existe un ae A tel que JII(a)al & (a%) , )JI(a)a; € (a%) 1 , ),1(&)1* =1*
c'est~a~dire aa, €B, as, €B ,,a =1 (mod I), ce qui prouve (Cl)’ et achéve

la démonstration du théoréme.

donc B*
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EXEMPLE, - Partons d'une algébre de Lie semi-simple réelle \'l o soient 9’-0
sa complexification, 1 1'homothétie de rapport i dans CX« . On ne conserve
sug d que la structure d'algébre de Lie réelle. Soient o(.la complexification
de 01- , et heot 1a complexification de i . onétend ™ & €L par lindarité
et on pose : Y (h) = E(h +i ['th)) pour hell, g (h) On voit alors
aisément que g est un idéal de ¢ , et que U= 3( h g n ‘n = 0 . En outre,
Y est 1le centre de G
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