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Séminaire BOURBAKI
(Février 1952)

GROUPES DE LIE ALGEBRIQUES
(Travaux de CHEVALIEY)

per Jean DIEUDONNE

Is but de la théorie de CHEVALIEY est de développer, pour certains types de grou-
pes, une théorie calquée sur celle de Lie, mais n'utilisant que des moyens algébri-
ques, & 1'exclusion de toute intervention de la Topologie des variétés.

1. Définition et premidres propriétés des groupes algébriques.

Dans ce qui suit, K est un corps infini (commutatif), V un espace vectoriel
de dimension finie n sur K , € 1'espace vectoriel sur K des endamorphismes
de V (identifiable non intrinséquement 2 l'espace des matrices carrées d'ordre
n ). On définit de fagon intrinséque les polyncmes et fractions rationnelles sur

€ (ce sont les polynomes, resp. fractions rationnelles par rapport aux éléments
d'une matrice arbitraire d'ordre n ), & coefficients dans K . Un groupe algébri-
que G est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de ¢, formé de

tous les automorphismes s de V qui annulent un ensemble (Poc) de polyncomes

sur & ; tous les polynomes qui s'annulent sur G forment un idéal ¢ de 1l'anneau

0(€) des polynomes sur ¢ , dit associé & G .

On définit de fagon évidente le produit G x G' de deux groupes algébriques
(d*automorphismes de V , resp. V'), et on montre que c'est un groupe algébrique
d'automorphismes de V x V! ,

Si Go est un ensemble d'automorphismes de V , stable pour la multiplication,
& 1'idéal des polynomes s'annulant dans G, , l'ensemble des automorphismes s
de V tels que P(s) = O pour tout Peq est lo plus petit groupe algébrique
contenant G, 5 c'est aussi le groupe des automorphismes de V laissant inve-
riant ¢ .

Une fraction rationnelle R sur (¢ est un invariant de G si on @ R(st)=R(t)
pour tout t € € et tout s € G ; un polynome P sur € est un semi-invariant
si P(st)= p(s)P(t) pour tout t € € et tout s € G ; p(s) est alors un poly-
nome , et 8 —» p(s) un homomorphisme de G dans K* ; tout invariant est de l=
forme P/Q, o P et Q sont des semi-invariants. Tout groupe algébrique G
peut étre défini comme groupe des automorphismes de V laissant inveriantes un
nambre fini de fractions rationnelles, ou comme groupe admettent un nombre fini de
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polynomes comme semi-invariants.

Un groupe algébrique G est dit irréductible si son idéal associé est premier.
Pour tout groupe algébrique G , il existe un sous-groupe algébrique irréductible
Gl de G et un seul qui soit d'indice fini dans G ; c'est un sous~-groupe distin-
gué de G, qu'on ammelle la composante algébrique de 1'élément neutre dana G

(lorsque X =R ou G, on montre que Gl contient la composante connexe de
1'¢1ément neutre, et lui est identique si K = C ). Ia composante algébrique de
G x G' est le produit des composantes algébriques de G et de G' . Si G est
un groupe d'automorphismes de V admettant un sous-groupe algébrique d'indice
fini, G est algébrique.

Ies restrictions a un groupe algébrique G des polynomes sur (¢ forment un
anneau isomorphe & 0(¢)/& = o(G) , dit enneau des polynomes sur G . Si G est
irréductible, 0(G) est un anneau d'intégrité, son corps des fractions R(G) est
appelé corps des fractions rationnelles sur G ; 2 une telle fraction P/Q corres-
pond une fonction rationnelle sur G, & valeurs dans K , définie aux points ol
Q(s) # 0 . Si une fonction rationnelle R sur ¢ est définie en un point au moins
de G, il y & une fraction rationnelle et une seule sur G qui lui est égale aux
points d¢ G ol R est définie, Une application p de G dans un espace vecto-
riel W de dimension finie sur K est dite rationnelle si ses composantes (sur
une base quelconque de W ) sont des fonctions rationnelles sur G ; les applica-
tions s — 8! , (s, t) = st sont rationnelles (dans G et G x G respec-
tivementt), Si G est un groupe algébrique irréductible, £ 1'espace des endomor-

phismes d'un espace vectoriel W , une application P de G dans £ est une

b
représentation rationnelle de G dans £ si p est une application rationnelle

partout définie dans G , et une représentation. On étend cette définition 2 un

groupe algébrique quelconque G : une représentation de G dans £ est dite
rationnelle si sa restriction 3 la composante algébrique de G est rationnelle.

L'image réciproque d'un groupe algébrique H ¢ £ par une représentation ration-
nelle p de G dans £ est un sous-groupe algébrique (distingué) de G ; en
particulier, le noyau de p est un sous-groupe algébrique. On peut montrer inver-
sement que tout sous-groupe algébrique distingué d'un groupe algébrique G est
noyau d'une représentation rationnelle (voir [2]) ; F(G) lui-méme n'est pas

nécessairement un groupe algébrique (cf. n°2 ).

2. Extension du corps de base. Points génériques d'un groupe.

Soit L un surcorps de K ; on désigne par vE 1'espace vectoriel sur L
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déduit de V par extension & L du corps des scalaires ; l'espace (EL déduit de
¢ par extension & L du corps de base coincide avec l'espace des endamorphismes
de VL . On identifie toute fonction polynome sur ¢ & la fonction polynome sur
({'L qui la prolonge.

Seit G wun groupe algébrique d'automorphismes de V , GL le plus petit groupe
algébrique d'automorphismes de vt contenant G . Si & est 1'i1déal associé & G
dans o(¢) , 1'idéal aL associé & G° dans o((fL) est formé des combinaisons
lindaires & coefficients dans L des polynames de @ . na G=G A , et
tout polyncme sur GI‘ qui est nul sur G est nul sur G'L . Iz composante algébri-
que de GL est le plus petit groupe algébrique Gi‘ d‘automorphismes de VL con-
tenantt la composante algébrique G; de G ; les groupes quotients G/G1 et
GI'/G{‘ sont cenoniquement isomorphes. On a (G x G“)L =G x ol pour deux groupes.
algébriques quelcongues.

Iss fonctions polynomes sur G peuvent étre identifides aux fonctions polynames
(uniquement déterminées) sur GL qui les prolongent ; alors ,o(GL) glidentifie
4 1'algébre déduite de 0(G) par extension & L du corps de base. Si G est
irréductible, 'Pv.(GL) s'obtient par adjonction d¢ L & R(G) ; R(G) et L sont
linéairement disjoints sur K . Il en résulte en particulier que R(G) est tou-
jours séparable sur K (prendre pour L wune clSture algébrique de K ).

Toute application rationnelle de G dans un espace vectoriel £ sur K se
prolonge d'une seule manidre en une application rationnelle de ¢’ dans £L 3
en particulier, toute représentation rationnelle p se prolonge de fagon unique
en une représentation rationnelle pL ; si K est le plus petit groupe algébrique
contenant p(G) , B est le plus petit groupe algébrique contenant PL((}‘L ) . On
identifie p & o,

Un point s d'un groupe GL est dit point généralisé de G ; on dit que = est
point générique de & si tout point 8' e G est une spécialisation de s
(c'est-a-dire que pour tout polynome P tel que P(s) =0, ona P(s')y =0 ).
Pour qu'un groupe algébrique G admette im point générique, il faut et il suffit
qu'il soit irréductible : on obtient alors un point générique en prenant
L= R(G) , et pour s 1la matrice dont les éléments sont les fonotions coordonnées
sur G (par rapport & une base de € ) , fonctions qui sont des éldments de R(G) .
Tout pointt généralisé de G est spécialisation d'un point générique.

Si G est irréductible, on appelle dimension de G 1la dimension algébrique de
R(E) swr K; si G est un groupe algébrique quelconque, sa dimension est par
définition la dimension de sa composante algébrique. Four tout point généralisé s
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de G, la dimension de . K(s) (corps engendré par les coordonnées de s ) est au
plus égale & la dimension @ de G ; si G est irréductible, dimK(s) =4 si
et seulement si s est générique. Pour tout sous-groupe algébrique H de G,
dim H € dim G , 1'égalité n'ayant lieu que si H est d'indice fini dans G . On a
dim (G x G') = dim G + dim G' , et din(GY) = din @ pour tout surcorps L de K .

Soit G wun groupe algébrique irréductible, p une représentation rationnelle
dans le groupe d'automorphismes d'un espace vectoriel U . Si s est point géné-
rique d¢ G, p(s) est un point générique du plus petit groupe algébrique H
contenant ¢(G) ; si 4 et e sont les dimensions de G et H, ona e ¢d,
6t la dimension du noyau N de p est < d-e ; elle est égale & d-e lorsque
K est algébriquement clos ou de caractéristique O , mais on a des exemples od K
est Imparfait et dim N < d-e .

Supposons K algébriquement clos. Soient G wun groupe algébrique irréductible,

R une application rationnelle partout définie de G sur un ensemble d'automor-
phismes d'un espace vectoriel U , 1l'image de 1'élément neutre étant 1'autamor-
phisme identique. Alors le groupe H engendré par R(G) est algébrique et irré-
ductible et il existe wn entier m > O tel que tout élément de H soit produit
de m éléments de R(G) . En particulier, 1'image p(G) de G par une représen-
tation rationnelle est alors un groupe algébrique. Si on applique le résultat &
l'application (s , t) — st s ¢l e GxG dans G , qui est rationnelle,
on voit que le groupe des commutateurs H de G est algébrique et irréductible,
et tout élément de H est produit d'un nombre fixe de commutateurs. Enfin, si
G; (1€igh) sont des groupes algébriques irréductibles d'automorphismes de V ,
le groupe H engendré par leur réunion est algébrique et irrdductible, et tout
élément de H peut s'éerire camme produit d'un nombre fixe d'éléments de cette

réunion (ce dernier résultat n'est pas vral si les G; ne sont pas irréductibles).

3. L'algébre de Lie d'un groupe algébrique.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K , R wune fonction ration-
nelle dans V (& valeurs dans K ) ; 8i on rapporte V & une base, 1l'application ,

(hi) - g—- h; est une forme lindaire sur V (indépendante de la base choi-
i i

sie), appelée la différentielle de R et notée R! (5:) ou dR(;c’) . Pour toute
application lindaire % de V dans lui-méme, soit S(X) = R(X. %) ; ona

<S'®) , B> = <R'(%.%,E. it > (cas particulier du théoréme des fonctions
composdes).
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n va considérer les fonctions rationnelles sur €& (et non sur V ), et les
endomorphismes s —> Xs de ,ot ¥ e¢@ .81 S(s) =R(¥s), ona done
«8'(8) , t> = <R'(¥s) ,¥t> ,etsi T(s)=R(sk),
<T'() , t> = <R'(sX), t¥> ; la fonction s—> ~ CR'(s) ,¥s> est
une fonction rationnelle notée S(EL )R et §(I ) est une dérivation dans le corps
R(€) des fonctions rationnelles sur ¢ , telle que S(LX Y1) = [5(.?),3(1))]-

Ies endomorphismes & € ¢ forment une algébre de Lie QL(V) .81 G estun
groupe algébrique d'automorphismes de V , on appelle algébre de Lie de G 1la
sous-algtbre g de  gl(V) formée des I tels que §(X) applique dans lui-
méme 1'idéal @ associé & G . Si P ea , et si on pose Q(s) = P(st) , ona
d'aprés ce qui précéde, (§(E)Q)(s) = (S(F)P)(st) ; mais si Pe& , on a ausal
Q e pour tout t e G, d'ou on déduit aussitSt que pour que ¥ e g, il faut
et il suffit que <P'(s) ,¥s> =0 powrun s € G , et en particulier, que
<P'(J) ,%¥> =0 (J sutomorphisme identique) pour tout P € & .

L 2’
Si L est un surcorps de K , 1l'algébre de Lie %L de G se déduit de g

par extension & L du corps. des scalaires. L'algébre de Lie de G est la méme

que celle de sa composente algébrique.

On voit aussitdt, par passege au quotient, que la dérivation 4(¥) , pour
T ¢ 9 définit une dérivation du corps. R(G) des fonctions rationnelles sur G.

Soit L wun surcorps de XK , D wune dérivation de L . Four tout 4 ev” , on
désigne par DX 1'élément de VL dont les coordonndes par rapport & une base de
V swr K, sont les images par D des coordonnées de X (notion intrimsdque).
Pour toute fonction ratiomnelle R sur V, ona DR(E)) = <R'(X) , Dx > . si
2evl ot feEL,onal D(Z.X) = DE).X+E.0%) .

Soit G un groupe algébrique d'automorphismes de V ; pour tout s e GL , ot
toute dérivation D de L, (Ds)s"'1 € SL , car on a, pour tout P & ,
<P'(s) ,Ds> =D(P(s)) =0, donc si ¥= (Ds)s"1 ,ona (8(F)P)(s) =0, ce
qui prouve que ¥ € QL . Inversement, supposons G irréductible et supposons. que
8 soit point générique de G ; alors, come R(G) et K(s) sont isomorphes, pour
tout X ¢ g 8(¥) donne par transport de structure une dérivation Dy de
K(s) , caractérisée par Dgs =¥s ; cela est vrai aussi pour tout ¥ dans l'alge-

bre de Lie étendue gK(S) .

De ce résultat fondamental, on déduit d'abord que la dimension algébrique de G
est égale & 1la dimension lindaire de q  parce que (en se ramenant au cas o G
est irréductible) l'espace des dérivations de K(s) a une dimension égale & la
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dimension algébrique de K(s) sur K, puisque K(s) est séparable sur K.

Si G et G' sont deux groupes algébriques, l'algéebre de Lie de G x G' est
isomorphe au produit g x ' - L'algébre de Lie d'un groupe algébrique G est
contenue dans 1l'algébre enveloppante de G dans ¢ .

Soit R wune application rationnelle de V dans un espace vectoriel W ; ai Rj
sont les composantes de R sur une base de W , 1l'application linéaire
6Ri
(hi) - (- = hj) de V dans W (indépendante des bases) est encore appelée
J

ox;

lan différentielle de R et notée R'(x) ou dR{x) ; on démontre aussitdt le
théoréme des fonctions composées (S o R)' = S' o R!' .

Soit R une application rationnelle d'un groupe algébrique irréductible G
dans un groupe algébrique H . Pour tout s ¢ G ot R est définie et tout ¥
dans 1'algébre de Lie de G , R'(s).¥s =yYR(s) , od Y est un élément de 1l'alge-
bre de Lie de H .

Soit s un point générique de G , et L = K(s) ; pour tout ¥ ¢ q° il
existe une dérivation D; de L telle que Dy (s) =¥s ; ona DiR(s) =R'(s).%s.
Pour toute représentation ratiomnelle p de G dans un groupe algébrique H , on
a p'(s).¥s=(p'(d).%)p(s) ; L'application ¥ — ¢ ‘(3).% est un homomor-
phisme de g dans 1'algébre de Iie h de H , qu'on appelle la différentielle
dp de la représentation p . Ona p' (J).2 =0 pour tout élément de 1'algébre
de Lie du noyau de §p (mais la réciproque n'est pas toujours vraie si K n'est
pas de caractéristique O ). Si H est le plus petit groupe algébrique contenant
p(G) , et si K(s) est extension séparable de K(p(s)) , dp applique q sur l)
(mais pas nécessairement si K(s) n'est pas, séparable sur K(g(s))). Pour tout
8 € G, soit Ad 8 1l'automorphisme t — st s—l de ¢ ; il applique g dans
elle-méme ; si pour tout % € g, on appelle ad £ l'endomorphisme t —[%, t]
de ¢ , 1a différentielle de la représentation = —> Ad s est 1l'application
¥-— adf . Ilenoyaude s—» Ad s contient le centre de G (mais ne lui est
pas nécessairement identique si K n'est pas de caractéristique O ).

4. Bxponentielles et sous-groupes "& un parametre'.

On suppose désormais que K est de caractéristique O .

Soit T wne indéterminde, L le corps. K((T)) des séries formelles en T a
coefficients dans K . On pose pour tout ¥ e € , exp(T¥) = : b k3 /k ;
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c'est un élément de ¢l . pour que % appartienne & 1l'algdbre de Iie de G, il
faut et il suffit que exp(T¥) soit un point généralisé de G . En effet, si

cette condition est réalisée, on a powr la dérivation D (=d/dT ) de L,

D(exp 2£) =¥ exp T¥ , donc ¥ € gL d'aprdés ce qu'on & vu au n°3 , et come
fed , ¥ e o Inversement, si ¥ € 9 , on considére 1'idéel o' dae K[[T]]
engendré par les P(exp T¥) , od P parcourt 1l'idéal « associé & G ; on montre
que D(&')cC &' ; si on avait Q' # (0) , il serait engendré par une puissance Tm,
et on aurait nécessairement m>1 f(car P(J) =0 pour P& Q) . Mais de

™ea' , o déduit DT=uT™ ) ¢ @' , ce qui est impossible ; d'ad &'= (0) ,
ot oxp T¥ est un point généralisé de G .

On montre ensuite que, si 51 (1<igd) forment une base de § , et L est
1o corps des fractions de K [[Tl y eee ']Id]] , le point
8 = exp(T, Il) ees (exp Ty ¥4) est un point générique de G . Pour cela, il suffit
de montrer que K(s) est de dimension algéhrique > d sur K, et comme il est
séparable, il suffit de définir des dérivations D, (1€i=<d) de L telles que
1ss points (D;8)s™  de & solent linéairement indépendants ; les 4 dériva-
tions partielles D, = b/aTi vérifient ces conditions.

On déduit aussitdét de 1 que si G et H sont deux groupes irréductibles dont
les algtbres de Iie § , b sont telles que ¢ ch (resp.g = ), =
Gc H (resp. G = H) ; c'est inexact en caractéristique # O . De méme, 1l'algébre
enveloppante d'un groupe irréductible G est identigue & 1'algébre enveloppante de
g pour K de caractéristique O , mais non nécessairement dans les autres cas.

Pour toute représentation rationnelle p de G et tout I eg , na
plexp TX) = exp(po(.’.i )N .

On est naturellement amené & chercher les groupes algébriques "& un parametre",
ce qui signifie ici le plus petit groupe algébrique G(X ) dont 1'algébre de Lie
contient un endomorphisme X donné. On va se borner d'abord au cas od K est
algébriquement clos ; soit £ = $ + N , od N est nilpotent, et § semi-sim~
ple (c'est-3d~dire diagonal et égal a (@, ..+, 8;) pour une base canvenable de
V). Alors G(X) est formé des éléments s.exp all, od a parcourt K, et s

n e

parcourt les matrices diagonales (tl y ere s tn) pour lesquellea | [tii =1

n i=1
pour tous les systemes d'entiers (e;) tels que i a;6; = 0 . En général (K

i=1
quelconque de camactéristique 0) , on montre que tout élément de G(X) est un
polynome en I & coefficients dans K , que G(%) contient G(8) et G(n) , et
que exp TY¥ est point générique de G(X) .
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5. Algébres de lie algébriques.

On suppose toujours K de caractéristique O . Une sous-algébre ¢ de l'algebre
de Lie @ Lv) est dite algébrique si elle est 1'algébre de Lie d'un groupe de Lie
algébrique. Une algtbre de Lie quelconque n'est pas nécessairement algébrique ;

mais toute intersection d'algébresde Lie algébrique est algébrique, ainsi que
1'algébre de Lie engendrée par toute famille d'algébres de Lie algébriques. Si ¢
est la plus petite algébre de Lie algébrique contenant une algebre de Lie ¢ ,
tout idéal de @ est un idéal de @', et les algibres dérivées de ¢ et ¢! sont
identiques ; cette derniére algébre de Lie est d'ailleurs algébrique, et si ¢ est
1'algébre de Lie d'un groupe algébrique irréductible G , l'algébre dérivée de 9
est l'algébre de Lie du plus petit groupe algébrique contenant le groupe des commu-
tateurs. de G .,

On appelle répliques d'un endomorphisme X les éléments de la plus petite algé-
bre de Lie algébrique 3(37 ) contenant X . Ce sont des polynomes en ¥ sans
terme constant ; les composantes semi-simple et nilpotente de ¥ sont des répli-
ques de § .81 F est nilpotent les répliques de & sont les matrices tX¥ . Si
¥ est semi-simple de racines caractéristiques & , ..., & , pour que p(¥)
(p polynome & coefficients dans K ) soit une réplique de ¥ , il faut et il suf-

n A
fit que 2 __e.p(a,) = O pour tous les systémes d'entiers tels que 3 a.e,=0[3].
=1 i1 i * i
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