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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1954)

LE LEMME D'ENRIQUES-SEVERI

par André NERON

(d*aprés 0. ZARISKI [3])

1, Préliminairess

Toutes les variétés considérées sont algébriques et plongées dans un méme espace
projectif s . Soit V une variété et soit P €V ;3 on dit que V est normals
en P si l'anneau local de V et P, relativement & tout corps de définition
de V, est intégralement fermé. On dit que V est normale si elle est normale

en tous ses points.

4 toute fonction f sur V on sait associer son ditdseur (f) « Si V est
normale, on a (f) = ZC Vg (f) , somme étendue & tous les V-diviseurs drréducti-
bles C et dans laquelle A désigne la valuation attachée i l'anneau local de
C dans V . Deux V-diviseurs C et C' sont linéairement équivalents (et on
écrit C =C') s'il existe une fonction f sur V telle qus C =C! = (f) «

Dans ce qui suit, V désignera toujours une variété normale. Soit <1 le domaine
universel (qu'on identifie au corps des "constantes") et soit &£ un Q -module
de fonctions sur V de dimension finie. Alors il existe un V-diviseur positif
D tel que (f) + D soit positif pour toute (£)é £ o L'ensemble L des diviseurs
positifs (f) + D est, par définition, un systéme linéaire sur V . Il a une

structure d'espace projectif sur . Tout corps de définition de V , de D
et des éléments d'une base de £ s'appelle un corps de définition de I . Pour
$ donné, il existe un D minimal et un seul, et le systéme L correspondant

est sans composante fixe.

L est dit complet s'il n'est pas contenu dans un systéme lindaire plus grand.
Soient L un systéme linéaire et Co un diviseur ; l'ensemble des D tels que
c0 +De L est un systéme lindaire, noté L - Co o I1 est complet si L est

complet.

Les hypersurfaces d'ordre m découpent sur V un systéme lindaire, noté Lm

THEOREME ly - Lm est_contenu dans un systéme linéaire complet ‘Lml s st on a

L = leI pour m assez grand.
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A. NERON

En effet, soient Rm le £ -module des classes (mod V) des formes homogénes
de degré m dans SN, et soit I, sa fermeture intégrale. Soit ¢ € L
la trace sur V de l'hypersurface fm =0, et soit _fm la classe (mod V)
de fm « On montre facilement, compte tenu de la normalité de V , gme pour tout
DsC ,ona - D-C = (g/fm) y avec g€ I . Lo théoréme résulte de ce que
Im est un Rm-module fini et est égal & Rm pour m assez grand.

COROLLAIRE., ~ Tout systéme linéaire est, contenu dans un systéme linéaire complet.

Par D €L on peut en effet faire passer une hypersurface Hm ne contenant
pas V . Posons Hm.V =D +C . Lo systéme linaire I est contenu dans le sys-—
téme linéaire complet ILml -C .

Le systdme complet contenant L sera dans la suite noté |L| « On montre que
tout corps de définition de L est un corps de définition de |L| . Pour tout
V-diviseur D, on posera {(D) = dim|D| +1 . L'entier D) est aussi la
dimension du module des f telles que (f)> =D .

Le théoréme de Bertini (que MATSUSAKA a étendu au cas abstrait) affirme que si

L n'a pas de composante fixe et s'il n'est pas "composé avec un pinceau" (c'est-

ad-dire si tous les éléments de L ne sont pas composés d'un nombre fini de

V-diviseurs appartenant & un systéme linéaire de dimension 1), L est irréductible

(c'est-a-dire tout élément générique de L est irréductible).

Ce théoréme s'applique en particulier a Lm « De plus, tout élément générique de
L est normal (2], cfe [1])e

Pour tout systeme linéaire L et pour toute sous-variété C de V , les
C-diviseurs D.C (avec D €L tel que D.C soit défini) forment un systéme
linéaire, appelé C-trace de L , et noté L.C « Lorsque dimC =dim V-1,
on a de plus

) dim (L.C) = dim L - dim (L - C) -1

2. Lo lemme d'Enriques-Severi.

En voici 1'énoncé, sous la forme due & ZARISKI :

TI-U?:ORE‘?ME 2, = Soit V' wune variété normale (r »>2) et soit D un V-diviseure

Alors, en désignant par Cm la trace sur V d'une hypersurface générique Hm

de degré m, on a ID.CmI = |D|.CIn (autrement dit |D|.Cm est complet) pour
m assez grand.
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LE LEMME D'ENRIQUES-SEVERI

Ce lemme joue un r8le essentiel dans la démonstration du théoréme de Riemann-
Roch pour les surfaces (voir plus loin). Il permet d'obtenir Riemann-Roch pour
toute surface normale dans le cas abstrait et sans utiliser le théoréme de

réduction des singularités.

3. Réduction du probléme.

Supposons le théoréme démontré pour |D| = L (s assez grand pour que L
soit complet), et montrons qu'il est valable pour tout D]
Soit en effet D & ID.le » Il existe un j tel que L, ~D soit irréductible

(appliquer le théoréme de Bertini) et complete Soit donec Y €L, = D irréductible.
Pour m assez grand, on a Dm + Cm.Y S L.J.Cm puisque, par hypothése IH.C
est complet. Autrement dit, D + Cm.Y HJ Cm s OU H3 est une hypersurface
d'ordre j o Prenons m > j . Alors Y C HJ s car sinon H&.Y serait défini,
et on aurait
H!.Y)C .Y=H .Y
i m m

ce qui est incompatible avec le théoréme de Bezout. Donc on a

D =E.L  avec E=HJ!.v-ye|Dl .

4. Démonstration dans le cas |D| = L, -

On va démontrer dans ce cas le théoréme plus précis suivant

THEOREME 2!, = Soit (s , m) wun couple d'entiers (s assez grand pour que
Ib soit complet). Alors il existe un entier q ne dépendant que de V tel que

Ib.Cm soit complet dés que m - >q .

Pour tout triplet d'entiers i ,m, s (12 m-s>0) et pour tout
D e ILS.le » posons

M, (cm ,

D) = (Li.Cm) n((LS+i.cm) -D) .

Dans ce qui suit, s est supposé assez grand pour que LS soit complete

IEMME. - Soit Cml e Ii.Cm e Alors on a

dim Mi(Cm , D+ le) - dim Mi(Cm , D) < s+1+l-m(cl)
ou ds+i+l-m(cl) désigne la déficience dim|N| - dim N du systéme lindaire
N= Ls+i+1—m(cl) ¢
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A. NERON

I1 suffit de montrer qu'il existe une application linéaire projective u de
-1 ‘s
Mi(Cm y D+C ) dans IN| telle que u (N) cMi(Cm.D) . Pour définir u, on

procéde comme suit. Soit C =H .V . A tout A€M (C ,D+C,) on peut
m m itm ml

associer une hypersurface Hs 4l telle que A +D +C ml = Hs +T41 .Cm et supposer
de plus que A — Hs 44l est une application linéaire projective biunivoque.
On pose

() 1 u(d) = (g, ~H )Ly -
Soit maintenant A € U (N) « On a une ralation de la forme
(3) u(A) = Hs+i+l-m.cl
La comparaison de (2) et (3) montre qu'il existe une hypersurface Hé il du
pinceeu linéaire défini par Hs+i+l et Hs+i+1—m'+ Hm qui contient Cl o
" t -— -
Compte tenu de HmD Gm s on a Hs+i+1 .Cm = Hs+i+l .Cm =A +D+ le . Or

Hé 4l V- C1 appartient a ‘Ls+il , donc a LS “ qui est complet, donc est de

la forme Hs+i'v » Done Hsﬁ'cm =A+D,Donc A t':Mi(Cm s D) .

COROLLAIRE. = On a

dim L, .C - dim M (cm , D) & dim Lia € - dim Mi+i (Cm.D) * 4 tslen

c,)

En effet, considérons l'application linéaire projective biunivoque v de

L,.C~dans Ly, .G~ définie par vA) =A +C gl * 00 @ évidemment

dim Ly 40 - dim M, ., (C

: -l
1 D)z din L€~ dim v (M, 4 (c

nm ’ m’D))

et le corollaire s'obtient en constatant que

=1
Mi(cm sy D+ C L)Y (Mi+1(cm » D)) DMi(C D)

n ,

Du corollaire, en déduit par sommation

- dimL .0 -dimM (C ,D)=d

S,

ou d= dk(cl) est fini.

n=1
Or considérens L 6t son sous-systéme M_ (D) dont la trace sur C
m—s m-s m

est M "(Cm , D) . D'aprés (1), (paragraphe 1), les deux systémes ont mémes
it

dimensions que leurs traces. Donc
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LE LEMME D'ENRIQUES-SEVERI

(4) dim L - dim M Ded.

De (4) on déduit ll'existence d'un q tel que M _ (D) soit irréductible pour

me-=38 ) q .

I1 suffit d'appliquer Bertini.

M -s(D) n'a pas de composante fixe E dés que (m - s)(r -1) =d . En effet,
le nombre de conditions imposées & une Hj par la condition de passer par E est
$j(r +1) , car par j(r - 1) points génériques indépendants d'une composante
de E passe une hypersurface dégénérée en j hyperplans.

Mm—s(D) n'est pas composé avec un pinceau dés que dimm—s-l = d .« En effet,
pour tout G, € I; , on a alors d'aprés (4) (Lm-s-l + Cl) N Mm—s (D) £ ¢ « Comme
L1 est sans point fixe, il n'existe pas de point de V appartenant a toute

composante de tout élément de M (D) .
Soit donc m-s3>q etsoit C _ &M (D) irréductible.
i ! = HY', o =C!, .
I1 existe Cm Hm Ve Lm telle que Cm-s Cm +D Cm Cm Soient Yi
(1 =0, «o. , n) les coordonnées homogénes dans S° . Soient Fm(Y) , FI:‘(Y) et
. ' .
Fm s (Y) 1es premiers membres des 8quations de Hm ’ Hm et H - Prenant pour

"hyperplan de 1'infini" Y =0, posons X; =4~1 =1, ..., n) et solent
o

£ (X) =F (DA, , () =FW/A et £ (X) = F,_o({)/fy + Soient de plus

Ty oy X x} les valeurs des X; en des points génériques de V, Cp et

£ (x)
C i . i - n !
meg ToSpectivement. La fonction g sur C = telle que g(x) m n'a

de p8les qu'a 1'infini. Donc g(x) est entier par rapport & K x] , donc puisque
V est normale, g(x) & K x] . Donc il existe des polyndmes G et H tels que
1] -
£ () = 6(x) £, () + HR) £ ()
et la fonction sur Cl;l' ayant pour valeur en x!
] 1
£ (x?)

£ (x')

= H(x') € X[ x']

n'a de pbles qu'a 1'infini. Or cette fonction ne dépend pas du choix de 1l'indice
de 1'hyperplan de 1l'infini. Donc elle est constante. Donc le faisceau défini

1 1 1" .
par Hm et Hm contient une hypersurface Hm passant par cm—s « On a
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A. NERON

n = Ht = - - .
HI.C = Hm'cm =0 _sCp * D « Donc, en posant HeV=-C o =0, 1l vient
D=C_J._

s m €.Q.F.D,

5¢ Le_genre arithmétique.

Soit d'abord un cycle homogéne de dimension r de s® dont toutes les com-
posantes ont pour coefficient + 1 (et qu'on peut identifier & l'ensemble algé~
brique réunion de ces composantes). Le nombre des conditions imposées & une forme
de degré m par la propriété de s'annuler sur W est, pour m: assez grand,
représenté par un polyndme en m , x(w , m) , appelé fonction caractéristique de

W }g@i , m) est aussi le rang du module R~ des formes de degré m dans S
(mod W). Désignant par a, le terme constant au polynéme X , on appelle
genre arithmétique de W le nombre

p ) = (-1 a, .

r-i
Soit Ws

tes de degré s . On a, quels que soient m et s,

l'intersection de W et de i hypersurface génériques indépendan-

XGN: , ms) - %pd: , M8 - 8) = y$w:‘1 s MS) o

On en déduit

r
’¥w , m) =i§5 (- 1)} pa(Wi) .

Dans le cas ou W est une variété normale, on a ‘xﬂd , m) = dim L +l= {(Cm)
donc
r
_ i .4
(5) Ae,) =Fg (- 10t p 0y

Sur une variété normale V , on définit le genre arithmétique de tout V-diviseur.

Pour cela, on démontre les deux propriétés suivantes
= ! = 7!
(4) pa(z) = pa(Z ) pour Z =72

() p (2 +2') =p,(2) +p,(2') +p (2.2!)

pour les couples de V-diviseurs 2 et 2' tels que les symboles figurant dans
ces relations soient définis au sens précédent.

Pour démontrer (A), on remarque que
x(Z , m) = dim L - dlm(Ih - 7)

et que Lm est complet, donc que Lm -7 = Ih - 2' pour m assez grand.
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LE LEMME D'ENRIQUES-SEVERI

La démonstration de (B) repose sur la relation

K(z , m) + X(Z' , m) = )%(z +2' , m) + (22" , m)
On constate ensuite qu'il existe une et une seule fagon d'étendre la définition

de pa(Z) aux V-diviseurs de maniére
1° que pa(O) = 0 en toute dimension
2° que la propriété (A) soit valable quels que soient 2 et 2!
3° qu'on ait la propriété
T = o
(B') p,(z+C)=p(2) «p,(C ) +p,(2.L)

pour tout Z et pour C & L générique sur un corps de définition de 72 , le

cycle Z.Cm étant regardé comme un C ~diviseurs

6. Expression de (D + Cm) pour m assez grand.

THEOREME 3+ =~ On a pour m assez grand

r
Ao +¢ ) = (1) (pg(V) + p (=D =C))
On se raméne au cas D=-E (E >0 irréductible) en prenant pour E un

élément générique de le - D| , l'entier j étant assez grande
On a
13((;m -E) = )ﬂ(v , m) - )g(E , M)
D'ol, compte tenu de (5)
T
©, ~E) = (- 1)7 p,() +&7 (- )™ (o () - p @)
I1 suffit alors de remarquer qu'on a, d'aprés (B')

p,E ) = p () 4 p @2 o) 4 p @2 - )

7. Le systeéme canonique.

Soit co une différentielle sur une variété normale V . A tout V-diviseur
irréductible C , on associe 1l'ordre vb(co) de ¢ en C ainsi défini ¢ on
considére des coordonnées X; ee. x, uniformisantes et séparantes (c'est-=i-
dire telles que toute fonction sur C soit algébrique séparable sur le corps
engendré par les traces des X sur C)de C, et siona

co=A d)cl eee dxn ’
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A. NERON

on pose vc(co) = vc(A) o Le diviseur (ew) de <oest le V-diviseur

(e = 8- vpa) .
Les (cw) appartiennent & une classe déterminée modulo 1'équivalence lindaire,
appelée classe canonique. Les éléments positifs de cette classe (assoglés aux

différentielles de premiére espéce) forment un systéme complet, appelé systéme
lindaire canonique, noté K = K(V) .

Soit Cm € Lm irréductible et normale et considérons le systéme canonique
K(Cm).Soit m une différentielle sur V et-soit t+ un paramétre uniformisant de
Cm (c'est-a-dire une fonction sur V telle que o (t) =1 . On peut trouver
r -1 fonctions z; , .., 2, formant avec ¢t Bn systéme de coordonnées
uniformisantes séparantes de Cm sur V . Soit «=A dt dz) .. dzr__1 et con-

sidérons sur Cm la différentielle wy = At dzl ees dz (a

,t r-l,t Vb ? Pt ?

fonctions induites par A et zg respectivement sur Cm) « On établit la rela-

tion
(e0y) = ((e0) + € = (£))aCy

(A désignant un Cm—diviseur irréductible, cette relation est facile & vérifier
localement en & pour un t particulier : on prend t tel que Cm - (%)
n'admette pas & pour composante ; on montre ensuite que ("’:b) + ('t;)Cm ne
dépend pas de t)e.

I1 en résulte |K + cml.cm <K ) .

Plus généralement, si D est un V-diviseur irréductible d'un systéme linéaire
de la forme |E + le , on a encore |D + K|.D <K(D) (on se raméne au cas
précédent par une transformation birationnelle). |D + K| s'appelle le systéme
adjoint d¢ D sur V.

8. Application au théoréme de Riemann—Roch.

Soit V une surface normgle et soit D un V-diviseur. Posons D + Gm = Em o
On a

L) = £E) - an(|E [ ) -1 .

Or d'aprés Riemann-Roch pour C
< = - - ° - -
dimIEml.Cm +1< X(Em.cm) pq( E cm) pa(Cm) +j -1

oh j ~est l'indice de spécialité de Em.Cm sur C , défini par
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Iy = g(Km - Em.Cm) y avec K e (K(Cm) .
Ie théoréme 3 et les propriétés du symbole P, entrafnent donc
A(D) zp, (V) +p (-D) - j
Or dtaprés le paragraphe précédent

+ 1

i, = dim 'lx +CkC ~E &

+ 1

= dim ‘(K - D).Cm
Pour m assez grand, le lemme d'Enriques~Severi donne
i = dim(|X - Dl.Cm) +1
et comme de plus
dim|K - Dl.cm = din|K - D| ,
il vient
£() 3p,(V) +p_(~ D) - 4(D)

ot i(D) = dim|K - D| +1 = 2(1{o - D) (avec K €K) s'appelle 1'indice de
spécialité de D + C'est le théoréme de Riemann-Roch pour les surfaces normales.

Si V est non singuliére, on a
2
p,(-D) =2 +p (D7) - p (D) «
D'oh la forme habituelle
dim D >(D) - p (D) + p, +2 - 1(D)

oun »(D) = pa(DZ) est le degré de D .
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