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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1954)

CARACTF:RISATION DES CARACTERES DES GROUPES FINIS,
par J.-C. HERZ.
(d*aprés R. BRAUER, [2])

1., Intreduction.

Le travail de R. BRAUER s'ordonne autour d'un théoréme principal qui df)nne une

caractérisation des garactdres généralisés d'un groupe fini @ en tant que fonc-
tions complexes des éléments de ® . De nombreux résultats , classiques ou inédits,

en sont déduits.

Un caractére généralisé de ® est une combinaison lindaire & coefficients entiers
des caractéres irréductibles de (B + Le théoréme principal fait intervenir la notion
de groupe élémentaire : produit direct d'un p-groupe et d'un groupe cyclique d'or-
dre premier & p « Il s'énonce : .

THEOREME 1, - Une fonction complexe ®(G) définie sur @ est un caractére géné-
ralisé si et seulement si

(I) @ est une fonction de classe (c'est—a-dire prend la méme valeur pour deux
éléments G et G' conjugués).

(II) Pour tout sous-groupe élémentaire @ de @ , la restriction de ® a €
est un caractére généralisé de € .

Ce théoréme fournit une caractérisation des caractéres irréductibles de 6 »

THEOREME 2. - La fonction & est un caractére irréductible de & » si et seule-
ment si elle vérifie les conditions (I), (II),

(III) la valeur moyenne de l@lz est 1 .

(IV) le nombre @) (1) est positif ou #ul.

2, Démonstration du théoréme 1.

La condition est évidemment nécessaire. Pour démontrer qu'elle est suffisante, il
suffirait d'utiliser un théoréme sur les caractéres induits donné précédemment par
l'auteur [1]. Il donne ici une démonstration plus simple, en se plagant & un point
de vue plus général.

I1 considére un corps quelconque K de caractéristique nulle muni d'une famille
iF de valuations exponentielles v , et il appelle entier de K , tout élément x
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tel que  »y(x) > 0 pour toute valuation w» de 4F , ot anneau de caractdres de (O
sur K , l'ensemble des combinaisons linéaires @(G) = ¥ ay x i(G) des caractéres
absolument irréductibles de (§ s dont les coefficients sont des entiers dé K .

Le théoréme principal prend alors la forme suivante :

THEOREME 1*. - Soit @ un groupe fini. Une fonction ®(6) sur & a valeurs dans
une extension de K appartient & l'anneau de caractéres de (E sur K si et senle-
ment si :

(I) © est une fonction de classe sur (D

(IIK) pour tout sous-groupe élémentaire € de (B, la restriction de ®a @
appartient & 1l'anneau des caractéres de & sur K .

La nécessité étant évidente, indiquons les grandes lignes de la démonstration
de la réciproque. On appelle g l'ordre de 6 . On considére une fonction de olas-
se (G) vérifiant les conditions (I) et (IIK) « Or toute fonction de elaese
est une combinaison linéaire

@) =3 8 £,(@),

les &, étant donnés par

1 -1
L= - G
5 =32 B© g, ™)
(relationsd'orthogonalité des caractéres).

On montre d'abord que les a; 4y & priori dans une extension de K , appartiennent
d K lui-méme. Pour cela on montre, gréce a (IIK) s que tout a, est invariant
par toute transformation appartenant au groupe de Galois de K(€) sur K s E
étant une racine g-itme primitive de 1l'unité.

o

Reste & montrer que les a, sont des entiers de K . Clest immédiat si v(p) =
pour tout diviseur premier p de g . Supposons donc que W(p) > 0 pour un
diviseur premier fixé de g . On construira un sous-groupe élémeptaire &€ de B
comme produit direct d'un sous-groupe cyclique {A} d'ordre a premier & p et
d'un p-sous-groupe de Sylow'p du normalisateur de A . Si '51 eee T 6t
0 ee0 8 désignent reopectivement les caractéres irréductibles de {Ak et de

%1, on a, pour Pe¥,
n — : : n = : b
yo 1 e i
ou les SifG sont des entiers > O .
Les éléments Wis Jouent un r8le capital dans la suite de la démonstration. On.
s'appuie sur wn lemme @
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IEME 1. - Soit m le nombre de classes de @ rencontrant A2 . On peut
choisir m valeurs de 0 telles que, Wo = (win—) étant la matrice correspondante,
W! sa transposée, Wo sa conjuguée, on ait

v(det (! W))) =

On considére alors les sous-groupes élémentaires (5‘1 ’ 62 y vee y @t cons-
truits comme ® & partir de tous les éléments A1 g see y At de @ (non conju-
gués deux & deux) dont 1l'ordre est premier & p » La matrice W= (W, , +ov, wt)
se trouve &tre une matrice carrée. On montre, en application du lemme 1 , que
w(det W) =0, et on en déduit immédiatement I)(ai) >0, d'oh le théoréme.

3. Conséquences du théoréme 1 .

Le théoréme 2 énoncé plus haut, résulte immédiatement du théoréme 1 . On a ensuite
7/ -
THEOREXE 3. - Tout caractére d'un groupe fini (@ peut s'écrire sous la forme
}\ E 1'! ; » ou les c, sont des entiers,les Wy, des caraotéres irréduc-

tibles de sous-groupes élementaires @‘i , ot ’t{f: le caractére de (D induit par

Yy

IEMME 3. - Si € = x ) est un sous-groupe élémentaire et ¢ un caractére irré-
ductible de & , il existe un sous—groupe (B' dx’]{) (po Cgp) de € ot
un caractére linéaire \*'o de (I;o tels que ¥ soit le caractére de ® induit

par \!IO .

THEOREME 4. - (conséquence des théoréme 3 et lemme 3). - Tout caractére de &
est une combinaison linéaire & coefficients entiers de caractéres de (B"induits par

des caractéres lindaires de sous-groupes élémentaires de (& .

THEOREME 5. - Pour qu'une fonction (@ définie sur (E appartienne & l'anneau de
caractéres de (J' sur K , il faut et il suffit que

(I) D soit une fonction de classe j

(II ) si A estun caractere linéaire d'un sous-groupe élémentaire € atordre

e de B , 1le nombre -—Z;_: AE)A (E—l) (E € ®) soit un entier de K .

4 \
THEOREME 6, - La fonction @(G) est un caractére irréductible du groupe fini &

si et seulement si
(I) @(G) est une fonction de classe ;

% . tm 2
(IT") ® étant un sous-groupe élémentaire d'ordre e de ® et A un caractére
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lindaire de O » le nombre é— ®E) A (E-l) (E€ @) est un entier ;

(111) §>_G-_ @ @) [* =1
M@)o .

4, Caractéres lindaires de & .

Le théoréme 2 donne dans le cas d'un caractére lindaire :

7N
THEOREME 7. - (@ (G) est un caractére lindaire de @ si et

seulement si
(1#) €D(G) est une fonction de classe, non identiquement nulle,
(IIA/) ®@AB) =@(4) @(B) si A et B sont deux élémentspermutables d'ordres

premiers entre eux ou si A et B sont éléments d'un p-sous-groupe de ®.

Co théoréme permet & son tour d'établir le

THE"ORﬁME 8. = A tout nombre premier p ; divisant l'ordre de (B s associons un
P;-sous-groupe dilsylow 3?)‘1 , et soit ’,‘p: le sous-groupe de '43 engeridré par
les quotients A~ B d'éléments A, B de ';F)j conjugués dang . ® étant
le commutateur de (B‘ » le quotient @./(B " est isomorphe au produit direct de tous

les groupes ’z‘pa/';{ﬂ; .

Ce théoréme a deux corollaires :
COROLLAIRE 1, - Le groupe '39; est 1l'intersection de CB' 'avec '*)j .

COROLLAIRE 2, = Un groupe Q‘ﬁ' est égal & son commutasteur si et seulement si
'ZP = :p* pour tout sous-groupe de Sylow '_?p .
Le groupe ,.6 * associé comme précédemment & un sous-groupe quelconque J‘? posséde

des propriétés intéressantes

THLOREME 9. - Si ;ﬁ est un sous-groupe d'indice n de 6 s 6t 81 5 est un
caractére linéaire de J} dont le noyau contient ;_5 R peut 8tre étendu
3 un caractére linéaire de & .
/ . * . .
THEOREME 9"+ - Il existe un sous-groupe 1nvariant A de ® pour lequel 6/ n
~S
est isomorphe & un sous-groupe @ ae f / ;{" tel que (& contienne les puissances

n-idémes de tous les éléments de d?/ :)" et que J?nﬂn soit l'ensemble des
éléments de;\? dont la n-iéme pulssance est dans :f?‘ .
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COROLLAIRE 1, = Si (@ : .5) est premier & (,:{}’ : j)*) s, Ona CG/myjﬁ/ﬁt
Dog=* .

COROLLAIRE 2. - si B = ", ;i;* contient les puissances n-idmes des éléments
de &

. . . -1
THEOREME 10, = ,15* est le sous-groupe de ;i} engendré par les quotients AB
des éléments de,’-f}' d'ordres puissances de nombres premiers qui sont conjugués dans

@ .

7 N
THEOREME 10, - Soient LQ PERRL) “211 un systéme de sous—groupes de Sylow de ,’fi
pour les divers nombres premiers p; , Py s eeey Py divisant 1'ordre de ®'. kY

peut 8tre défini comme le sous-groupe de :ﬁ engendré par ;{?" et l'ensemble des
quotients W ot U et V appartiennent au méme Qi et sont conjugués

dans 6 .

*

COROLIAIRE, - Si 4'5 est tel que deux éléments U , V d'un sous—groupe de Sylow
@ de :!ﬁ conjugués dans (O 1le soient aussi dans $@E=1, «0,ym, #‘
est égal a :f?" .

5. Un théoréme de Frobenius.

R. BRAUER retrouve par l'application des.théorémes 1* 6t 5 lo théoréme suivant
4l A FROBENTIUS :

N

THEOREME 11. = Soit un groupe fini ", d'ordre g, 73 wne partie invariante

de ® , et n un entier naturel donné. On définit une fonction ®(G ; ) sur
@® par les équations s

®C; B) =ty st Feh,
@@G;9y)=0 si ¢ W,

Dans ces conditions, ®(G , 33) appartient 3 l'anneau de caractéres de ® sur

le corps des racines g-iémes de l'unité,

6. Applications aux caractéres modulaires.

Le théoréme 1 a une application immédiate.

THEOREME 12, - Soit p un nombre premier, p* la plus haute puissahce de p
divisant l'ordre g du groupe & o Si ¢ est un caractére p-modulaire de @ ,
on obtient un caractére généralisé (ordinaire) de @ en posant @(G) = p* & (G)
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si G est p-régulier, =0 sinon.

Cette construction permet d'établir :

4 AY
THEOREME 13. - Le déterminant de la matrice des invariants de Cartan est une
puissance de p

Enfin, gréice aux propriétés des nombres de décomposition de @ (théoréme 14) , On

a

THEOREME 15, - S1i G est restreint aux éléments p-réguliers de ® , tout
caractére modulaire irréductible ‘PJ. (G) peut s'écrire comme combinaison lindaire
21 a; Xi(G) , ou les entiers a; ne dépendent pas de G .

THEOREME 16, — Les caractires éej((}) s'annulent pour tous les éléments p-din-
guliers de (§'»

THEOREME 17. - Si @(G) est une fonction de classe sur (P qui s'annule pour
tous les éléments p-singuliers de (B, @ (G) est une combinaison linéaire
® (a) = z:_' sy ‘Pi(G) s & coefficients complexes 85 o Si @(G) est un carace
tére généralisé de O qui s'annule pour tous les é1léments , p~singuliers, les 8y
sont des entierse

On peut se demander comment caractériser les caracteéres Jg i parmi les fonc-

tions de classe qui s'annulent pour tous les éléments p-singuliers.
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