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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1953)

LES FONCTIONS HOLOMORPHES ABSTRAITES DE ZARISKI
par Pierre SAMUEL

1+ Introductions

Un cycls (de dimension r) est une combinaison linéaire formelle & coefficients
entiers de variétés algébriques de dimension r de 1l'espace projectif P, (sur
un "domeine universel" de caractéristique quelconque) ; il est dit positif si ses
coefficients sont positifs. La réunion des variétés figurant dans 1l'ezpression
(réduite) d'un cycle J s'appelle le support de X . Nous préciserons plus loin
la notion de systéme algébrique de cycles. Dens le cas classigue, on a le résultat
suivant (remarqué par ENRIQUES) :

Principe de dégénérescence. Si le support du cycle générique d'un systéme irré-
ductible (S) de cycles positifs est irréductible (c'est-a-dire est une variété)

alors le support de tout X € (S) est connexe.

EXEMPLE, - Dégénérescence d'une cubique gauche. Démonstration simple par voie
topologique.

Le principe de dégénérescence conserve un sens sur un domaine universel de
caractéristique quelconque § par définition 1l'on dira qu'un ensemble algébrique
(c'est-a~-dire une réunion finie de variétés) est connexs s'il n'est pas réunion
de deux sous-ensembles algébriques propres et disjoints ; ceci est la connexion
pour la "topologie de Zariski" ol les fermés sont les ensembles algébriques § dans
le cas classique, et pour les ensembles algébriques, elle coincide avec la connexion
ordinaire (une variété étant connexe au sens ordinaire). Le but principal de
ZARISKI était de montrer que ce principe reste vrai dans le cas abstraite. Sa méthode:
trouver un critére algébrique de connexion maniable (le critére & flsur de peau

"l'anneau de coordonnées n'est pas un composé direct" ne l'étant pas assez).

Pour trouver un tel critére de connexion l'on s'inspire du cas classique. Ebant

donné un sous-ensemble algébrique W d'une variété V , on dit que V est ana-
lytiquement irréductible le long de W 61 l'annesu 3b1 des fonctions holomor-

phes au voisinage de W est d!intégrité. Alors :

Critére de connexion. Supposons V analytiquement irréductible en chaque point

de W . Pour que W soit connexe, il faut et il suffit que V soit analytique~

ment irréductible le long de W .
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Dans le cas classique, le Mil suffit" est facile (fonction O sur une composante
connexe de W , 1 sur les autres), et le ™1 faut" résulte du prolongement analy-
tique & travers les points reliant les composantes irréductibles de W . Dans le
cas dit "abstrait", il va d'abord s'agir de définir 1'anneau Ew » Puis de dé-
montrer le critére de connexion.

2. Définition des fonctions holomorphes abstraites. Le critére de connexions

Etant donnée une variété V et un sous-ensemble G de V s une fonction f
holomorphe au voisinage de G assigne & tout point P de G un "élément de fonc-
tion holomorphe" f((P)) (c'est-i-dire une série de Taylor si P est simple sur
V), et ces éléments f£((P)) doivent "se prolonger les uns les autres" ; une pro-
priété équivalente & celle-ci est, grosso modo, le fait que f peut &tre unifor-
mément approchée (dans un voisinage convenable) par des polynfmes sur V (ou des
fonctions rationnelles sur V holomorphes dans ce voisinage). Dans le cas abstrait
la seule notion d'approximation qui soit & notre disposition est celle d'ordre de
contact. D'ou

DEFINITION des fonctions holomorphes. - Soient V une variété (affine ou projec-
tive) définie sur un corps k , G un sous-ensemble de V . Pour tout P &G )
notons ©p l'anneau local de P sur V (relatif & k) et wp Son idéal

maximal ; posons OG = noP + Munissons le produit 6G = T1 EP des complétés
' PegG
BP des ©p de la topologie "uniforme" ou les TTﬁg forment un systéme fondamen-
tal de voisinages de O . Alors 1'adhérence de la diagonale de ~TT og dans ce
PeG
produit est un anneau, appelé l'anneau des fonctions fortement holomorphes le long

ds G,

Etant donnée une partie G!' de G , notons Ry, ¢ 1a projection de (DG sur
b4

50, G est une fonction holomorphe le long de G

s'il existe un recouvrement ouvert fini de G (pour la topologie de Zariski ou

+ On dit qu'un élément X e ©

les fermés sont les ensembles normalement algébriques sur k), soit (Gi) , tel
que, pour tout i , RG G(x) soit une fonction fortement holomorphe le long de
i

Gi + Les fonctions holomorphes le long de G forment un anneau, noté 3 G (exis-

tence d'un raffinement commun & deux recouvrements). Il est clair que

Ryt o(Bg)Cog, si G'CG . Pour un point P, O, est l'anneau local complété

do op « Pour x €3G et P€ G, on note x((P)) 1'élément analytique Ry G(x) .
b4

Dans ces conditions on notera que, si P et P! gsont des points k-isomorphes
de G (par exemple deux points génériques de V sur k), les anneaux locaux
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op et ©p, sont identiques, et l'on a x((P)) = x((P*)) (puisque tout x & Q
a cette propriété).

REMARQUE, - Si W est une sous-variété de V contenant G, la trace sur W
d'une fonction holomorphe le long de G (par rapport & V) est une fonction
holomorphe le long de G (par rapport & W). En particulier, si G =W est une
variété projective, une telle trace est constante sur W . Mais une fonction
holomorphe le long de W n'est pas nécessairement une constante (par rapport & V);
bien plus, une fonction rationnelle sur V non constante peut &tre holomorphe le
long de W (c'est-a-dire appartenir & ©) . Exemple trivial : V est un produit,
W une verticale, et la fonction ne dépend que de la lre variable. Exemple moins
trivial et plus général : il existe une transformation ratiomnelle T de V sur
une variété V' , régulidre en tout point de W , telle que T(W) soit un point
P' et que 7 (P') =W (W est alors dite "exeeptionnelle" ; 1l'étude des courbes

exceptionnelles sur une surface est d'importance en géométrie algébrique classique) ;
on a alors Oy =Opy o Un lemme sur les topologies Tit~adiquess

Soient R un anneau (commutatif et noethérien) et M. un idéal premier de R .
Nous avons sur R 1la topologie M-adique (définie par les 'm,n) , 6t la topologie
induite par celle de l'anneau local R, (elle est définie par les puissances
symboliques m.(n) 3 on l'appellera " Wt-induite" ; elle est moins fine que la
Mm-adique). Soit alors ¥ un idéal premier de R contenant w « La topologie
t-adique est plus fine que la 3 -adique (trivialez. De plus, si R est "analy-
tiquement irréductible en " (c'est-a-dire si (R,) est un anneau d'intégrité),
la topologi<2 M-induite est plus fine que la topologie ,?-induite (on utilise le
fait que (R,) est linéairement compact). On en déduit que, lorsque R est ana=-
lytiquement irréductible en tout diviseur premier propre de ¥ les topologies

,? -adique et ;F -induite sont identiques (11 suffit de montrer que &?n est ouvert
pour la topologie ;P -induite ; on en fait la décomposition primeire, et l'on re-
marque que tout idéal primaire pour un diviseur premier propre de :? est ouvert
pour -la topologie ,P -induite d'aprés la premiére assertion).

Lo principe de prolongement analytique.

Soient P et P' deux points de V tels que P! soit spécialisation ds P
sur k , et soit x une fonction fortement holomorphe le long de (P°, P') o Si
x((P')) =0 ona x((P)) =0 .8i x((P)) =0 et si V est analytiquement irré-
ductible en P' , ona x((P')) =0.
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DEMONSTRATION. = Par hypothise on a Ops ©Op 5 posons $= 36, Nop, on a
)P C Wip, o Par définition x est un élément de 1'adhérence de la diegonale D
de Opy X Op, dans le produit des complétés de Opy et de @p, autrement
dit dans 1s produit des complétés N}, -adique ot Mp-induit de Opy « Or 1'appli-
cation canonique de D sur Cp ( JﬂP,—adique) applique les voisinages fondamentaux
de O sur des idéaux fermés de Opy ; donc son prolongement aux complétés est
biunivoque (cf. espaces vectoriels topologiques), ce qui démontre la premidre
assertions Pour la seconde on remarque que la topologie :.1) -induite est plus fine
que la np,-adique (lemme) ; donc D (qui a la topologie borne supérieure) est

isomorphe au second facteur.
C«QeF.Da

Le critére de connexion. Soit W un sous-ensemble algébrique de la variété V

tel que V soit abalytiquement irréductible en chaque point de W . Pour que W

gsoit connexe, il faut et il suffit que V soit analwytiquement irréductible le

long de W (c'est-d-dire que O, soit intégre).

La démonstration est inspirée par celle du cas classique. Pour le "il suffit",

on remarque que la fonction définie par x((P)) = O pour P sur une composante
connexe de W et par x((P)) =1 ailleurs sur W , est fortement holomorphe le
long de W . Réciproquement soit x wun diviseur de zéro dans 5w (W étant conne-
xe)jona x((P)) =0 pour certain P € W (x est élément d'un produit d'anneaux
d'intégrité) ; d'autre part x est fortement holomorphe sur chacun des ensembles

W - Ui) d'un recouvrement ouvert de W (Ui ¢ sdus-ensembles algébriques propres) ;
alors un point générique P de la composante irréductible wl de W contenant

P est dans chaque W - U; 5 de x((P)) = 0, on déduit donc x((F)) = 0 (premidre
assertion du principe de prolongement analytique) ; d'ou x((P')) = O pour tout

Pr e Wl

de W au moyenm des "points de connexion".

(seconde assertion). On passe de 13 aux autres composantes irréductibles

Quelques résultats complémentairese

1° Dans le cas affine 1'anneau des fonctions fortement holomorphes le long d'un
sous-ensemble algébrique W de V s'identifie canoniquement au complété wr-adique
de 1l'anneau de coordonnées affines R de V (W désignant 1'idéal correspon-
dant 3 W).

2° Dans le cas affine toute fonction holomorphe le long d'un sous-ensemble algé-
brique W est fortement holomorphe. Les résultats 1° et 2° "tuent" la théorie
dans le cas affine ; le cas projectif est beaucoup moins bien connu, et est plein

de problémes non résolus.
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3° Dans le cas projectif, étant donnée une fonction x holomorphe le long de
G, 11 existe une transformée birationnelle biréguliére V' de V telle que la
fonction holomorphe x' transformée de x soit fortement holomorphe le long de
chaque G! -~ Ei (G! : transformé de G ; Ei sections hyperplanes indépendantes
de V'),

4° Dans la définition des fonctions holomorphes le long d'un sous-ensemble algd-
brique W de V nous avons fait intervenir aussi bien les points transcendants
(sur k) de W que ses points algébriques ; et les premiers nous ont été d'une
grande utilité technique (sous la forme de points génériques). On peut cependant
se borner & considérer 1l'ensemble Wo des points algébriques de W , et 1l'on se
tient ainsi plus prés de la théorie classique : en effet la projection Rwo’w est

un isomorphisme de 75w sur E$w .
o

3. Le théoréme d'invariance des anneaux de fonctions holomorphes.

Etant données deux variétés V et V' , une correspondance T entre V et V!
est un sous-ensemble algébrique du produit V x V' ., Etant donnée une partie (quel=-
conque) G de V nous noterons T(G) le "transformé total" de G , clest=d~dire
prv,((G x VI)NT) + On dit que T est une transformation rationnelle de V dans
V! sis

a. prv(T) =V ;
be T est irréductible ;
ce (P, P') désignant un point générique de T sur k , ona k(P) = k(P , P1) o

Dans ces eonditions on dit que T est réguliére en PE V si T(P) se réduit
4 un point P' et si l'anneau local Op, est contenu dans l'anneau local Qp
(en coordonnées affines ceci signifie que les dénominateurs des formules de trans-
formation ne s'annulent pas en P) ; nous noperons ceci P! < P , Plus généralement,
pour GC V , nous écrirons G'<&G si G' =T(G) et si T est réguliére en

tout point de G sc'est transitif,

Supposons que T soit une transformation rationnelle de V dans V' et que G
soit une partie de V telle que T(G) = G'< G . Pour tout P € G , 1l'injection
Qpy =2 0p est continue (car Tp, ©Y, 3 ici P' = T(P)) ; elle se prolonge donc
en une application continue de SP' dans '6§ s et, en passant aux produits, l'on
vérifie aisément qu'on obtient un homomorphisme canonique HG g de ESG, dans

[

6(}; ces homomomorphismes sont transitifs et commutent avec les restrictions R

(cf. paragraphe 2).
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THEOREME d'invariance. - Soient T une transformation rationnelle de V dans
V! et W! un sous-ensemble algébrique de V' ; notons W = 7= (Wr) « 81

a.e W' &W

be V! est localement normale en tout point de W! .

ce (P, P') désignant un point générique de T , le corps k(P') est algébri=
quement fermé dans k(P) .

Alors H; g+ est un isomorphisme de 1'anneau de fonctions holomorphes BW' sur
- , —
Oy o

W

Le fait que HW,W' est biunivoque ne nécessite que les hypothéses a. et be, et
n'est pas trop difficile & démontrer (on utilise le fait que, grfce & b., 1l'anneau
local Qp, ©st un sous-espace topologique de P)' Mais la démonstration du
fait que Hw,w, est surjectif est extrémement difficile (par passage & un modéle
normal de T on se raméne d'abord au cas oi V et V' sont normales et ol

V'< V ; on peut alors décomposer le passage de V' & V en un nombre fini de
transformations des types suivants

1° adjonction d'une nouvelle coordonnée transcendante t (plus précisément pas—
sage de la variété de point générique homogene (xo g see y xn) 4 celle de point
générique homogéne (x0 AR AP Y txn)) ’

20 adjonction d'une nouvelle coordonnde rationnelle t (cf. 1°),

3° normalisation (dans une extension algébrique) ; le passage 1° est le plus
facile, les deux autres étant trés compliqués).

On déduit du théoreéme ,d'invariance le

THE’ORI::ME de connexion. - Soient V , V! deux variétés, T une correspondance
irréductible entre V et V', W un sous-ensemble algébrique de V (tous
définis sur k) ; posons W' = T(W) , et notons (P, P') un point générique de
T sur k «Si

as k(P) est algébriquement fermé dans k(P , P') ,

b. V est analytiquement irréductible en tout point de W ,

ce W ost connexe (sur k), alors W' est connexe (sur k).

Si 1'on remplace V par un modéle normal v° s la correspondance entre V et
V° est biunivoque sur W (par b.), et les conditions a., c. restent satisfaites ;
on peut donc supposer V normale (auquel cas V est analytiquement irréductible
en tout point). Le théoréme d'invariance, appliqué & la projection U du graphe
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-1
T sur V, et le critére de connexion montrent alors que W, = U (W) est
connexe. Le passage de wl 4 W' est alors une projection ; on a W! 4-w1 H
la propriété de biunivocité de BW' —> 6W1 s'applique & ce cas ; donc BW'

est intégre et W' est connexe.

COMPLEMENT. - Si, dans 1'énoncé précédent, l'on remplace 1'ensemble algébrique
W par un point Q (non nécessairement rationnel sur k), et si a. et be sont
vérifiées, alors T(Q) est connexe sur k(Q) (on étend le corps de tase de k

a k(Q)) .

EXEMPIE. - On prend pour T une correspondance birationnelle entre V et V', et
pour W un "point fondamental" de T qui soit analytiquement irréductible (ou
normal) sur V . Alors T(W) (qui est de dimension >0) est connexe.

4. Systémes algébriques de cycles. Le principe de dégénérescence.

Considérons une variété V' de l'espace projectif P Les systémes
(Ho y eee Hr) de r +1 hyperplans ds P~ forment un espace multiprojectif
de dimension (r + 1)n ; les systémes tels que tous les Hy passent par un
point donné forment une sous-variété de dimension (r +1)(n - 1) de cet espace ;
donc les systémes (Ho y eee Hr) tels quo H N ... NE NV # § forment
une variété dc dimension r + (r +1)(n -=1) = (r + 1)n ~ 1 ; par conséquent

cette variété est définie par une seule équation, multihomogéne et de néme degré

n
(égal au degré de V) en les coefficients uij) des équations ( E% Wi’ X, = 0)
() 5 i i
14

appelé la forme associée de V . Pour un cycle positif de dimension r , soit

des hyperplans Hj . Le premier membre F(u ey u(r)) de cette équation est

n
Z = %; n, Vd , on définit la forme associée de Z comme étant —ErFq(u) . rF

désignant la forme associée de la variété Vq . Les coefficients de la forme

q

associdée de Z sont appelés les coordonnées de Chow de 2 ; si 2 est rationnel

sur un corps k , ses coordonnées de Chow le sont aussi (réciproque fausse pour
cause d'inséparabilité).
EXEMPLES. ~ La forme d'un point (xi) est )a XU, . Celle d'une droite de
coordonnées pluckériennes p.., est p (0) () _ (o) ()
Pry O P Ty )
Plus généralement les coordonnées de Chow d'une variété linéaire sont essen-

tiellement ses coordonnées grassmanniennes (= pliickériennes).
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Les coordonnées de Chow d'un cycle Z de dimension r et de degré d sont au

nombre de N = (n;d)r+1

e A un tel cycle correspond ainsi un point représentatif
r(z2) dans l'espace projectif PN_1 o I1 est facile de voir que r est biunivoque
mais moins immédiat de montrer que l'ensemble des points de la forme r(Z) est
un ensemble algébrique (c'est-a-dire que les conditions & imposer aux coefficients
d'une- forme F multihomogéne de degré convenable, pour que F soit la forme
associde d'un cycle, sont algébriques) (Exemple : relation quadratique entre les
coordonnées pliickériennes d'une droite). Donc, si l'on spécialise (sur un covps k)
les coordonnées de Chow d'un cycle Z , on obtient les coordonnées de Chow d'un
cycle Z' (dit "spécialisation" de 2) ; de plus, si Z est porté par une warié-
té V défipie sur k , Z' est aussi porté par V ;ienfin si P est un point

du support de 2 , et si (2', P') est spécialisation de (Z , P) , alors P!
est un point du support de 2! .

On dit qu'un ensemble de cycles Z (de méme degré et dimension) est un systéme
algébrique (resp. un systéme algébrique irréductible) si les points associés r(2)
forment un ensemble algébrique (resp. une variété) dans Py 3 celui-ci est

appelé l'ensemble représentatif du systéme.

Pour démontrer maintemant le principe de dégénérescence, l'on va appliquer le
théoréme de connexion (paragraphe 3) & une correspondance bien choisies Soit M
la variété représentative d'un systéle irréductible (S) de cycles portés par une
variété V ; 1l'ensemble des couples (@ , P) de M xV ou P est un point du
support du cycle de point représentatif Q est d'aprés ce qui a été vu plus
haut (et d'autres résultats analogues) une correspondance irréductible T entre
M et V , appelée correspondance d'incidence du systéme (S) ; pour Q& M,

T(Q) est le support du cycle correspondent & Q . Comme, pour Q générique, T(Q)
est une variété, la condition a. du théoréme de connexion est vérifiée. La condi~-
tion b. le serait aussi si M &tait normale ; mais on montre assez facilement
qu'on peut remplacer M par son modéle normal M . Alors le complément au
théoréme de connexion montre que, pour tout point Q@ de M, le support T(Q)

est cormexe sur k(Q) (k : corps de définitionde V , M et T). L'on momtre
alors sans difficultés (par extension du corps de base & la cléture algébrique

de k((Q)) que T(Q) est aussi "absolument connexe" (c'est-a-dire connexe sur

tout corps de base). Ceci démontre le principe de dégénérescence.

Une généralisation facile du principe de dégénérescence est la suivante 3 si
T(Q) est absolument connexe pour Q générique, tout support T({') est absolu=

nent connexse
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ADDITIF

Depuis cet exposé, ZARISKI a trouvé une démonstration du théoréme de connexion

ne faisant pas intervenir les fonctions holomorphes abstraites, voir :

ZARISKI (Oscar)e = Algebraic geometry and topology, A symposium in honor
of S. Lefschetze = Princeton, Princeton University Press, 1957 ; p. 182-188.

[Juin 1957].
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