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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1953)

TRAVAUX DE HECKE, IV,

par Roger GODEMENT

1, Matrice de transformation.

a b

On désigne par !‘[n 1'ensemble des matrices ( ) acoefficients entiers vé—

c d
rifiant ad - be = n . L'ensemble Alf.l est un groupe (groupe modulaire "homogéne®)

dont le groupe modulaire [ est un quotient évident.

On peut faire opérer ul a4 gauche sur -yn par multiplication ; on dira donc que
A,Be Ldn sont équivalentes si A =CB avec Cé€ M, , d'ol un partage de M
en classes d'équivalence.

Dans Mn s toute classe contient une matrice et une seule de la forme

a b
(1) ( )avec dn, 4 >0, ad=n, O0g«bdd;
0 4

la démonstration de ce fait fort élémentaire est laissée au lecteur bénévole, ainsi
que celle de l'assertion suivante, qui en résulte trivialement : le nombre de

classes est fini, et égal 3 ¢, (n) = d.
n
Si n =p premier, on peut donc représenter les classes de Mp par les p +1

1 b
( ) (0<&bv<p) .
0O p

matrices
P 0
\
0 1
2. Opérateurs T, (n) .

Soit f(z) une fommwmodulaire de dimension -~k (1) s comme dans la théorie des
fonctions elliptiques posons z = abl/aoz = (cbl R “"2) et

“e

Flow) = wz- f(a)l/obz) ; alors F devient une fonction de oo , homogéne et
de degré -k ; la propriété fonctionnelle des formes modulaires de dim -k re—
vient alors 3 dire que F(wo) est invariable par les substitutions <o ~pM )
pour M 6351 N

Si maintenant M€ Agn il est clair d'aprés ce qui précéde que la fonction
F(Mc) ne dépend que de la classe de M au sens du n° 1 3 vu qu'il n'y a qu'un

1 . .
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R. GODEMENT

nombre fini de classes on peut donc former la fonction T(n)F donnde par
T(n)F(ew) = 3 F(Mw)
MEN )gi
o)
ol la sommation est étendue aux classes dans Mn «5i Ae Ml sy ot s1 M parcourt
un systéme de représentants des classes, il en est évidemment de méme de MA ;
on en conclut que la fonction T(n)F est encore invariante par Ml .

Si 1l'on revient & la forme "non homogéne" et si l'on utilise la représentation
(1) des classes, on a donc le résultat suivant : soit £(z) une forme modulaire
de dimension =k ; pour n entier > O , posons

) T ()(z) =" T aeEER)
ad = n
d>0
b mod d

alors la fonction Tk(n)f vérifie encore 1l'identité qui définit les formes modus=
lairés de dimension <=k .

(Le facteur ot figurent dans (3) est 13 pour simplifier les formules ulté-
rieures).

I1 est immédiat de voir qu'en fait Tk(n)f est encore une forme modulaire
"entidre", i.e. bornée dans le domaine fondamental, i.e. réguliére a 1l'infini.
Pour ce faire, on peut, c'est du reste utile pour la suite, calculer la série de
Fourier de Tk(n)f en fonction de celle de f . Si f(z) =% 2, 92Wipz

I1 vient en utilisant (3) et par des calculs évidents

(4) T ()E(z) =3 b o2 T1ipz
avec
k-1
(5) b =bn) = dlg,-—ﬂ a .a(ﬁ%) ,

somme étendue aux diviseurs communs &4 m et n .

Ceci met en évidence que, si a = 0 pour m >0, alors bm =0 pour m>0 .

En conséquence, les Tk(n) operent dans le vectoriel &k des formes modulaires

de dimension <k .

3. Formule de multiplication.

La principale propriété des opérateurs Tk(n) est de vérifier

_ 2 k-1
(6) LG = 2 n G/
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Pour démontrer (6) on peut, comme HECKE, utiliser (3), mais on est alors conduit
3 des calculs relativement pénibles. Il est beuacoup plus simple d'utiliser (5)
en considérant que les Tk(n) opérent sur les coefficients de Fouriers

La formule (6) montre évidemment qu'on a la propriété de mmultiplicativité

restreinte", a savoir
(7) Tk(m)Tk(n) = Tk(mn) pour (m, n)=1.
D'autre part, pour p premier, on déduit de (6)
T r+i k1 Tl
(8) e () =1, ) +p L6 ) .

Bien entendu, (6) montre aussi que les combinaisons lindaires des Tk(n)
forment, dans $k , une algébre commutative ; on montrera plus loin qufelle est

semi-simple.
Considérons maintenant (pour le moment au point de vue purement formel) la série
de Dirichlet

©) & (s) =ﬁ L @a®
vu (7) on a trivialement
& () =Tr§p(s) (p premier)

=0 -
QP(S) = 1%0' Tk(Pr)p e s
utilisant (8) onca
Tk(P)p"s é p(s) = Z Tk(p)Tk(pr)p-(rﬂ )s - Z: Tk(pm-l )p-(prl )s
¥ pk-l—zs 2: Tk(pr-l )p-(r—l )s = ép(s) -1+ Pk-.l“23 ép(s)

d'ou résulte que

- k-1— 1
§p(8) =[1 -1 (plp S gyt
en conséquence on a l'identité
(10) 2 Tk(n)n's =W - Tk(lp)p'éI A e

4. Série de Dirichlet associée & une forme modulaire.

A toute forme modulaire de dimension =k

o
_ 2Ting
£(z) = ZO IR
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associons la série de Dirichlet
:OO ]
P(S) = 1 &nln ;

cette série posséde une abscisse de convergence finie. Tout d'abord, si f est la
série d'Eisenstein

G (a) =2 § (k) + 2(_@_2‘1’1)1‘ >y (m)e? TR

(voir 1e 3e exposé sur les travaux de Hecke) la série de Dirichlet correspondante
est, & un facteur constant pres,

¥ 51 @™ = T(s) Cls-k+1)
d'ol notre assertion dans ce cas. Dans le cas général, et posant f(w) = a, on
peut écrire f£(z) = ao(}k(z)/?~ g (k) + g(z) ob la forme modulaire g est mulle
a 1'infini (on dit alors que g est une "Spitzenform"). Mais les coefficients de
Fourier a ~d'une Spitzenform £(z) vérifient une relation

a = O(nk/ %)

n
en effet, le développement de f en série entiére par rapport a 62“.':lz contient
o2 iz en facteur ; on a donc une relation f(z) = 0(9211‘12) = O(B-QWy) § comme

de plus If(z) ka/2 est absolument invariante par " on en déduit une relation de

la forme |f(z)] & M.y-k/ 2 dans tout le demi-plan. Ecrivant alors que
1
a =S fx + %)G-QWin(xﬁl/n)dx

o
on trouve immédiatement la relation cherchée.
On voit donc que la série de Dirichlet associée & une Spitgenform converge au
minimum pour @(s) D1 +k/2.
I1 est facils de calculer \.F (s) 2 1'aide d'une intégrale portant sur f£(z)

(de m8me qu'on passe de la fonction dz&ta usuelle a la fonction th&ta non moins

usuelle ...) ; pour cela on éerit

o)

M(s) = (TTn)® y o2 Tyl gy
0
d'ou ©
-3 = 2Ty _s-1
(mM™ TE)els) =Z1an ° y dy
n=
0

et finalement
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+ 00
(11) Rs) = 2T™ ['(s) @(s) = 5 [e(ty) £(0))5* @
0
formule valable pour (R(s) assez .
Toutes les séries de Dirichlet (f’(s) vérifient une équation fonctionnelles analo=-
gue & celle de la fonction dz8ta de Riemann. Pour le voir on écrit, comme d'ha-
bitude, (11) sous la forme

(12) R(s) = jm [£(y) - () F*Pay + Jm [ 4y)¥e(y) - f(eo)]y"s'ldv
1 1

(on a utilisé la relation f£(i/y) (iy)kf(iy) pour ramener 1l'intégration de O
& 1 2 une intégrale de 1 a w) ; posant f£(iy) = £(w) + g(y), on a vu que
gly) = 0(6—2“37) de sorte que la formule
@ s-1
i) = j gy* ey
1
représente une fonction entidére de s ; de plus (12) s'écrit par des calculs évi-

dents
k £ 1
R(s) = J(s) + 1"F(k - s) + £(0) [-s:i:' ...s..] 3
vu que ['(s) posséde un p8le simple pour s =0 , on en déduit $

1° que la fonction (s - k) \P(s) est entiére, et  méme que \‘3(5) est entiére
sl f est une Spitzenform ;

2° qu'on a 1'équation fonctionnelle
15R(k - s) = R(s) .

5. Produit scalaire de Petersson.

-Pour établir la semi-simplicité des T, (n) , que HECKE n'avait pu démontrer, on
va utiliser une astuce dfle & FETERSSON, Soient f et g deux formes modulaires
de dimension =k ; il est clair qu'alors la forme différentielle f(z)_gmyk-adxdy
est absolument invariante par " «Sideplus f (ou g) est une Spitzenform,
11 est immédiat de vérifier que 1'intégrale de cette forme étendue au domaine fon—
damental usuel est convergente ; vu la propriété d'invariance, cette intégrale ne
change d'ailleurs pas quand on le remplace par tout autre domaine fondamental de [ .

On est donc oonduit & introduire, sur le sous-espace g’; des Spitzenformen
(lequel est de codimension 1 dans 5;1: s et évidemment stable par les opérateurs
Tk(n)) le produit scalaire

(€, e = j} £(2)ED)y* Ranay |
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l'intégrale étant étendue & 1l'un quelconque des domaines fondementaux de (@ « Le
résultat fondamental est que, relativement & ce produit scelaire, les opérateurs
Tk(n) sont hermitiens, Il suffit d'eilleurs, d'aprés (7) et (8), de le vérifier
pour n =p premler ; on utilise pour cela des raisonnement trés élémentaires
(mais assez astucieux) et entre autres lo fait suivent : dans 1'ensemble Mp des
matrices entiéres de déterminant p , on peut faire opérer le groupe modulaire
homogéne Y, aussi bien & droite qu'a gauche, d'ol deux relations d'équivalence
dans Mp ; cela dit, on peut choisir un systéme de représentants commun pour ces
deux relations.

6. Applications aux séries de Dirichlet.

Les Tk(n) étant hermitiena engendrent dans ?')?; une algébre semi-simple ;
donc on peut trouver une base de O formée de fonctions propres des opérateurs

T
Tk(n) « Or soit f(z) =% an62 10%  une telle fonction propre @

Tk(n)f = A(n)f pour tout n ;
vu (5).on a donc A(n)alm) =S dk-la(mn/d?') et en particulier
a, = ;l(n)al ;

supposons &, = 1, ce qui est permis ; alors on voit que la série de Dirichlst ‘f
associde & f n'est autre que

xf(S) =3 Mn)m™ ;
comme les A(n) wérifient évidemment les mémes formules de multiplication que les
Tk(n) le raisonnement qui nous a conduit & 1’identité formelle (10) donneici
pour (’)(s) le développement en produit infini

&f(S) =TPLL = Alp)p™ + pi=2eTt

On voit donc que les séries de Dirichlet définies par les formes modulaires de
dimension -~k , outre qu'elles vérifient toutes la méme équation fonctionnelle,
sont des combinaisons linéaires de fonctions possédant un un développement en
produit infini,

Exmeple (Ramenujan) : prenons la fonction
. 2 2T
A(z) - 6217'12“-(1 - eZ'TTinz) 4 =2:’l‘a'(n).e inz

clest & un facteur constant prés la seule forme modulaire de dimension =12 mulle
a4 1'infini ; donc elle doit &tre fonction propre des le(n) » les valeurs propres,
vu A(n) = a.n/a.1 , étant nécessairement les ¥ (n) .
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En conséquence on & les propriétés suivantes de la série
t{(s) = Z’C(n).n_s :
19 olles vérifie 1'équation fonctionnells disant que
(ZIT)-s r‘(s)if (s)  est invariante par s —»1l2 -8
29 glle admet le développement
@) =T - T (E)p™ +

Il y a bien entendu pour toutes ces fonctions de nombreuses hypothéses de

1128 1
p T

Riemann a démontrer ...
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