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Séminaire BOURBAKI
(Mat: 1953)

4
FONCTIONS: SPHERIQUES
par Jacques DIXMIER

[dtaprés.R. GODRMENT ()]

1, Notations.

G : groupe localement compact unimodulaire ; M(G) (resp. L(G)) s algébre dds
mesures (resp. fonctions continues) complexes & support compact (le produit de
composition de & et B est noté & B) ; représentation continue de G dans un
espace de Banach H = représentation fortement continue de G par des opérateurs
continus de H ; H* : dual de H . Toute représentation g—T_ de G se pro-
longe en une représentation X —»T, de M(G) par Ty = )T g a(g)

L'irréductibilité de g — T g signifie classiquement : pas de sous-espace fermé
stable pour les Tg (sauf O et H). Ici, il faut une définition plus stricte
(équivalente en dimension finie et pour les représentations unitaires dans les
espaces hilbertiens) : tout opérateur contimu sur H est limite forte de combi-

naisons linéaires des T g

dg : mesure de Haar sur G . Toute fonction continue. 6(g) sur G est identi-
fide & la mesure ©(g)dg . Si £ est une fonction continue & support compact
sur G, O(f) désigne donc fe(g)f(g)dg .

K : sous—-groupe compact de G . L'injection d¢e K dans G définit une injection
de M(K) dans M(G) par laquelle on identifie M(K) & une sous-algébre de
M(G) . Toute fonction continue sur K s'identifie & une mesure sur K donc

sur G . Un élément variable de K sera toujours désigné par k .

2. Définition des fonctions sphériques.

Soit g = Tg, ‘une représentation irréductible de G dans H . Soit d une
classe de représentations irréductibles de XK , ¥ q som caractére (normalisé de
fagon que Xd xd = Xd)' Soit H(d) 1le sous-espace des x € H qui, par

k=T, , se transforment suivant d (x e HA) &>  1les T, X engendrent un

1
(") GODEMENT (Roger). — A theory of spherical functions, I, Trans. Amer. mathe
Soco, Te 73, 1952, Pe 496-5560
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J. DIXMIER

sous-espace de dimension finie dans lequel k -—-)Tk induit une représentation
dont toutes les composantes irréductibles sont de classe d).

H(d) est fermé dans H , et méme il existe un projecteur continu de H sur
H(d) , & savoir E(d) =T _ . Les E(d) s'anmlent 2 342 . Si dim H(d) = p din(d),

d

on dit que d est contenue p foia dans g — Tg .

Si M(d) est de dimension finie, E(d)‘l‘g est de rang fini, donc on peut for-
mer \Pd(g) = Tr(E(d)Tg) o Alors, ¢ 4 S'appelle la fonction sphérique de type
d de la représentation. On dit qu'elle est de hauteur p .

Une fonction sphérique est continue, et "quasi-bornée" (i.e. Ik?ok(g)lg a f(g) R
ou f est une fonction 2 0 semi-continue inférieurement sur G , bornée sur

tout compact, telle que f(gg') < f(g) P (') ; en effet, ]tf,d(g)lg al| Tg" .

3. Exemples de fonctions sphériques.

a. Prenons K = e + I1 n'y a qu'une classe d , et H(d) = H . En général, pas
de fonction sphérique. Mais, si G est compact, les fonctions sphériques exlstent
et ne sont autres que les caractéres de G . De m8me, si G est abélien, les

caractéres de G apparaissent comme fonctions sphériques (de hauteur 1)

b. Si G est compact, et si K = G, les caractéres de G apparalssent encore

comme fonctions sphériques, cette fois de hauteur 1.

c. Soient G le groupe des déplacements du plan R2 =C, K le sous-groupe
compact des rotations autour de 0 , N 1le sous-groupe abélien des translations,
qu'on peut identifier & C . Tout élément de G est de la forme z' --)eie z' + 27,
ce qui permet de 1l'identifier & un couple (0 , z) , 0<8<2% , z€C.

Soit x un caractére de N , qu'on peut identifier & un nombre complexe S .

Soit g =.T la représentation unitaire de G induite par X qui opére dans

LZ(K) « Elle est irréductible si S #0 . Restreinte & K , cette repré;:zgtation
de

K (n entier rationnel), il existe donc une fonction sphérique correspondante,

s'identifie & la représentation réguliére de X . Pour tout caractére e

de hauteur 1.
Elle vaut, & un facteur constant prés : elneJo(]‘Szl) .

d. Soient G le groupe hyperbolique, ensemble des matrices

a b
s 8y eee 4 d réels, ad =bc =1,
c d
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FONCTIONS SPHERIQUES

et K lo sous—groupe compact (maximal et abélien) des

cos 8 sin 9 )

-sin 8 cos ©
En vertu du théoréme 1 ci-dessous, les fonctions sphériques sont toutes de hauteur 1;
10 46 K 1les fonctions sphériques de type

si d est la représentation —et

d vérifient donc

— !
) Pylkgkt) = %500 (@) )
parce que d est dc dimension 1. En outre elles vérifient (théoréme 3 ci~dessous)

1'équation fonctionnelle

-1
(2) €30) [ ol ena = o e) €46
et aussi (théoréme 5) des équations différentielles. La propriété (1) montre qu'il

suffit de les déterminer sur les matrices

) o
5= (o ,\~1> ’

prenant x = %( Az + }\-—2) comme paramétre, on trouve comme solution générale de
(2) 1es fonctions 29T
?%'F (x + cos 8 V xz—l)? An®(1 + o1® \/;ﬁ-) ae
0 .
ol f est un paramétre o complexe arbitraire.
Pour n =0 on obtient donc toutes les fonctions de Legendre P, (x) . L'équation
fonctionnelle (2) est une partie du "théoréme d'addition" pour ces fonctions.

Ces formules intégrales ont été généralisées comme suit par HARISH-CHANDRA.
Soient G de Lie semi~simple connexe et KC G compact maximal ; si le centre
de G est fini on a (IWASAWA) G =K.N ot N est un sous~-groupe résoluble de
G ; soit alors n —> X(n) une représentation de dimension 1 de N ; posons

X(m) = &K(n) , dtoh  K(g) sur G
et

Pule) = §x(g)ac

alors \.? est la fonction sphérique la plus générale de type do (représentation
k—1 de K).
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4. Existence des fonctions sphériques.

\
THEOREME 1. - Soit G un groupe de lie semi-simple connexe admettant une repré-
sentation lindaire fidéle. Soient X un sous-groupe compact maximal de G , d

une représentation irréductible de K . Alors, d est contenir au plus dim (d)
fois dans chaque représentatiom irréductible g — Tg de G

a. Construction de certaines représentations induites : d'aprés IWASAWA, il existe
un sous-groupe N connexe résoluble de G tel que tout g € G git une repré-
sentation unique g=nk, n€ N, ke K, n et k dépendant continuement
de g (ce qu'on éerit G = N.K). Soit n — K (n) une représentation continue
de dimension 1 de N . Soit H 1'espace des fanctions continues ©(g) satisfaisant
a 6(ng) = ®(n) 6(g) « Soit O' 1la restrictionde © a K . Alors, © —> 0!

- est, une application lindaire biunivoque de H sur L(K) , espace de Banach des
fonctions continues sur K , de sorte qu'on peut identifier H .et L(K) . Définis-
sons une représentation (non irréductible) g —3 Vg de G sur H par
Vge(g') = 08(g'g) . Sa restriction & K est la représentation réguliére droite de
K sur L(K) , donc contient d exactement dim(d) foise

be Toute représentation irréductible de dimension finie g=3U_ de G dans

un espace H, est contenue dans une des représentations précédentes (donc le
théoréme est vral pour une telle représente.tion) : soit g —) U! 1la représentation
contrageédiente dans 1l'espace dual H1 o I1 existe un a'e H1 , a' £0, tel
que Ula! = X(n)~ Lan pour n € N (théoréme de Lie). Pour a €H, , posons
Oa(g) = (Uga ya!') «Ona ea(ng) K(n) Ga(g) » ot a->8_  est une application
linéaire biunivoque de H, dans H . Enfin, 8 a(g') = Ga(g'g) .

g

ce Les représentations irréductibles de dimension finie g —3 Ug de G forment
un systéme complet de représentations de L(G) , i.e. f =0 pour toute g —-)Ug
entratne f = 0 ., On pense alors & un lemme 40 en partie & KAPLANSKY : soit A
une algébre assoclative sur le corps complexe, ayant suffisammentde représentations

de dimension £ n ; alors, toute représentation irréductible de A sur un espace
de Banach est de dimension & n (on utilise l'existence d'un polynSme non com-
mitatif P(x; , «.. , x) lindaire en chaque x, , tel que P(A; , eeoy Ar) =0
quels que soient A, , ..., Are Mn (algébre des matrices carrés de degré n),
ot tel qus P(&) , eeu , A) #0 pour certains A , oo, Areum_l).

d. Le lemme s'applique i la situation du théoréme de la maniére suivante $ soit
L(d) 1la sous-algdbre de L(G) formée des f € L(G) telles que Xd f=f ﬂd =f.
Pour f€L(d), ona E(d)T = TfE(d) = T, , donc, si Tf désigne 1'opérateur
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induit par T, dens H(d), Ty =0 @ﬁf =0 . D'autre part, g—>T, irréducti-
ble £ — T, irréauctible (£ € L(d)). Alors, L(4) admet suffisamment de re-
présentations irréductibles de dimension < dim(d) d'aprds b., donc toute représen-

tation irréductible de L(d) est de dimension  dim(d) , d'oh le théorémee

Une 1égdre modification de la démonstration montre que le théoréme reste valable
si G est localement compact, K sous-groupe compact, et s'il existe un sous-

groupe abélien N tel que G = N.XK .

5. Caractérisation d'une .représentation par ses fonctions sphériques.

/
THEOREME 2. ~ Deux représentations unitaires irréductibles g --)Tg et g—=T
de G sont unitairement équivalentes si, pour une d , leurs fonctions sphériques
de type d sont égales (et # 0).

Lthypothése entrafne que les représentations irréductibles £ -—)fff et £ —-)“‘I"%
de L(d) ont méme caractére, donc sont algébriquement équivalentes : il existe
un isomorphisme de H(d) sur H'(d) qui transforme E"f en E‘} o Comme ici i1
s'agit de représentations unitaires, la correspondance "l\["f(-)ﬁi. est compatible
avec 1l'opération d'adjonction, de sorte que l'isomorphisme de H(d) sur H'(d)
st unitaire. Il existe donc a € H(d) , a' € (H(d) , a #0, a' #0, avec
(E‘['vfa , 8) = ("i"{,a' , a') pour f €L(d) . Soient ©(g) = (Tga ,8), 0'(g)= Téa', at)e
Pour £€ L(G) , on a :

8(£) =(Tpe , a) = (T E(d)a , E(d)a) = (T__T, T__ a, a)=(T__ __a, a)=0(0)
Aa fa Kat fa

parce que k—df Kd € L(d) » Donc O =0' , ce qui achdve la démonstration.

6. Equation fonctionnelle des fonctions sphériques.

7\
THEOREME 3, - Soit \? £ 0 une fonction continue quasi-bornée. Alors, est pro-
portionnelle & une fonction sphérique de hauteur 1 si et seulement si

) o) | ptig kg )ak = (&) pa")
. Ltopération © : soit em G.Onpose : m° = dk
a opération s '-l une mesure sur n pose r\ S%k”’i’k‘-l 3

permute avec les €, , donc avec toute mesure portée par K . Une opération

s

analogue se définit sur les fonctions continues, les mesures & support compact, etc.

b (*) signifie (pour (o) =1) que (&5 g,) = ple,) Pley) , dome
édquivaut 2 ¥ (O(O._/:}) = \e(o\) mf(ﬁ) pour  ,p € M(G) , ou encore a
ng(f°f') =¢(£) @ (£1) pour £, £' €L(G) .
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LEMME. - (1) \f(fof) = \f(f) (f') u f, £'e L(G) équivaut & 1'ensemble
des conditions suivantes : () ;3 3) % d“f \f pour une d
(4) \f(i‘f') = L((f) ‘f(f') pour f, i"eL (@) »

(1) =(2) parce que (* )=a>\f(i‘) Yle) = \f(e)j ‘Q(kgk_l)dk = (o) \fo(g) 3

(1) = (4) est clair ;

e

(1) = (3) : soit d telle que dt(’= 0 ; comme EMO(G) , On a
‘f(ﬂd(x) = \{(X'd \f(ok) pour o(eM(G) » donc K4 \f— \P(—y\— ) P ; comme
Ka )‘d Xd,onendedult \? \P('Kd),dlou \f(K =1, et Xd\[) P

() et (3) et (4) & (1) : pour f sy fY€L(G) , on a

\F(fof' )=(Xd\foy\d)(f°f' )= ‘-{’(.X-dfof'ox.'d)= \f(idfoxdf'ok 'f(xdfo)f(xdf'oﬁ \f(f)\?(f' ).
ce S4 \r est une fonction sphérique de type d et de poids 1 , ona (2), (3),
(4)

*f(kg k'l) = ‘I‘r(E(d)TkTgT; = Tr(E(d)Tg) = xf)(g)
d'ou tf:k{)o.Puis: |
(g) = Tr(E{d)T__ T ) = Tr(E(d)T_ ) = (g)
d — ’
ha'f T, 8 g’ = f

),\dlf « Enfin

d'ou \f
£ Tpi) 5
mais, si f e L°(G) , &“f est un scalaire, d'ou tf(ff') = \(J(f) ‘f (£')

d. 8Ly = uf , xd‘f ¢, opler) = (o) \P(f') pour £, £'e1°@),
\f est fonction sphérique de type d et de hauteur 1 : la démonstration, trop
longue, ne peut 8tre donnee ici. (Lorsque est bornée, on prend la représentation

reguliere do L} (G) sur L (G)/m , m désignent un idéal & gauche maximal de
L (G) construit a partir de kf cette représentation est algébriquement irréduc-

‘f(ff* = Tr(E(d) T

tible, et définit une représentation irréductible de G)e

7. Propriétés différentielles des fonctions sphériques.

Pour pouvoir en parler, on suppose que G est un groupe de Lie connexe, et on
démontre le théoréme suivant :

THfORE‘!ME 4. - Toute fonction sphéirique est analytique. (I1 s'apit de structures
analytiques réelles).
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I1 suffit de montrer que si dim H(d) ¢+ o , a €H(d), b€ B* , alors
g - (Tga , b) est analytique, autrement dit que a est un "vecteur analytique"
pour g — T « Pour cela, on considére les distributions & support compact sur
, qui forment une algdbre D(G) pour le produit de composition. Soit U(G)
la sous-algébre de D(G) formée des ®Ke& D(G) dont le support est e o« Si
(:':1 » Xy g ees xn) est un systéme de coordonnées au voisinage de e , toute
A€ U(G) est combinaison linéaire finie de distributions

ap].+- LN +pn f
f— (e) .
pl d pn
axl eve xn

Soit Xe€U(G) ; si f est une fonction indéfiniment différentiable sur G ,
Xf 1l'est aussi, et f —> AL est un "opérateur différentiel"” X o @ o sens
classique, permutable aux translations & droite ; et X — Xq est un isomorphisme
de U(G) sur l'algébre des opérateurs différentiels permutables aux translations
a droite. L'opération X — o«® oxiste dans D(G) et dans U(G) .

On peut définir Ty » pour Xe€ D(G) , mais c'est un peu plus délicat que pour
A €M(G) . On pose (T, &, b) =S (T2, b) da(g) pour a€H, b e ¥*
Mals il faut que (T, 2 , b) soit indéfiniment différentiable, autrement dit
que a soit un "vecteur dlfferentlable" Le sous-espace H de ces a est
partout dense dans H d'aprés GABDING. On obtient ainsi une representation
A —)To( de D(G) dans H -« Alors, E(d)(HCO) =T _ (Hoo) CH_ est partout

d
dense dans H(d) , donc égal & H(d) si H(d) est de dimension finie. Soit
Xen®(G) ; Tx est permutable aux T, , donc a E(d) , done Ty conserve H(@) ,
donc tout a d'une base de H(d) vérifie une éguation (Tcz - A% =0 . Posant
8(g) = (Tga , b) , ceci se traduit, s1 &« € U°(G) , par (X“— APe=0. Si Xy

est elliptique, un théoréme de Bernstein entrafne que © est analytique. Pour
obtenir un tel  , on part d'un X€ U(G) elliptique, et on forme ogo qui est

encore @lliptique.

THEOREME 5. = Soit v.f une fonction analytique quasi-bornée sur G , telle que
L‘) kf . Alors, est proportionnelle & une fonction sphérique de hauteur 1 si

et seulement si )o est fonction propre de tout opérateur différentiel X « ?
®eUu’(c) .
Si ¥ est une fonction sphérique de poids 1 , on voit comme pour le théoréme 3

que tr(o& B)=¢(x) \f‘(ﬁ) pour Xe&D°(G) , B€D°(G) . Fizons K& U°(G) .
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ona o (P) =C ‘?()6) pour ﬁ(,D (G) (om pose ax(g” ) = do& (g)) , done
aussi pour A€ D(G) puisque (o(\f) —o\\f ot \f =¢ .« Dlod "Y cy ,
qul montre que k" est fonction propre de X Al

Réciproquement supposons aqg = \(0\)\? pour X&U°(G) . Fixons g' ¢G, et
posons ©(g) = | P(gkg'k )dk «Ona: A0(g) =|xp(gke'k™ )dk A(x)e(g)
pour AEUC(G) o Done 6(x) = AB(e) = A(x')O(e) « De méme p(Rr) = Al) \f(e) ,
d'od 6(®) =0C \?(Ok) pour toute A €U°(G) , donc pour toute K EU(G) puisque

Y= ¢ et ©=6°.Donc 6=C\ puisque p et O sont analytiquea, Alors,

c cf(g) ..f\f(gkg'k )dk , et, faisant g =e , on trouve C \P(e) \?(g ) ;
d'ou lf(g) L?(g ) = \f(e)j\e(gkg'k )dk , ce qui est 1l'équation fonctionnelle des
fonctions sphériques de hauteur 1 .

286



