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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1952)

LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH SUR LES SURFACES KAHLERIENNES COMPACTES.
(d'aprés KODAIRA [17)
par Pierre DOLBEAULT.

Soit V une variété amalytique complexe. On appelle sous-variété principale
un sous-ensemble fermé de V tel que, pour tout point $HEV, il existe un voisi-
nage 1), de ;P et une fonction holomorphe :t:E dans w_ dont .0 T soit
1l'ensemble des 2zéres. r_, =0 est dite équation locale minimale sl les facteurs
irréductibles d'un polyn8me distingué équivalent & r sont tous différents. ¥
est irréductible si elle n'sst pas réunion de 2 sous-variétés principales distinctes.

On appelle diviseur (resp. diviseur positif) toute combinaison linéaire formelle
finie de sous-variétés principales irréductibles 3 coefficients entiers (respe
entiers positifs) : D = ngk "k «S51 r =0 est une équation locale minimale

k
de . enyp, IE? =TJ zik est une fonction méromorphe dans un voisinage X
de P DNy est l'ensemble des variétés de zéros de R, diminué de 1'ensemble
des variétés polaires de R affectées respectivement de multiplicités égales
aux lmkl «S1 Y, =V, le diviseur est défini par une fonction F méromorphe

sur V et est no?é r) .

PROBLEME, - V &tant une varidté kihlérienne compagcte de dim 2 , D un diviseur,
on cherche & exprimer la dimension de l'espace vectoriel % (D) des fonctions
méromorphes sur V multiples de - D, i.e. telles que (F) + D soit un diviseur
positif, & 1'aide des "caractéres de D" comme le nombre d'intersection de D

avec lui-mlme, etc.

Un diviseur D est lindairement équivalent 3 O s'il existe une fonction méromore
phe & sur V avec D =(P); dim (D) ne dépend que de la classe
d'équivalence lindaire de D , on la note dim {D} .

lo Généra]ités.

Un courant (de degré p) sur une variété indéfiniment différentiable, de dim n
est un élément du dual (@) de l'espace (®) des formes différentiellss (de
degré n - p) indéfiniment différentiables & support compact. (voir L. SCHWARTZ [27)s
ITI désigne le support du courant T . En particulier, toute forme différentielle
o> localement sommable définit un courant

wlpl= § w ny

v
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P. DOLBEAULT

Les opérateurs agissant sur les formes différentielles sont étendus aux courants,
en particulier aIly]= (= l)pi'1 'I‘[do(] , T étant de degré p « Sur une variété
1 t
complexe de dim 2m , un courant est dit pur de type (r , s) si T['((r »8 )] =0
pour r' ;ém-r; st#ém=-5.
Une variété kihlérienne de dimension complexe m , Vm , est une variété enalytique
complexe possédant une métrique hermitienne définie localement par ¢

m
2 —_ > ,
'ds =§ W wutelle que Q= 00,,/\“3, soit fermeee.

w=

Les propriétés suivantes sont démontrées dans l'exposé 1 du Séminaire CARTAN,
t. 4, 1951/52 ; les opérateurs d et O se décomposent en d = 4! + 4" ;
0=09'+d" (d', a", o', O" sont respectivement de type (1 , 0), (0, 1),
(-1,0), (0, -1) . o), resp. 1(Q) désignant les opérateurs de multi=-
plication extérieure, resp. intérieure par 2, on a @

1(Q)ar - ari(Q) = -2 ;
i()d" - ani(Q) =20 ;
i(Q )a - ai(ﬂ) =03

et les formulesqui s'on déduisent par transposition. Il en résulte :

(1) dr oM +Q"ar =0 ;
(1) dn 3" + 01 d" =0 ;
(2) O =2(da'0r + 31 d1)=2(dv o" + dv d)

st, si la variété est compacte, ce qu'on suppose désormais, la formule de décom-

posibion, valable pour les courants :
(3) T =HT +2d" o" GT +2 o" d" GT .

THEOREME 1. - Soit T un courant de type (p, 1) défini sur v, tel qus
dT=0=HT, (0 <p entier €m) , alors il existe un (p , 0) = courant
@=203"GT tel quo d@=T gqui est une p-forme holomorphe dans V - |T| &
Soit Q un p-courant arbitraire tel que T = dQ , alors, pour tout cycle

2cv-|T| :S@:=<*Z,Q>--Q[HZ].
z

DEMONSTRATION., - d" @ =T ; d'@=24d' " GT = =2 0" Gd' T =0 ;
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

M@=d"@=0 dans V- |T| , donc @ holomorphe dans V - [Tl ;

Q=@+ dU + Q ; S @=<@,*Z> =<T ,*2> - <HY, 22> =<0, #2>=-QqHZ]
Z

2. Diviseurs caractéristiquess

V est désormais une variété kihlérienns co;?cte de dim 2 . Une courbe sur V

est une sous-variété principale de V : 0 = T, ou les T7 sont irréductibles.

=1
T, est l'image holomorphe d'un modéle ¢ sans singularité : [, = é(q ) « Soit
P
¢ = C»la somme directe des C» ; l'application @ :€ — ¥ est holomorphe et

»=1
établit une correspondance biunivoque entre les points de & et les branches irré-

ductibles aux points de 1 .

) est definle en chaque point 4 de V par une équation locale minimale
R (z s 2 ) = 0 o Pour chaque point p &« , on choisit un voisinage Up de p

tel que Q(Up} - % (p) ne contienne pas de point singulier de ¢ et que l'équation

RF‘9 (z* , 2°) = 0 soit valable dans @"(ﬁ')‘p « Alors, si U, 07, £4q,

r? q (z) = “P (z)/R q (z) est une fonction holomorphe inversible dans un voisinage
de P (Up N Uq} . ’c-p étant une coordonnée locale sur ¢ en p, '? . @ ( ‘B ))
et
«t =1 1 U U N
(4) tpq o’ rp dans Up N a N - #ﬂ’

THEOREME 2 (A, WEIL). = t,, Stant un systime de fonctions holomorphes sur
U NU_  satisfaisant a (4), il existe vn systéms de fonctions méromorphes hp sur U

p

tll%hh- U nu_ .
elles /1 pqgu_{p(lq

Enoncé équivalent : Tout espace fibré analytique complexe de base (C , ds fibre S
de_groupe structural c* admet une section analytique.

2.

DEMONSTRATIONe - On raméne la donnée & celle de fonctions holomorphes +t Kk

définies sur UJ 0T, ## telles que tjktketej =1 dans Uj 0 U, ﬂU{;é g,

{u j} étant un systime d'ouverts situds chacun dans un voisinage de coordomnées

ot tels que U, et U U
e U 3N %

- log th s les entiers P ik + ‘)k'e + (’{J =it associés aux

soient simplement connexes. Alors, si

(E P
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U 3 0 Uk N Up définissent un R-cocycle entier, modulo un cobord sur ls nerf N

du recouvrement, donc une 2-classe de cohomologie de N g 50it J .Si J=0, on
détermine, & 1'aide du théoréme 1, des fonctions holomorphes ? telles que
fjk - '/j + ?k = ) 3k constant. Les ?‘jk définissent une l-classe de cohomolo=-

gle de € & coefficients complexes d'ol un caragtérs du ler groupe de Betti de
auquel appartient une fonction méromorphe multiplicative f sur {; £, étant
la restriction A Uj d'une détermination de f , hj = f:l exp W i(‘?j + ?J.) ,
A j constantes S1 J £0, 4y, et Ty étant des coordomnées locales nulles
aux points p;i s Py de Uj s Uk respectivement, on détermine les entiers m 5
pour que la classe J! associde aux

e

m,
- ~d
tJ!k(Y») = tjk(t) 2 /"ﬂk

soit nulle.
Soit f(’\‘_',p) = ’cg(ao +a f\\;p + eeo) (ao # 0) une fonction méromorphe définie

dans Up ’ Vp(f )=m; &= 5};—_ vp(hp).p est un diviseur caractéristique de I~ 3

sa classe d'équivalence linéaire est définie de fagon unique.

THEOREME 3. - Le degré (% vp(hp)) du diviseur caractéristique § de F est

égal au nombre d'intersection I( s T) ducycle © avec lui-mlme.

I1 suffit de remarquer que les classes de cohomologie duales des classes d'homo-
logie de I et de & sur V et & respectivement sont images l'une de l'autre.

REMARQUE. - Sur une surface algébrique, il existe toujours une fonction méromorphe
% ayant chaque composante de T comme courbe polaire simple, alors
§ =((@) + M)el ¢ & ost un é1lément de 1a série caragtéristique de ¢ o

3. Courant défini par une fonction méromorphe.

LEMME, - La distribution "valeur principale de Cauchy" définie par une fonction
méromorphe est indépendante du choix de la coordonnde complexe locale de 2z . N

Enoncé équivalent : G(z) étant une fonction méromorphe au voisinage de z = O R
Y & pour toute fonction S(z) holomorphe nulle en O (S 1(0) £ 0),

(5) Lyl G(z)y dz Adz

= 1lim S
€—0 ’|5(2)]>¢
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

existe et est indépendante du choix de S(z) .

Ly =E—l-i+mo 5|s|>gG(z( Spz'(5) 27(35) dgAdy .
D'ou 1l'existence de la limite. G est la somme d'une fonction ayant un péle d'ordre 1
pour laquelle 1l'intégrale est absolument convergente et d'une fonction ayant un
pble d'ordre m sans résidu, donc de la forme F'(z) , F ayant un p8le d'ordre

me1l:

T [¢]=-1in Fe@) S (r g aaf=-tm | r @2 ac
O0Vpe 6= 0 Vea) >

intégrale du méme type que (5), la fonction méromorphe ayent un péle d'odre m -1 .
On obtient le théoréme par récurrence sur m . (L. SCHWARTZ)

ae ‘RL' définit un O-courant sur 3{ , voisinage de Y sur Ve
LY 42" AT AdPAd®) = lin = Ydi' A ata @ p P
o' e~ 0 zzbs L

Si .p est un point simple de T , l'intégrale est absollument convergente.
Si est un point singulier de I~ , om utilise la représentation paramétrique
de chaque branche L ds Y en ¥ s

k

at = ﬂs(’hs) = ’Uss(aso + asl'ﬁs tine) 3
2 - ,b,ms #

z = Y (aso O,kszl) .

Soit
m
fal¥s) = 1/%_&? (qel) 5 2%)
7
et

\k(v, z) =JY v +w, z)w"'1 w ANdw .
Cotte derniére intégrale converge absolument vers une fonction C& en Rv ,

Jv, Rz, Jz et

1 1 = 2 =R4_ 5
ﬁ—[de A dz A dz Adb]-s 1lim

m 2m8-2 2 -
£y g‘[ g‘l‘(js » Uy )ltsl mgd T, Ad T

7, l>e
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c'est une valeur principale de Cauchy.

b. & étant une 3-forme arbitraire, C% , avec Ir|c u

(2,1) (2,1
(6) d"(-l.-{i-)[qr]= : _1}113 g }Rd"«lmé- _1:13 i'_R__-+ hs - )
¥ e 0 l22|>¢ “|RI>S oo Rl=5 B]> 5
12 ¢ 2= ¢
soit 2 2
6. = 42, r=- d <I7p .
P 3R /d OR /d
alors ¢
THEOREME 4. -
n (L = -—f3
(7) d (-R—?-)—)[%J = 2Wi§(p%:=ﬁlimf 5—;- Yi2p(R) ey &,

-0 I’Bp |> 3

COROLLAIRE, = Soit B = Blz(z) azt A dzz' une 2-forme holomorphe dans Y

by

alors, pour une l=forme X arbitraire c® a support dans 1\ ¢

(8 a3 /R?)[X] =2my A o Ba@)opa T

¥ ® zﬁ.—yo jlbp e

ou x désigne la forme induite par X sur \"p .

D'aprés le lemme, lea expressions (7) et (8) sont indépendantes du choix du para-
metre local U »

THEOREME 5. = Pour une 2-forme holomorphe B*‘F = Bl.?.(z) dz1 A dz2 ’

9) L Rés[B,(2 )5 1=0.

&(p) =4
51 ¥ est simple, le 26 terme de (6) est nul, d'ou le théoréme 4 ; le théoréme 4
pour } simple entrafne le théoréme 5 pour Y singulier, il en résulte : ls 2e
terme de (6) sst mul et lo théoréme 4 est valable pour ¥ singulier.

/
CONSEQUENCR. = = est indépendant du choix des coordonnées.

Ly
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

Ctest évident si X est un point simplede [« Si ‘P est singulier, il fésul'be faci~
lemend de (T) que d" (-h-L-) est indépendant des coordonnées. Soit S'!P =g

v 1 s 1
dans Y ~-F et d"S,:?:?= qv (ﬁl—) « Comme V est kihlérienns, Ti_»?' - S:? est holo-

morphe, donc identiquement nul sur 1} ’?.
Si W= le(z)dzl /\dz2 est une 2~forme définie dans un domaine Dc V , telle

que, pour tout point Y€ D, R, W soit holomorphe en P o al<1>rs, R le(d?p)sp
est la restriction 3 U_ d'und forme ¥ définie sur & N~ (D) dite résidu
de W (POINCARE) ; X]=2wi} EAX pour toute forme c® avec |X|]C D

. - «
de plus ¢é;___.?Res l§| =0 .

4. Dimension de  (r) »

si Fe9%(r) s R, F est une fonction holomorphe sur ), ; donc
£(®) = R‘&F(qu (v))/h_(v) est 1a restriction a Up d*une ?onction méromorphe sur
¢, soit Sh(F) s f posséde les propriétés :

(®) (£) +2>0;
(A ¢5=#Résp[(¢;)k(cp§)ffhp =0 G, £=0,1,..)

(d'aprés le théoréme 5)e Soit {"(r , ¢) 1l'espace vectoriel des fonctions méro-
morphes f sur ( satisfaisant 2 («) et (8) + L'application F —>f = Sh(F)
est un homomorphisme de G¢(r) dans ( ©, ¢) dont le noyau est formé des
constantes.

Soit l(r) l'espace vectoriel des fonctions méromorphes additives(ou intégra=-
les simples de Picard de seconde espéce) multiples de - o A toute F 235» n,
on peut associer f = 5h(F) telle que R’P F/h_ =¢f IUP o f est une fonction

méromorphe uniforme eppartenant &3 £(r , §) ; de plus, ¥ étant une 3-forme

m 3 3 ' ~ Id rd
C™ arbitraire A"F[¥]=2Mi S @E ¥, A (@p)fhp 6pd B, pl'intégrale étant

une valeur principale de Cauchy quand elle ne converge pas absoluments

7’ \
THEOREME 6. ~ L'homomorphisme .A(r) —> #(v s 5) est sir.

DEMONSTRATION, - Soit fe (T, ¢) , considérons

U i -8
o[¥]= fCﬁ {’12/5(4°p)fhp 5o ¢ Pp

1° Z@ ‘?12i5 (4>p)fhp 6pd $§ est la restriction 3 Up d'une 2-forme définie
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sur & ;

“e

29 1e support de Qf est I

30 Qf est de type (0, 1)

.s

40 Q. = d'Q, , en effet s

p.) —B
d"Qf[ {(210)] = - Qt[dn ?(2’0)] =j¢»§ 'a_-z—'ﬁ (\f12) fhp 6-pdq:’p =Ja:d(?12fhp €p) =0
(condition (p))-

Soit Gf =2 S"Gde 3 d'aprés le théoréme 1 , c'est uns forme holomorphezdans
V -1 et, pour tout cycle YC V- : Syef = - Ei[ﬁ"Y] 3 Folz) =24 6, est
une fonction holomorphe additive dans V - © . Pour tout pery, R, F “est

f
hglomorphe dans w, « En effet : si P est un point simple ds :v R, = zl H
z =7 ,la foncfion holomorphe N(z) = f(zz).h (52) prolonge f(’L‘:)hp('ﬁ') sur
Upet d"(N/R) = - RiQ, 3 T = 2ai6, - d'(N/R,) est une l-forme holomorphe
fermée sur W et L(z) = |¥/'T est holomorphe s . donc
Fp = N/R, + L'+ Cte dans W)~ r, done, R, F. est holomorphe dans W ; de
plus, R Ff (cpp)/hp = f dans u;? o Si 1 est un point singulier de ™ ,
Ry F, est holomorphe dans W -y , donc dans tout ‘Q.,,? (HARTOGS) ; done
Ffe:@( (r) et 5(Ff) =f.
C.Q.F.Do

Si Al s eeo 4 A est une base orthogonale de l'espace vectoriel des 1-formes

q

holomorphes sur V , toute F(z) e@c(r) satisfaisant a ,S’h(F) =f s'éerit

z z
F(z) =j 271 8, + b; 7,,[ A+ 70 (7b= Ctes)
et
dF (z) = 2718, + g 7, Ay - 2%, .

Soit §Y1 s ses Y2q} un systeme de représentants d'une base du premier
groupe de Betti de V @

-2 ZI i
HYj— qu\*AM + ﬁj"\ *AP H
- ; = - [T.]= - = P :
* A =194, ,S 0p QIIHYJ.]_ qukq wl=+14 o\JrQiJﬂ-/\ L
Y
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\i-:l AL [N d= 2 <h 2Ty == 7 By Ay Au>
THEOREME 7 (Théoréme d'existence)e = Soit f arbitraire eff(F , ¢ ) « Alors,

il existe, sur V , une fonction F(—;S'J(r) telle que ,S’h(F) = f si et seulement
si ¢

(10) elensd=0 (A=1, «.,q)
ot, dans ce cas F(z) = 2mi f’ 6, + Cto.

Soit j 1la dimension de l'espace vectoriel des l-formes holomorphes A telles
que Qi[QAA] =0 pour tout fe f*(r , &), puisque F ¢G(r) est déterminde
par f = ,Sh(F) 4 une constante additive prés, dim (r) -1 est égal & la
dimension j de 1l'espace vectoriel des fonctions f( r s §) satisfaisant & (10) ¢

dim<ir}=dimf‘(r, §)=~q+j+1 .

DCe(r) =dim f(r , §)= dim i(‘i +1=qg=j> 0 est appelé défaut caractéria~
tique de r : DuCu(r) £q; dim & (F) =dim £(r, §) +q+1 .

THEOREME 8, = La dimension de l'espace vectoriel des classes d'intégrales simples
de Picard de seconde espéce (modulo les fonctions méromorphes uniformes) qui sont
multiples de =~ Fest q + DuCu(r) o

5. Le théoréme de Riemann-Roch sur les courbes réductiblese.

3p = £d ’r:p étant une forme différentielle méromorphe définie au voisinage de
pel , soit v(§)=v(f);métantundiviseurarbitraire sur ‘f, £
(resp. 3 (1)) est 1l'espace des fonctions f (resp. des différentielles )
méromorphes satisfaisant & (f) +mi>0 (resp(g) +m3>0) ;

Fm) = £ (m) + £0) 5 5 *(ra) =20m) +5(0) .

Soient ¢ un ensemble fini de points, M= z mpp un diviseur sur ¢ et
_{;p Ip eﬂ} un systéme de différentielles définies resps au voisinage de p e ¢,

Sspgégp(m)@ (s = )>m, pour pe@et vp(§)2 =, pour

; L
p¢ & . Les sommes formelles pz 515 ) en nombre fini sont indépendantes modulo
Y™ si

0= Zab§ §l§”)(~m) = a,=0.
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Pour chaque point singulier ,\P de [ soit {, le nombre de sommes formelles

Ik, 2
k = 0 1 2 .o . I3 . ' .
&(';;:Y(Cbp) (4>p) 6p ( s 4 s 1, ) indépendantes mod O . C'est aussi

le nombre de conditions linéairement indépendantes imposées par

> R Lk o, 240 _
(/5,? )Cp(szvResp[(q’p) .(¢P) £ hpgp] =0

Soit R(F, =9) = igl; = ?%— &Zla$qu%=p(¢;)k(cp§)e B, 6'p( 8)} ’
a.’P k{ = Ctes arbitraires.

. N
TH}/EOREMEg.—dim £(r ’ g):degs-.bgl'n;'-b]‘_z f.+i,avec
K= nomrb_r\e de composantes irréductibles de T ; ‘h’y s genre de (f; et
i=dim'¢'_;(r,"s)o

Q= -% vp(fp)p est le conducteur de T , si & =8 F = §7( 8+2 0,5 >0),

on choisit & tel que [§| N o] = et [5|n a, # ¢ , on montre que
£ ( 6*)/:{-‘*( S =C¢C) et E( & +C )/8*(0 - §) sont en dualité par rapport

au produit (§ £) = le_ lRésq[i‘gj et on applique Riemann-Roch & chaque Cﬁ‘b .
qe +C
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ADDITIF

Le théoréme fondamental, dont 1'établissement et les conséquences devaient faire
1'objet d'un autre exposé d'aprés le mémoire cité de KDAIRA, est le suivant

THEQREME de Riemann-Roch. - Ia dimension de la classe de diviseurs {I} d'une
courbe [ (réductible ou non) est donnée par 3

dim {r}:](r,r)-"rr-q+i+j+2

ou 2q est le premier nombre de Betti de V , le nombre 1fr le genre virtuel de

I (défini comme en géométrie algébrique classigue) et ou I(r , r), i et j

ont été définis ci-dessus.
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Le théoréme de Riemamnn-Roch ci~dessus a été généralisé dés 1952 ; il est connu
(avec des généralisations) sur une variété algébrique quelconque depuis la fin de
1953, voir & ce sujet :

HIRZEBRUCH (F.). - Neue topologische Methoden in der algebraischen Geometrie.
~ Berlin, Springer, 1956 (Ergebnisse der Mathematik ..., Neue Folge, 9).

La construction d'un courant associé canoniquement & une fonction méromorphe
donnée au n°® 3 a été généralisée, voir :

SCHWARTZ (Laurent). - Courant associé 3 une forme différentielle ;néromorphe
sur une variété analytique complexe, Géométrie différentielle [1953.+ Stras-

bourg J. = Paris, Centre national de la Recherche scientifique, 1953 (Coll.
intern. C. N. R. S., 52)u; p. 185-195.
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