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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 28-01
(Théorie du potentiel)

l4e-15¢ anndes, 1970-1972, n° 28, 5 p. 8 juin 1972

PROPRIETES DE CONNEXITE EN TOPOLOGIE FINE, D'APRES M. FUGLEDE

par Emilia CABALLERO

On expose ici les résultats de M. FUGLEDE [ 3] concernant les propriétés de con-

nexité en topologie fine, dans le cadre axiomatique de M. BRELOT [1].

L'idée directrice de cet exposé est d'arriver aux résultats de connexité le plus

directement possible,

Notations et hypoth&ses. - Soit Q un espace localement compact, non compact,

connexe et localement connexe., On suppose que le faisceau des fonctions harmoniques
dans Q satisfait les axiomes 1, 2, 3 et D de M. BRELOT, et qu'il existe un poten-

tiel positif sur Q .

s*(q) aénote le cBne des fonctions surharmoniques positives dans (Q , et P;(Q)

le cBne des potentiels finis continus et positifs sur Q .

X désigne 1'adhérence fine d'un ensemble A Q et 3; A sa frontidre fine.

Préliminaires. - Soit A < Q . La base de A dans Q , notée b(A) , est 1l'en-

semble des points de () dans lesquels A est non effilé,
On sait (voir par exemple [4]) qu'il existe p e f, tel que, pour tout Acq,
b(a) = {xea: Rx) = (=)},

ou ﬁg est la balayde de p sur A .

1. Propriétés des bases.
Soient A<=, et b(A) sa base. On a les résultats suivants ([2], [4]) :
1© A \b(a) est polaire,
20 b(a) = ¢ si, et seulement si, A est polaire,
30 Pour toute v e sT(q) , ﬁs(A) = ﬁé dans Q , et ﬁé =v dans b(a) ,
4o v(b(a)) = v(a) ,
50 b(A uB) = b(a) u b(B) ,

6° A < B =b(a) € v(B) ,
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70 Si A est finement ouvert, on a A < b(a) ,

80 A est finement fermé si, et seulement si, A o b(A) .

2. Progriétés des mesures balayées.

Soit |y une mesure de Radon positive & support compact dans Q ; A <Q et W

la mesure balayée de Wu sur A . uA a les propriétés suivantes
1° uA est portée par b(a) 3
20 uA =y si, et seulement si, uw est portée par b(a) ;
30 3i e est polaire et u(e) =0 , alors uA(e) =03

4° Soit I, = (xeq: (A est effilé en x} . Pour tout E < I, , tel que

A A
Ww(E) =0, ona pi(E)=0;

50 Si w est portée par b(Ca) , alors uA est portée par af A,

Pour la démonstration des énoncés 1°, 2°, 3° et 4°, voir [4] ; pour montrer le 59,
soit B=1(Ca) jona CB=1, et u(I,) =0, donc, a'aprds le 4°, uA(IA) -0,
ctest-a~-dire uA est portée par B = b(CA) . D'autre part, uA est portée par
b(a) , d'on uA est portée par b(a) n b(Ca) < (af A) .

Dans tout ce qui suit, W désignera une mesure de Radon positive a support com-

pact dans Q .

3, Connexité fine de l'esEace Q .

LEMME 1. - Soit E ©€ ) un ensemble tel que sa frontidre fine Bf E soit polaire,

Alors E est polaire ou bien CE est polaire.

Démonstration. -~ Supposons que CE est non polaire. Comme af E est polaire, on
obtient que CE est aussi non polaire. Soit x e CE . La mesure e est portée
par CE < b(CE) . Donc, grfce & la propriété 2.5, la mesure balayée ei est portée
par af E .

D'autre part, x ¢ dp E, d'ou ax(af E) = 0 . Comme Bf E est polaire, on ob-
tient ei(af E) = O ’ d'aprés 203.

Mais alors gi =0 , ctest-a-dire E est polaire.

THEOREME 2. - L'espace Q est finement connexe, ainsi que toute partie w <

ouverte, et connexe pour la topologie initiale.
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Démonstration. -~ Supposons qu'il existe A ©Q tel que A et CA soient ouverts

pour la topologie fine. Alors af A =g, donc af A est polaire. Il s'ensuit,
d'aprds le lemme 1, que A ou (A est polaire, ce qui implique que A ou Ca

est polaire, puisque un ensemble finement ouvert et polaire est nécessairement vide.

Pour w < Q , une partie ouverte et connexe pour la topologie initiale, on a que
les fonctions harmoniques sur w satisfont aux axiomes 1, 2, 3 et D, qu'il existe
un potentiel >0 sur w , et que la topologie fine sur w est la topologie in-

duite par celle de Q .

LEMME 3., - Soient A et B deux ensembles tels que b(A) c b(B) « Alors
1° pour toute u € S+(Q) ’ ﬁA = ﬁA = ﬁB H
ﬁB u ﬁA
u u
B A ByA
20 WhB =yt = WA
A B . . B
3° y =p si, et seulement si, W est portée par b(a) .

Démonstration.
: + 2B v 2A ﬁA R
1° Soit u € S (Q) 3 Ru =u sur b(B) o b(A) s d'ou R*B = R, sur Q . D'autre
R
N u ~ LY
part, 2 = sur b(B) , done 8 = u sur b(a) < b(B) , a'ol &5 >/RA , et
ﬁA u ﬁA aA u
u u u

on obtient ainsi 1'égalité cherchée.

2° C'est une conséquence immédiate du 1°,

3° D'aprés le § 2, 29, uB est portée par b(A)@:épB = (pB)A = uA

LEMME 4. - Soient U une partie finement ouverte, et F finement fermée telles

que UcF .Si w ne charge ni A , ni l'ensemble polaire e = (F\U)\p(F\D) ,

F_ (A0

on a B =

Démonstration. - uF est portée par b(F) , d'aprds 2, 1°, Comme w(U ue) =0,

on a, grlce a 2, 3° et 2, 49, que uF(U ue) =0 s Puisque U est contenu dans
1'intérieur fin de F , et e est polaire.

“F est donc portée par ((U ue) n b(F) < b(F\U) .

En appliquant le lemme3, 3°, on obtient le résultat cherché.

4. Locale connexité de la topologie fine.

THEOREME 5. - L'espace (2 est localement connexe pour la topologie fine.
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Démonstration. — Soient xe€ Q , et U un voisinage fin de x . On sait que la

topologie fine est régulidre [2], donc il existe un voisinage V de x, VcU,
et V finement fermé. Soit B =b(Cv) , B> (v, puisque CV est finement ouvert
et, en outre, x ¢ B , parce que x é C?rn B .

Considérons la famille :

E={EcqQ: E=b(B), EoB et eﬁ =¢

L'ensemble Bx = UEES E vérifie les conditions suivantes :
° B €&
1 % ’
2° x B
£,
30 CBX est finement connexe;
Lorsqu'on aura montré cet énoncé, on aura mussi montré le théordme, car CBX est

un voisinage fin de x , contenu dans U , et finement connexe.

Démonstration du 1°. - Soient E1 »E 6 & 3 alors E1 UE, € & ., En effet,

b(E1 U E2) = b(El) U b(E2) =B, UE

2

et, pour tout v e PO , On a
E,UE
1772 aB
ﬁv (x) = Rv(x) .
i . a5 . . . B
Ainsi la famille {RV}EG8 est filtrante croissante, et la fonction w = supEegB}

est surharmonique (g ﬁvx) .

. AR N
Ensuite w > RV =v sur E pour tout Ee€ &, d'ol w=v sur Bx . On en con-

B
‘x ~
clut Rv = SUPp e RE .

Au point x , on a (pour tout v e @O )

ATx 2E B s as Bx B
R, (x) = SUP. s Rv(x) = Rv(x) » clest-d-dire e " =g .

Ceci implique que b(Bx) € & . Finalement, b(Bx) > b(E) =E pour tout E e &,
A -
done b(Bx) > B_, d'od b(BX) =B_,et B e&.

Démonstration du 2°, - Elle est évidente.

Démonstration du 3°., - Soient V1 et V2 deux ouverts fins tels que V1 N V2=¢ ’

—_ - 1
et V1 U V2 = CBx . Supposons que X € V1 , alors eX(Vz) = 0 , L'ensemble

F= V2 v BX

est finement fermé, F o V2 , et ex[(F \VZ) \ b(F‘\Vz)] =0 ., On peut donc appli-
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quer le lemme 4 aux ensembles F , V , et & la mesure €x * On obtient

1
m
]
™

]

eﬁ et b(F)e s .
Mais %Cb@),ww
B, = b(F) = b(V2) U b(Bx) = b(Vz) U B_

c'est-a-dire B_o b(V2) >V, ( V, ouvert fin). Comme on avait supposé que

2

v, CCBx ,

on conclut que V2 =g .
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