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Séminaire BRELOT 26-01
(Théorie du potentiel)
14e-15e années, 1970-1972, n° 26, 9 p. 20 avril et 5 mai 1972

REPRESENTATION INTEGRALE DES FONCTIONS SURHARMON IQUES
AU MOYEN DES REDUITES

par Thomas BARTH

(d'aprés G. MOKOBODZKI [5])

Le point de départ de ce travail est la recherche d'une méthode assez directe,
permettant d'obtenir la représentation intégrale, sur le cbdne convexe, des fonc-

tions surharmoniques positives, dans le cadre de la théorie de BAUER.

Pour la théorie de BRELOT, ce probléme a été résolu par lMme HERVﬁ, puis par G.
MOKOBODZKI & 1l'aide de la topologie de la convergence en graphe et des réduites. Il
stagit ici d'une adaptation de cette méthode & la théorie de BAUER, suivant les in-

dications de G. MOKOBODZKI.

La difficulté principale de cette entreprise résulte du fait qu'il n'y a pas,
dans le cBne convexe des fonctions surharmoniques positives, de base compacte pour
la topologie de la convergence en graphe. Il se trouve qu'on peut définir cette to-
pologie, qui repose uniquement sur les propriétés des fonctions semicontinues infé-
rieurement, au moyen des réduites, et on obtient ainsi un c8ne métrisable et faible=-
ment complet. On peut donc appliquer les résultats de G. CHOQUET sur la représenta-

tion intégrale dans de tels cdnes.convexes.

1. La topologie de la convergence en graphe sur &t .

Btant donné un espace harmonique (X , %), ou X est localement compact et &
base dénombrable, et ¥ un faisceau de fonctions numériques sur X , satisfaisant
aux axiomes de BAUER [1], on désigne par :mf (resp. 8+) le cdne convexe des fonc-

tions hyperharmoniques (resp. surharmoniques) positives sur X .

Le cBne convexe Ci(X) = Ci des fonctions numériques s. c. i. sur X , & valeurs
dans E; , sera muni de la topologie de la convergence en graphe € , introduite
par MOKOBODZKI [5]. Ci est compact pour cette topologie, et on a une base de 8

formée par les ensembles
O@,s = {ve C, 3 v>@ sur X 3
inf {v(y) 5 veu}<t;,, v (U, ,t;)es},

ou ¢ est une fonction contimue ¢ : X -$R, s une suite d'ouverts, Ui cX
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et t, >0 (1gign) .
$ admet une base dénombrable, puisque X 1'admet, et on a la proposition sui-

vante [5] @

PROPOSITION 1.1. = Soit ® wune base d'un filtre $ convergent sur Ci . Alors

u = lim, = su (fﬁE/N\\?)
= 5 = SUPyeg\ MyveM .

Définition 1.2. = Pour un filtre & quelconqgue sur Ci , On posera
lim infg = SupMes(lnfveM v) .
%

%+ et 8+ seront toujours munis de la topologie introduite par $ , sauf men-

R . . 3* c 4 :
tion expresse du contraire. Pour une suite dans 3€+ » la proposition 1.1 donne le

résultat suivant :

COROLLAIRE 1.3. = Soit (vn) C:xf une suite convergente vers v € C, . Alors on

a veKx* , et
+ —_—

N\ ‘,;»*’“\\\\\

v = lim inf v. = lim inf v .
U= n U~ n

v forment une suite croissante de
kn 'k
/\

Démonstration. - Les fonctions u, = inf
. . P
fonctions presque hyperharmoniques. On a alors sup u, =supu , et clest une

fonction hyperharmonique ([1], 2.1).

PROPOSITION 1.4. - xf est compact dans C, .

’ . - . . . ¥*
Démonstration., = Pour u € $+ , 11 existe un filtre % sur %+ convergent vers

u dans Ci « Donc

. At
u = 11mS = lim 1nfS v .

Pour tout M e § , la fonction vy = inf {v.e M} est presque hyperharmonique,
¥* 3* . .
donc vM € K+ et de mdme u = SUPp- Vi € %+ , puisque la famille (VM)Meg est

filtrante croissante ([17], 1.1.2). K. est fermé, donc compact dans C, .
PROPOSITION 1.5. - S, estun G, dans X .

Démonstration. - Soit u € %r ~ 8+ . Alors il existe un ouvert ‘E. de la base dé-

nombrable (Vn) de X tel que u=+o sur V . L'ensemble

Ty = {v e 53 V=+e sur Vh}
n
est fermé dans %f , car, pour w € T& y 11 existe un filtre $ sur TV avec
n n

—
W= SupMeﬁ(lnfveM v) .
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" /\\
Mc TV entraline Vy = lnfveM Vv =+ o sur Vn , donc u € TV « On a alors
be! % n
k.~ 8 =y T

+ neN 'V
n

~

et ctest un FB dans %i .

2. Réduites sur des fonctions continues bornées positives.
WWWWWWW

Définition 2.1. = Soit ¢ X'”*EL_ une fonction continue bornée sur X . Pour

v € xi , on appellera réduite de v sur ¢ la fonction définie en chaque point

x€ X npar

® 1 sup @ _(g>a) /.
R¥(x) = = ,FO Ry o (x) da

ou (¢ > @) désigne l'ouvert Ua ={xeX; o(x) >a} , et do la mesure de

Lebesgue.

Remarques 2e24

1° Pour tout x € X , la fonction « -e:Rémpa)(x) est décroissante, positive et

4 support compact contenu dans (0, sup ¢D , donc mesurable au sens de Riemann.
20 Rg(x) est la moyenne sur la famille d'ouverts (w > o) des réduites R:(x) .

30 0« R$ < v pour tout v € Rj .

THEOREME 2.3. - Pour tout v € %j et o: X -5 R continue bornée, on a

B? e %* .‘
v +

Démonstration. = Soit C = (ao < eee < an) une subdivision de 1l'intervalle

(0, sup @), =0 et o = sup @, et posons ( )
(PP,
¢, C _ 1 _ i
By = Ty gy megy) R

1= v

C

® _ 9,C 9,C ¢ p¥ ®,C : . .
Alors RV = supe Rv et RV %+ . (R.V )C est une famille filtrante crois

sante, donc r? e x* .
v +

COROLLAIRE 2.4. = Pour v € S+ y ON a R$ € 84 y €t R$ est harmonique en dehors

du support s de o .

Démonstration. - RP < v , donc Pes .
v X v +

La fonction R5m>a)

est harmonique dans Cle > o) , donc pour toute subdivision
C

¢, Rﬁ’e est harmonique dens 1l'ouvert (5% . La famille (Rﬁ’ )(‘3 est filtrante

croissante, et on a B = sup Rﬁ’@s st . La réduite st est harmonique et finie

sur CS@ , donc de méme Rs ([1], 1.1.6 et 2.3.5).
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Remarque 2.5. — Les propriétés des réduites donnent, pour u , v € %j et t>0,

P _ o
(1) Rf, = tRY

(2) ugv-——#RzgRj:,
o
Si, en plus, ¢ est & support compact S¢ , alors Sp est un espace strictement

harmonique, et les résultats de [1], 3.2, s'appliquent :
P  _ p? P
(3) 1-{u-w - Ru + Rv
P _ p®
(4) sup Rv RSup v
n n . %
pour une suite croissante (vn) = %; . Pour tout x € X , 1l'application v -e7R$(X)

définit alors une forme affine croissante sur le cbne %i .

Définition 2.6. — Nous appellerons couple (o , x) 1les couples ol @ ¢ X ~i;§}

est continue & support compact S , et x € Csep »

PROPOSITION 2.7. — Pour tout couple (@ ’ x) , 11 existe une mesure positive

sur X telle que, pour tout v € Ki ,

f v du = Rs(x) .

Démonstration. - Il existe un ouvert relativement compact U © X tel que SoU .

Sur le compact Se¢ , considérons l'espace vectoriel H des différences vy Vs

ou vy Y, sont les restrictions & 3¢ de fonctions réelles continues surharmo-
niques >0 sur U . Comme il y a dans H une fonction u >o >0 ([1], 2.5.5 et

2.5.10), tout élément de G(S@) est majoré par un élément de H . L'application

L e (v1 - v2)--> Rg_’l(x) - Rg:z(x)
définit une forme lindaire eroissante sur H , car R$(x) <+ o pour V € $+ , et
il résulte du théoréme de Hahn-Banach, qu'il existe une mesure W >0 sur S qui
prolonge 4 o« Pour v € Ki , 11 existe une suite croissante (vn) de fonctions

e

([1], 2.5.8). On a donc (vn)IS(p cH et

réelles continues surharmoniques >0 sur U telle que Vv = sup (vn) sur U

w(v) = sup (v ) = sup Rif (x) = R¥(x) .

3. Les réduites R$ et la convergence en graphe sur $+ .

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la topologie de la convergence en gra-
phe est la moins fine sur 8+ rendant continues les formes affines v —e:Rs(x)

pour les couples (¢ , X) . Nous avons besoin de quelques préliminaires.

LEMME 3.1. - Soient u une fonction presque hyperharmonique sur X , et A <X
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un ensemble négligeable pour les mesures harmonigues ul » o8 V est régulier,

xe V ., Alors
1im inf _ u(y) = lim inf u(y) " xeX .
. X * y—'x:#A ’

Démonstration. - Posons

+ o 3 XEA
uA(x)=
u(x) 3 zeCa,

alors u, est presque hyperharmonique, et on a
GA(x) = lim inf u,(y) = lin inf o u,(y) -

Dtaprés [1], 2.1.5, on a 1, =1 , ce qui donne 1'énoncé,

A

LEMME 3.2. - Soit (vn) une suite dans 84 convergente vers v € S+ pour S .,

Alors il existe une sous-suite (vﬁ) c (vn) et une suite partout dense (xp) de

X , telle qu'on ait pour tout p €N

SUP e vﬂ(xp) < 4+ @

-1(+ ©) est négligeable pour les mesures

Démonstration. - L'ensemble A =U v
neN

harmoniques, donc CA est partout dense dans X ([17, 2+1.6).
Soit x € X avec v(x) < +® , Alors (1.3) et (3.1) impliquent

v(x) = Iim inf vn(x)

1im infrx ™ (1im inf vn(y)) <M<+ o .
?

Cela signifie que, pour tout voisinage U de X , il y a un point y €U n Ca ,
tel que lim infnqm vn(y) <M . Par conséquent, il existe une sous-suite (vﬂ)c(vn)

avec vﬁ(y) <M pour tout neN .

Nous allons utiliser la base dénombrable d'ouverts (U ) de X pour construite

avec v(x§ <+ x , donc x

la suite (xp) . Pour U1 , 11 existe x € U1 1GU1rCA ’
et une sous—suite o, c N d'indices de fagon que
SUPy vk(xl) <+ o,
1

De méme, pour p =1, il y a Xp € Up nCa et cp c E; telles que

SupkEcp vk(xp) <+ o,
et on peut choisir cp de fagon que Gp co

p-1
Par un procédé diagonal, on obtient une suite o © N pour laquelle o \ o, est
fini quelque séit pe N : pour tout p € N , on choisit un nombre fini d'indices

de Gp\ O'p+1 °
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La suite (xp) est partout dense dans X et contenue dans CA . On a donc

v (x) <+e, Ype N .

su
Pres 'n o) ~

PROPOSITION 3.3. — Soient (vn) une suite dans 8+ , convergente vers v € S+ .

g_i_:_ U X un ouvert. Alors il existe une sous-suite (v1'1) = (vn) et un ensemble

équicontinu, simplement borné, de fonctions harmoniques positives H CRU tels que,

pour tout n € N , la restriction de R&‘r{,} :1_ U appartienne & H .

n

Démonstration. — Pour la sous-suite (v;l) c (vn) et la suite (x ) du lemme

v!(x )]-1, tels

(3.2), il existe des nombres ozp > 0 , par exemple ap = [2p Supneﬂ

que
1
pour tout n € N . Alors u = 2 o[P €4 est une mesure positive sur X , & support
P
Tp =X, et “'(vx'l) £1, donc u(RSI,I) <1 pour tout n € N . La restriction By
de w & U a comme support 1'ensefible T =T , et 1l'ensemble

H={hek;,; hx0, wh) <1}

est équicontinu sur U ([1], 4.6.3)

PROPOSITION 3.4. -~ Soit (vn) une suite dans S+ , convergeant vers v € S+ et

soit U © X un ouvert relativement compact. Pour tout ouvert V < Vecvu , On a,

sur V ,
RCU <L 1lim inf RCU < 1lim sup RCU RCV "
v vn v v

Démonstration. — Le mBme raisonnement que celui utilisé pour la proposition 2.7

permet de dire que, pour tout x € U , il existe une mesure W sur X , portée par

T , telle que
R&U(x) = I w du pour tout we 8 .

Dtaprés [5], l'application w i=—= .f w dw est s. c. i. sur 8_*_ muni de 8 , par

conséquent,
RSU(X) < 1lim inf RSU(X) pour tout x €T .

D'autre part, pour toute sous-suite infinie (v ) < (v ) , 11 existe une sous-
suite (v") == (v') telle que la famille ) forme un ensemble équicontinu de
fonctions harmoniques sur U , on peut méme eXlger que la suite de terme général

= RC , converge pour 8 , et uniformément sur tout compact de CU .
v
n
Soit w=1limw ;3 we$ , w<v,et w est harmonique dans U , par congé—~
n +

n
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7
quent w éi\ . La sous-suite (vﬁ) étant arbitraire, on a bien
lim sup RCU < RCV sur V .
Vn v

Maintenant nous sommes en mesure de démontrer le théorime anmoncé au début du pa-—
ragraphe, dont la démonstration se fera en deux parties. Pour la premiére, la con-
tinuité des formes affines v —92@3(x) pour la convergence en graphe, on se sert

de 1l'existence d'une base dénombrable de § .

/N '
THEOREME 3.5. = Pour tout couple (@ , X) , la forme affine v -9 Rﬁ(x) est con-

tinue sur 8+ muni de la topologie de la convergence en graphe,

Démonstration. - I1 suffit de montrer que, pour toute suite (vn) dans S+ qui

converge vers V € 8+ , on ait

¥ _ P
Rv(x) = lin RV (x) .

On a 1lim Rg (x) < 4+ oo .

Pour o, B € Jo » Sup @( o < B , la proposition (3.4) donne
(¢>u)(x) > lim sup R(@>ﬁ)(x) > lim inf R(¢>B) (¢>B)(X)

7n
Pour u € S+ , soit eU 1l'application o —% 6 (a) = R(¢>u)(x) définie sur
(0, sup ¢] . Il existe o €N et M>0 tels que pour n > Ny ev LM,
n
Par ailleurs, les fonctions ev ’ Bv sont décroissantes, et on a, pour o <8,

OlyBejo,SU-pﬁP(s .

6 (a) > lin sup evn(g) > lim inf evn(g) > 6,(p)
Ces conditions entrafnent que hors d'un ensemble dénombrable N < )O , sup w[ ,

ou ev est discontinue, (ev ) converge simplement vers ev , ce qui entraine la

convergence des intégrales

sup @ \ . SUp @
¢ i 0. (@) dov ©
IO ev(a) dy = lim IO v,

Pour la deuxidme partie, nous considérons la structure uniforme U sur $+ la
moins fine rendant uniformément continues les foncticns v wa.ﬁg(x) , Ou (¢ , X)
est un couple, et la topologie & déduite de U sur $+ . Alors & est la moins
fine des topologies sur S+ rendant continues les fonctions v - Rg(x) . G est

séparée, et le théordme (3.6) signifie que, sur $+ , 9 est plus fine que © .

Nous allons prouver 1'égalité de ces topologies sur S+ .

THEOREME 3.6. = Soit & un filtre de Cauchy sur 8+ muni de la structure uni-

forme U . Alors § converge pour $ vers V€ 8+ .
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Démonstration. ~ Dans le compact xf y le filtre & admet un point adhérent

venr® pour § .
+

Pour démontrer que v € 8+ , on considére un ouvert U de X et un couple (¢,x)
tel que So U . D'aprds (2.7), il existe une mesure p 2 O sur X telle que,
sur %i , w(v) = Rg(x) . W est s.c.i.sur Rf muni de © [5]. On a donec

w(v) = lim inf p(u) < lim infs Mo
u-v,8
Pour tout ¢ >0, il yaun F e F avec
lw(u) = w(v)] <e, Vu,verF,
puisque § est de Cauchy. D'aprés (2.4), p est fini sur S+ , donc
w(v) € 1im info g m <+o .

Alors v =+ o sur U est impossible, puisque Sup < U , donc v € S+ .

Ainsi, & posseéde une valeur d'adhérence pour & , puisque 9 est plus fine que
G o« Puisque & est de Cauchy, on a v = lim25 pour G ., Puisque & est séparée,
il ne peut y avoir qu'un seul point adhérent & & dans 8+ » et de méme pour 9 .

donc on a

v = limg pour 9 ,

COROLLAIRE 3.7. = $+ est complet pour U .

COROLLAIRE 308. - G =8 sur S+ .

COROLLAIRE 3.9. = S+ est métrisable.

4. Représentation intégrale sur S+ .

Soit [8+] 1l'espace vectoriel canoniquement engendré par le cBne convexe S+ ,

c'est-a-dire [S+] =8, -8, . Pour tout couple (¢ , x) , la forme affine
v -€=R$(x)

admet un prolongement unique en une forme linéaire L(cp x) sur [S+] , buisqu’elle
’

est finie sur s, (2.4).

Si on muni [S+] de la topologie faible par rapport & 1l'espace vectoriel engen-
dré dans [S+]* par les formes L(CP x) ou (¢ , x) est un couple, alors cette
14

topologie coincide sur 8+ avec la topologie de la convergence en graphe.

Autrement dit, dans [8+] ’ 8+ est un cBne convexe saillant faiblement complet
et métrisable., Par conséquence, S; est bien coiffé, et ses chapeaux sont métrisa-

bles. Le théordme de représentation intégrale de Choquet [ 2] s'applique.
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4 \
THEOREME 4.1. - Tout point v € S+ est résultante d'une mesure maximale My 2 0

sur un chapeau de $+ y portée par l'ensemble des génératrices extrémales :

v=Js dpv(s) .

Remarques 4.2.

1° Ceci prouve que, pour toute forme linéaire continue L sur [84] , On a sur

5y

L(v) = § 1(s) au (s) ,
en particulier, pour tout couple (¢ , x) ,
P - L
rI(x) = J R¥(x) au (s) .
2° Les fonctions appartenant aux génératrices extrémales sont, soit harmoniques,

soit de potentiels a support harmonique Tv ={y}, vyex ([1], 5.3.7).

COROLLAIRE 4.3. - Pour tout couple (o , x) et toute mesure v 20 sur X , ona

@ — P
‘fx Ry(x) dv(x) = Ig+ fx RS dv du .
Cela résulte du théoréme de Fubini.
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