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(a) Pour toute f E C(03B4* ; R) , il existe une unique fonction H03B4f E H03B4 , telle
que, pour tout Xo E ô*, limx~03B4,x-x0 H03B4f(x) existe, et vaut 

(b) H03B4f est positive lorsque fe R) l’est.

Un ouvert régulier à , tel que 6 soit contenu dans un certain u) e U , est dit

régulier dans w .

Si ô est un ouvert régulier, et x un point de 8 ~ l’application f 

de C(03B4*) dans R est une forme linéaire positive, donc une mesure de Radon 03B4x0
sur 03B4* , dite mesure harmonique de 6 au point x .

Définition 1.2. -Soit une fonction u : ~2014~)~-oo ~ +00~) est dite

hyperharmonique dans D , si :

(a) u est semi-continue inférieurement dans w ;

(b) Pour tout ouvert régulier 6 dans w , et pour tout x ~ ô , on a

L’ensemble des fonctions hyperharmoniques dans w est noté X* .
Définition 1.3. - On dit que le couple (0, X) est un espace harmonique si les

trois axiomes suivants sont satisfaits :

axiome 1 (de base) : Les ouverts réguliers forment une base de la topologie de ii .

axiome 2 (àe convergence ) : Soient w et une suite croissante de
------- n n~.0

fonctions h = supn h n appartient à ~ 
w 

dès que h est finie sur une

partie dense de w .

axiome 3 (de séparation) :

( a) sépare linéairement Q, c’est-à-dire

Dans toute la suite, (~~ , ~) sera un espace harmonique .

On pose encore une définition.

Définition 1 .4. - Soit w 

(a) On dit que u E H*03C9 est surharmonique dans w, si u est finie sur une par-
w

tie dense de w ; l’ensemble des fonctions surharmoniques dans w est noté $
w

(on note aussi $0 = $ );
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(b) On dit qu’une fonction p E liJ est un po.tentiel dans w" si pest posi-
w

tive, et si

l’ensemble des potentiels dans w est noté P (@ = ~) *
Remarques.

1° Si 03C9 ~ U , et si (hi)i~I est une famille filtrante croissante de fonctionsJ. i

de telles que h = supi~ W h. 1 soit finie sur une partie dense de w, alors

h appartient 
w

3° Si v appartient à K~ U) , v appartient à § si, et seulement si,

pour tout ouvert régulier 5 dans w , et tout x E ô , on = a .

4° X* et § sont des cônes convexes stables par enveloppes inférieures (fi-

nies). Si (ui)i~I est une famille filtrante croissante de fonctions 

(w ~ u) , u = u. appartient aussi à K .
5° Pour tout a) ~ U , le couple (~ , Xlw) est aussi un espace harmonique L~)~

est la restriction aux ouverts contenus dans ~ de l’application ~ .

6° Soit f une fonction de C(Q ; R) , strictement positive. Notons l’ap-

plication qui, à tout ouvert a) ~ fait correspondre le sous-espace vectoriel

(l/f..)K de e(w; R) . Alors le couple (0, f°3e) est un espace harmonique ;
d’où des notions de fonctions harmoniques (resp. hyperharmoniques), de mesure har-
monique, d’ouverts réguliers dans cet espace, notions qui seront dites de fonctions

f0-harmoniques (resp.. f a-hyperharmoniques), de mesure f0-harmonique, d’ouverts fa-
réguliers respectivement. Alors :

(a) Les ouverts f0-réguliers sont les ouverts réguliers,
(b) La mesure f0-harmonique d’un ouvert régulier à , au point x e ô , est

(c) Pour tout ouvert w ~ U ., les fonctions f0-hyperharmoniques dans w sont

les fonctions où u décrit 3e:.
Ceci montre en particulier que si fa est surharmonique (resp. harmonique), les

constantes positives sont f0-surharmoniques (resp. les constantes sont 
niques).

Afin d’arriver plus rapidement à l’essentiel, nous admettrons les propositions

suivantes.
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PROPOSITION 1.5* - ~ est un espace localement connexe, non compact. Toute com-

posante connexe d’un ouvert régulier est un ouvert régulier.

PROPOSITION 1.6. - L’hyperharmonicité est une propriété locale, c*est-à-dire 
,

qu’une fonction u d’un ouvert w (fixé) dans )- oo , + (0) est hyperharmonique

dans 03C9 si, et seulement si, u est s. c. i. dans 03C9 et si tout point x ~ 03C9

admet un système fondamental de voisinages réguliers Õ de x dans ~ , tels que

J u d 03B4x  u(x) .

COROLLAIRE 1.7. - Soient v u U) telles que

Alors la fonction

est hyperharmonique dans 03A9 .

COROLLAIRE 1.8. - Soient et ô un ouvert régulier. Alors la fonction

u~ , égale à J u d~ dans ô et à u ailleurs, est hyperharmonique ; de plus,u - J x 201420142014 -20142014 201420142014’20142014 ~ ,.....~, Yp ___~...,..,.._..~ 9 p

Uô est harmonique dans ô , dès que u est surharmonique dans (1.

Le premier corollaire se déd.uit facilement de la proposition 1.6, quant au second,

il est une conséquence simple du premier. Si u est une fonction finie sur une

partie dense de W la proposition 1.6 donne un critère local de surharmoni-

cité.

2. Des outils de la théorie du potentiel. Le théorème de Riesz. Les rinci es du
minimum.

Définition 2.1. - Soit Une fonction v : 03C9 ~ ]- ~ , + (0) est dite

presque hyperharmonique dans w, si

(a) v est localement bornée inférieurement,

(b) J * v(x) pour tout ouvert régulier Õ dans t~ , et pour tout 

Une fonction presque hyperharmonique dans w est dite presque surharmonique si

elle est finie sur une partie dense de w.

PROPOSITION 2.2. - Soit v une fonction presque hyperharmonique dans W 

Alors la régularisée s. c, i. ~ de v est hyperharmonique dans w et
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où 43 est la famille des ouverts réguliers dans 03C9 contenant x .

Démonstration. - Soit 6 un ouvert régulier dans 03C9 . Montrons que la fonction

x -~. J v dpt est hyperharmonique dans ô .

Si v = inf(v ,n) , on a
n , ~.

Si g est une fonction bornée on a

* ~

Enfin, pour une telle f onction ~ , on a

L’axiome de convergence montre successivement l’harmonicitë (dans 6 ) des fonc-

tions x ~ ~ l d 03B4x , puis de x ~~* g d 03B4x , donc des fonctions x ~~* vn d 03B4x.
La remarque 40 du § 1 permet alors de conclure à l’hyperharmonicité (dans 6 ) de

x ~~* v d 03B4x ; en particulier, cette fonction est donc s. c. i. Or on a les iné-

galités :
.M.

On en déduit

et  est donc hyperharmonique dans 03C9 (ô étant un ouvert régulier, dans w ,

arbitraire), et l’on a évidemment
~

(Toujours, puisque

Soit x E w f ixé, montrons l’inégalité inverse. Pour cela, soit a  0[x) ; il

existe un voisinage V de x , V E et une fonction h telle que h &#x3E; 0

et h(x) = 1 (d’après l’axiome de séparation). Ainsi -~(x) , donc ~
étant s. c, i., il existe un voisinage 6 , régulier de x , ô ~ V , tel que l’on

ait encore  ~(y) pour tout y ~ 6 . On a alors

ce qui achève la démonstration de la proposition.

On déduit alors très simplement de cette proposition un corollaire.
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COROLLAIRE 2.3.

1° Si v , v et v2 sont des f onctions presque hyperharmoniques et si

""

les fonctions Àv et v1 + v2 sont presque hyperharmoniques, et Àv = X0 ,

v-;+v2 = t2 . 
,

2° Si (v ) est une suite croissante de fonctions presque hyperharmoniques,- n n -. -- 

-.-- . 
-- -. 

-- 

--. 
-- .-. 

-- 
.-.-- .-..- . 

----," -- - . 
- . - --- . - . - ..- - 

- 

&#x3E; ...- - - 
.--. -

v = sup v est presque hyperharmonique, et  = n n 
--- 

-- -."-- 
- .. -..... 

---- 
.--. 

--.,- 
- -. 

- ---- - n n

30 si (v.). l 
est une famille localement bornée inférieurement de fonctions

- 1 iI

presque hyperharmoniques, v = infi vi est presque hyperharmonique, et -0- est la

plus grande minorante hyperharmonique de la famille vi &#x3E; lE -L T .
4° Si v est une fonction presque hyperharmonique, et si ô est un ouvert régu-

lier, la fonction v03B4 , égale à 1* v d 03B4x dans ô et à v ailleurs, est presque

hyperharmonique.

Définition 2.4. - Un ensemble 5 de fonctions surharmoniques dans W E U est

dit saturé dans w, si

( a) 5 est filtrant décroissant,

(b) Pour tout ouvert régulier ô dans w , et pour tout v E v 6 appartient
encore à S (v Ô est défini au corollaire 1 .8) .

PROPOSITION 2.5 . - Soit 5 un ensemble saturé de fonctions de liJ . Alors, si
- w -

h = inf v est&#x3E; - CD sur une partie dense de w , h est harmonique dans w .

C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.8 et de l’axiome de convergence.

THÉORÈME 2.6 [RIESZ]. - Soit u E +So lme fonction surharmonique positive dans
03A9 . u s’écrit d’une seule manière sous la forme u = p + h , où p est un poten-
tiel dans (2, et h une fonction harmonique djn§ o. h est la plus grande mi-

norante sousharmonique __de_ u .

Démonstration. - Une fonction v est dite sousharmonique si - v est surharmo-

nique. Soit 5 l’ensemble des minorantes sousharmoniques de u ; - l’ est saturé,
donc, d après la proposition précédente, h = supv~J v est harmonique (et h e S ).
Soit P = u - h ; p est un potentiel car, si t E est  p , t + h est

u , donc t + h E 5 ,et t = 0 d’après la définition de h .

Supposons que l’on ait p + h = u = p’ + h’ avec p, p’ E @o et h , h’ E H03A9 .



15-07

On a alors

p~h’ -h et p est un potentiel, donc 

p’ ~. h - h’ et p’ est un potentiel, donc h - h’ ~ 0 .

Il en résulte h =, h’ et 

COROLLAIRE 2.7. - Soit p E +$0 . Alors p est un potentiel si, et seulement si,

u ~ ~ y et u + p ~ 0 implique u ~ 0 .

Démonstration.

1° On suppose que p est un potentiel, et u E 1&#x26;~, u + p ~ 0 . Soit

alors - u’ est une minorante sousharmonique de p, donc - u’ est ~ 0 ; par

suite, u est  0 .

2~ Soit h la partie harmonique de p , et supposons

en prenant pour u la fonction - h , on obtient - h ~ 0 , donc h = 0 et p

est un potentiel.

PROPOSITION 2.8.

(a) P est un cône convexe stable par enveloppes inférieures (finies).

(b)Si (p ) est une suite de potentiels, et si p est fini sur une

partie dense de Q y p est un potentiel.

Démonstration. - On a évidemment 0) et @) c Q .

Plaçons-nous sous les hypothèses (b). p est alors surharmonique ; soient h

la partie harmonique de p et D = 1 p(x)  + o~ . On a :

et p~ est un potentiel. D’après le corollaire précédent, il s’en suit que

On voit de même que, pour tout no ~ 0, - h + l ~ P ~ 0 * Or, pour tout x~D

et pour tout ~ &#x3E; 0 , il existe tel pn(x)  ~ ; donc h(x) est

.$ e sur D , pour tout £ &#x3E; 0 . Ainsi h = 0 sur D qui est dense dans 0;

comme h est continue (car harmonique), h = 0 , et p est un potentiel ; (b) est
démontré.
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On en déduit Q + Q c @ , ce qui achève la démonstration de la proposition.

THÉORÈME 2.9 : Les principes du minimum. - Soit u (w E tel ue
- w

lim infx~w,x~y u(x)  0 pour tout y E w* .

( a) Si ce alors u e st &#x3E;, 0 ( dans w ) ,

(b) S’il existe un potentiel p tel ue u + p soit  0 sur w, alors u

est J 0 ( dans w ) .

Nous ne démontrerons pas le critère (a) . Quant au critère (b), il se déduit des
corollaires 1 .7 et 2.7 en considérant la fonction égale à inf (u , 0) dans w , et

à 0 ailleurs,

Si u est hyperharmonique, nous désignerons par C ( u ) le "support harmonique"
de u, c’est-à-dire le complémentaire du plus grand ouvert dans lequel u est

harmonique.

COROLLAIRE 2.10 : Principe de domination.

(a) Soit u E ~~ , et soit p un potentiel continu sur Q. Alors (u j p sur
- + 1 -

C(p) ) impli ue (u  p dans 0 ).

(b) Si 1 est surharmonique, et si p est un potentiel continu sur 03A9 , on a

l’égalité

Ce corollaire est une conséquence facile du principe du minimum (b).

3. Notion de réduite. Théorème d’approximation.

Déf inition 3.1. - Soit f une fonction numérique définie sur o. On appelle
réduite de f sur Q , et l’on note l’enveloppe inférieure des majorantes

hyperharmoniques de f . Si A est une partie de 03A9 , on appelle réduite de f

sur A , la fonction, notée R- , égale à Rf.1A .
Le corollaire 2.3 montre donc que, pour toute fonction f , localement bornée in-

férieurement, la réduite Rf est une fonction presque hyperharmonique.

Notons S(f) le support de la fonction numérique f .

PROPOSITION 3.2. - Soit f une f onc t i on s. c. i. ~ 0 sur (1 , admettant une

majorante surharmonique. Alors la réduite R est surharmonique  0 , harmonique
dans le complémentaire du support de f (c’est-à-dire s(f) ) et continue
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aux points où f est continue.

Nous nous borne rons à remarquer que la surharmonicité de Rf résulte du fait que

f est s. c. i. et de la proposition 2.2, et que l’inclusion S(f) résulte

de ce que l’ensemble des u E S , u &#x3E; f sur Û y est saturé et

de la proposition 2.5.

Définition 3.3. - On dit que l’espace (u , ~~ est fortement harmonique si, pour
tout x E ~ , il existe un potentiel p tel que 0  p(x) .

Si (Q , ~) est un espace fortement harmonique, pour tout x ~ Q , il existe un

potentiel p tel que 0  p(x)  + oo ; cela résulte de ce que, si p est un po-

tentiel tel que 0  p(x) , on a p(x) = p (proposition 2.2) et de ce que
chaque p s est lui-même un potentiel. 

x

On peut montrer que pour tout l’espace (w, est fortement harmo-

nique.

Notons Cc(03A9) l’ensemble des fonctions continues à support compact, et C (o)
l’ensemble des fonctions continues tendant vers 0 à l’infini.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons toujours que (û , ~~ est for-

tement harmonique.

Comme conséquences de la proposition précédente, nous avons, par exemple, y les ré-

sultats suivants.

Démonstration. - étant compact, et (Q , ?) fortement harmonique, on peut
trouver un nombre fini de potentiels ... , pn tels que p = p. + ... +p
soit &#x3E; 0 sur S(f) ; il existe alors B&#x3E;0 tel que ~p~f ; donc R~~(P . La
proposition 3.2 termine la démonstration.

COROLLAIRE 3.5. - Il existe un potentiel continu strictement positif. De plus, si

1 est surharmonique, il existe un potentiel continu strictement positif et borné.

Démonstration. - Soit (w) &#x3E;1 une suite d’ouverts de réunion 0, et tels que

. Pour tout n ~ n 1 , n;,’ soit f e~(n) avec f =1 sur w , et
n n+1 ne n n

~1 , et soit p’ - n = Rf . En outre, choisissons X 
n 

&#x3E; 0 de telle manière

que p = 03BB p’ ’ satisfasse à nsup u(w 1) = 1 . Alors p = Z "1 1/n p répond à
n n n n n’t’i n

la question comme on le vérifie facilement grâce au corollaire 3.4, à la proposition
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2.8, et au principe de domination (corollaire 2.10) lorsque 1 est surharmonique.

LEMME 3.6 (*). - Soit un potentiel continu. Il existe une suite

décroissante (p ) de potentiels continus tels que

Démonstration. - Soit (w) une suite croissante d’ouverts de réunion 0, etnn

soit (f) une suite croissante de fonctions de e+«(¿) telles que 0 ~ f  In ne’ n

et fn = 1 sur n . Posons = 

f) . Les pn ont les propriétés désirées:n n n - 

n 
p n

., , , ~ l’’’ , _ .. -

On déduit de ces inégalités que p = p sur 03A9 B s(r ) , donc que p - p ap-n n n

partient à ~+(O) . D’autre part, C(p ) est inclus dans S( ( 1 - f )p) C 0 B w ,c n n n

que p est harmonique dans w ; comme p 1 ~ p 
et U w = 0 ,n n n+ n n n

infn pn est harmonique dans 0, donc infn p n = 0 .

THÉORÈME 3.7 : Théorème d’approximation. - Soit @ l’ensemble des potentiels- c

continus sur 03A9 , à support harmonique compact. Alors

est dense dans ~ 0 ~~~~ pour la topologie de la convergence uniforme sur O.

Démonstration. - Pour tout ouvert soit - 

’

D 
w 

possède les deux propriétés suivantes :

La propriété (a) résulte des égalités

Pour montrer la propriété (b), on utilise l’existence d’un potentiel strict con-

tinu ([1], p. 75), d’où l’on déduit (grâce au corollaire 4.6 ci-après) que, pour

( ) Il n’est pas nécessaire de supposer (Q , fortement harmonique.
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x ~ y (x , y E a)) ~ il existe 
w 

tel que d(x) &#x3E; a et 0 . On ob-

tient alors immédiatement la propriété (b).

Le théorème découle alors de la proposition 2 de N. BOURBAKI ([3], p. 54).

4. L’ordre spécifique. Le théorème de partition.

On définit sur ’ , la relation  en posant :

Cette relation est une relation d’ordre sur y ordre appelé ordre spécifique
sur 

THÉORÈME 4.1. - est complètement réticulé pour l’ordre spécifique.

Nous renvoyons à p. 89, pour la démonstration de ce théorème.

Des propriétés de l’ordre spécifique ou du théorème précédent, on déduit facile-

ment les énoncés suivants ;

1° Soient v, v , v 2 E $+ ( resp. @) , 
,

3° Soient u 2 E §~ u 1 
= p 1 + h , 1 u 2 = p 2 + h 2 les décompositions de

u 1 et u 2 en somme d’un potentiel et d’une fonction harmonique (théorème 2.6).
Alors

Pour une famille (u. )....- de fonctions désignons par sup u_ (i e l)

lorsqu’elle existe (resp, inf s u. (i e l) ) la borne supérieure (resp. inférieure),

pour l’ordre spécifique, de la famille (ui)i~I .
On a alors les énoncés suivants.

PROPOSITION 4.2. - Soit une famille de fonctions de § . u~
existe (ce qui est le cas, d’après le théorème 4.1, lorsque la famille 
est majorée pour l’ordre spécifique) , et si chacune des fonctions u. est harmo-

nique dans un même ouvert uj e U , alors u est harmonique dans 03C9 .

PROPOSITION 4.3. - Soit (~’)-~r une famille de fonctions de ~ .
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(a) Si la f amille f iltrante croissante pour l’ ordre spécifique, et

majorée pour l’ordre nature 1 par une fonction de on a

sup u. = sup u. (E § ) ;

(b) Si la famille filtrante décroissante pour l’ordre spécifique,

on a

inf u. = inf u . (e §~) ;

en outre, en tout point x tel que ~(x) soit fini, on a
m I 1 ~ -

La proposition 4.2 se démontre en écrivant u = u. + v. 1 (v. E § ) pour tout

d’où, pour un ouvert régulier 8 dans w:

u. + ce qui implique 

donc u = u. , u est harmonique dans 8 , puis dans W .

Montrons par exemple la propriété (a) de la proposition 4.3.

Soient i choisi quelconque dans I, et IO l’ensemble des i E I , pour les-

quels u. &#x3E; u.. Pour tout soit v. e§ tel que u. =u_ + vi ; il

s’ensuit l’égalité : i

Mais diaprés les hypothèses, su . p iE I 1. = appartient à § ainsi que

sup. - v.. Cela montre donc l’inégalité 
* ~’~~~~~ ~~ ~~~~"~~~~ ~ ’ 

. 
Le théorème 4.1 permet de conclure sup. mI u. &#x3E; sup 

s 
u. (i E I~ . L’inégalité

inverse est triviale (ou plus exactement l’inégalité sup u. ~ sup u. ).
ieI 

s i 
iE~ 

i

Nous allons maintenant énoncer un théorème, dû à R.-M. HERVE, sous une forme lé-
gèrement affaiblie.

THEOREME 4.4 p. 155). - Soit et soit w un ouvert 

existe deux fonctions PH~ et RS~ appartenant à § telles que

u = PH~’ + RSw dans Q ,

PHw = sup (v 1 v E §~ , v  u , v harmonique dans w~ , donc PHw est harmo-
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nique dans w , c’est-à-dire C.Q B w .
u

RS03C9 est harmonique dans w , c’ est-à-dire w .
u u

On dit que RSw est la restriction spécifique de u à w . D’après les proposi-
u

tions 4.2 et 4.3, on a aussi :

COROLLAIRE 4.5 : Propriété de décomposition. - recouvrement

ouvert fini et soit ue§~ . Il existe des fonctions ... ,u ap-

partenant à § telles que

Démonstration. - L’espace Q étant normal, il existe un recouvrement ouvert

tel que (i = 1 , ... , n } .

Appliquons le théorème de partition à u et 03C9’1 :

mais v’  v’ implique que V2 soit aussi harmonique dans ~~ 9 donc

Après n applications du théorème de partition, on obtient donc des fonctions

v , ... , v , vi telles que

donc vn est harmonique les fonctions Ul 
= v~ , ... , n ~ 

= 

vn .. 1 ,
u = v + v’ remplissent les conditions souhaitées.
n n n

COROLLAIRE 4.6 . - Tout potentiel p est l’enveloppe supérieure (pour les ordres

naturels et spécifiques) d’une suite croissante de potentiels p à

supports harmoniques compacts.

Démonstration. - Soit (w) une suite croissante d’ouverts relativement com-
nn w

pacts de réunion 03A9 . Posons p = RS n ; les p répondent à la question; en
n p n

effet, p est un potentiel à support harmonique w compact; p +1 
&#x3E; pnn Q) w n w n w n 1 n

(puisque w C w 
1 implique PH 

n 
y PH n+l , donc RS n ~ RS n~~ ~; de plus, si

n n+~ p p p p
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q = inf PH n , q est harmonique dans 0 et  p (qui est un potentiel) , doncns p CO w

q = 0 ; or, 
P 

p = sup RSpn + inf d’où le résultat grâce à la proposition 4.
3.

5. Mesure associée à un potentiel.

Nous supposerons, pour plus de généralités, que (n , ?) est un espace harmoni-

que n’ayant pas nécessairement une base dénombrable ; on remplace alors l’axiome 2,

par l’axiome 2’ :

axiome 2’ : Soient 03C9 ~ U , et (h.). l une famille filtrante croissante de

fonctions harmoniques dans w ; h = supi I hi est harmonique dans w dès que h

est finie sur une partie dense de c~ .

Les propriétés du paragraphe 4 précédent restent vraies, mis à part les corol-
laire s 4.5 et 4.6 (qui font intervenir une base dénombrable).

Pour tout potentiel p et pour toute partie e de Q , on pose :

Alors

PHe est harmonique dans eo (intérieur de e ) , c’est-à-dire
p P

RSep est harmonique dans Cë, c test-à-dire C(RSep) 
c e . 

e e

est évident que e 
c 

e2 implique PHe1p &#x3E; PH e2 et RS  RS e2p .]
L’harmonicité de PHe dans eO résulte de la remarque 2° suivant le théorème

p 
_4,1. D’autre part, sî x ~ e , il existe des voisinages ouverts 03B4 et 03C90, de x

et e respectivement, tels que S soit contenu dans C03C90 ; alors RS0 ,w 0 u u

est harmonique dans C w , donc dans ô; par sui te , RSe est harmoniqueu q 0 ’p ’ 
u

dans 8 9 il s’ensuit gue RSe est harmonique dans Cë.
u

5.1. - Soient p1 , p2 deux potentiels, e une partie Alors

Démonstration. - Faisons la démonstration dans le cas où e est un ouvert w de

Q .
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PHW + PH~ est harmonique dans w, et minore spécifiquement p + P2 ; doncp, P~ 2

PH03C9  P + P ; d’après la propriété de Riesz (remarque 1° suivant le théo-
1 2

rème 4~l)~ il existe deux potentiels q , q2 tels que

par conséquent,

d’où les égalités cherchées.

Des conséquences immédiates de ce lemme sont :

P * une famille filtrante croissante (pour  ) de potentiels d*en-

veloppe supérieure égale à p .

Alors, pour tout w ouvert, on a l’égalité :

LEMME5.2. - Soient p un potentiel, et w un ouvert. Alors

i,&#x3E; r’6B IH fBn

Démonstration. - Posons K = Cw ; on écrit p = PHK + RSKp . Alors

PHw = PH03C9PHKp + d’après le lemme précédent.

J est harmonique dans 03C9 ; donc = 

PH03C9PHKp = Sup {PH03C9PH03C9’p 1 03C9’ ouvert ~ K} P remarque c 1-de , s or 1 e s PH03C9PH03C9’p ,

sont harmoniques dans (D ~ 03C9’ ~ 03A9 , et sont en outre des potentiels ; par consé-

quent, PH03C9PHKp = 0 .

LEMME 5.3. - Soient p , q , Pl ’ pa des potentiels.

(a) Si p  q , et si G est un ensemble contenant C(p) , alors p  RSGq .
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(b) Si p ~ 
sont tels que C(Pl) n C(P2) =~ , alors 

et même p. .

Démonstration.

(a) p est harmonique dans 0’ C(p) ; donc p  

en additionnant, on obtient p + P2  p ; mais p1 + p~ est harmonique dans
~ 

1 
.

LEMME 5.4. - Soient p un potentiel, et F , F deux fermés de Q . Alors

La démonstration, très simple se fait en utilisant le lemme 5.3 (a).

PROPOSITION 5.5. - Soient p un potentiel, K~ et K2 deux compacts de Q.

Alors

Démonstration.

Soient w un ouvert quelconque, w2 ’ et soit w2 un ouvert tel que

On écrit

alors
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donc, d’après le lemme 5.3,

d’autre part,

donc,

Ainsi

Or

En faisant varier ~ ~ on obtient donc

c’est-à-dire (lemme 5.4) l’inégalité cherchée.

Soient 03C91 , w 2 des ouverts quelconques contenant K2 respectivement.. Po-

sons K = K n K2 ; soient ô~ et ô2 des ouverts, tels que

Enfin, posons 03C9 = &#x26; n C03B4’2. On écrit

alors
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donc, d’après le lemme 5 . 3,

d’autre part,

Ainsi

et w2 étant quelconques, on obtient l’inégalité cherchée.

THEOREME 5.6. - Soient p un potentiel, et x un point de Q , tels que

Il existe alors une mesure de Radon   0 , sur 0, caractérisée par
,!!! o !~20142014...-..t.,..-.. ,....,..-,, .!........’ ,N..,,,-,-..20142014 x - -- - 

- ---

n, (K) =RS (x) pour tout compact K de Q .
x p 

2014’201420142014’2014201420142014201420142014 -

De plus, pour tout borélien B de Q :

Démonstration. - La fonction K définie sur les parties compactes de

~ , vérifie les propriétés suivantes:

10 0 ~  + 00 pour tout K ,‘ 

P

2o RS~(x) = 0 ,
P

3o est croissante, et continue à droite 9 cette dernière propriété ré-

suIte de la définition même de , et du fait que les inf naturels et spé.-su 
p

cifiques coïncident (proposition 4.3),

Ces propriétés montrent ([6J, p. 207) que K est une mesure de Radon
p

p &#x3E; 0 sur 0 .
x 

°° 
.

Pour montrer le reste du théorème, nous nous appuierons sur le lemme suivant.

LENME 5 .7. - Soient p un potentiel, et w un ouvert. Alors

Démonstration.
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Soit x= a); , il existe 03C9’ ~ Uc , x= 03C9’ ~ 03C9’ ~ 03C9 , donc  PH03C9’p , et
g est harmonique dans 03C9’ ; par suite, g est harmonique dans 03C9 , et g  PH03C9p.

Ainsi g = PH03C9p ; comme on a les égalités :

Terminons donc maintenant la démonstration du théorème [Soit donc à nouveau p

un potentiel fini au point x J.

Soit w un ouvert : .

et si B est un borélien, on a :

COROLLAIRE 5.8. ’- Soit P un potentiel. Alors, pour tout borélien B de 0:

- - - - ~L~

Démonstration. - En tout point x, où p est fini, on a :

c’est-à-dire p(x) = + donc RSB(x) = Ainsi les deux
P B P 

~g,~ 
P P

fonctions surharmoniques RS et P sont égales en dehors de l’ensemble né-
p p

gligeable (x ) 1 p(x) = + ~x&#x3E;) ; elles sont donc égales partout.

Remarque. - Posons, pour une fonction surharmonique u ~ 0 et pour une partie

de Q ,

Notons a le point à l’infini du compactifié d’Aleksandrov 03A9 de Q ; pour un

ensemble e C 0, on pose, si u=p+h ( p potentiel dans Q , h har-

monique dans Q ),
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Alors, la fonction K (où x est choisi tel que u(x)  + a5 ), défi-
nie sur les compacts de H , vérifie les propriétés 1° à 4°, énoncées dans la dé-

monstration du théorème 5.6.

Par conséquent, il existe une mesure de 0 sur H , caractérisée par
la condition

= pour tout compact K 

En outre, on vérifie facilement que l’on a encore

(pour w ouvert c 0, K compact de 1 ) , d’où l’on déduit, comme précédemment,
que

~x(B~ = pour tout borélien B de Q

et que

pour tout borélien B 

6. Noyaux et fonctions dominantes.

Soit Q un espace localement compact à base dénombrable. On désigne par  la

tribu des boréliens de Q , et par S l’ensemble des fonctions numéri-

ques boréliennes (resp. boréliennes et bornées) est un espace de

Banach pour la norme uniforme :

Définition 6~1. - Un noyau sur (Q , S) est une application V de Q x g dans

R telle que

(a) Pour tout B e S , l’application x ~ V(x , B) de Q dans R est boré-

lienne,

(b) Pour tout x e Q , Inapplication B 2014~V(x ~ B) de S dans ~ est une me-

sure (positive) sur Q , mesure notée V(x , 

Un noyau V sur Q est dit :

fini (resp, borné) si l’application x ~ V(x , Q) est finie (resp, bornée),

sous-markovien (resp, markovien) si

V(x , û) ~ 1 (resp. V(x , Q) = l) pour tout x ~ Q .
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strictement positif si

Soit V un noyau sur Q . Pour toute fonction f E (B y on pose

En approchant f par des fonctions boréliennes étagées, on voit que Vf appar-

tient encore à (B ,

Ainsi l’application f --~Vf de ~+ dans lui-même est additive, positivement

homogène et possède la propriété .:

Si (f ) est une suite croissante de fonctions de B+ , on a

Réciproquement, toute application de ~i+ dans (B qui possède ces propriétés

est associée à un noyau.

Pour une fonction f quelconque dans (B ~ on définit une fonction Vf en posant

Vf = Vf+ - Vf lorsque cette différence a un sens. En particulier, si V est bor-

né, V est alors une forme linéaire positive sur B .
Définition 6.2. - Soit V un noyau fini sur Q . Une fonction d sera dite

V-dominante (ou simplement dominante s’il ne peut y avoir de confusion) lorsque :

(d + Vf ~ Vg sur (g &#x3E; 0)) implique (d + Vf # Vg partout)

pour toutes fonctions f , g ~ S .
L’ensemble de toutes les fonctions V-dominantes (resp. V-dominantes et s. c. i.)

est note S = Q ( V ) ( re sp . Q s s 
(v)) .

Si V est borné, on définit en outre un sous-ensemble B~ ==C~(v) de C en

posant :

(cette définition a un sens, puisque V(à3~) est contenu dans @. ~ l’adhérence
étant prise dans le Banach EL ) *
Définition 6.3. - Soit V un noyau fini sur Q ; on dit que V satisfait au

principe complet du maximum (P. C. M.) si les constantes positives sont des fonc-

tions V-dominantes.

Si V satisfait au P. C. M., il est clair que R+ + V((B~) ~0 ~
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PROPOSITION 6.4. - Soit V un noyau continu sur Q tel que

V(C ) ~ C ) strictement positif. Si d est une fonction s. c. i. telle que, pour

toutes f , g ~ C+ :
20142014201420142014 c

sur ~&#x3E;0)) implique partout) ,

alors d est une fonction V-dominante.

Démonstration (Voir aussi [l0], p. 25l). - Soient f , g e B+ telles que d+VfVg

sur (~ ~ 0) . Posons

Des conséquences de la théorie de la mesure sont que

et que Vgl = sup{V(gt.1K) 1 K compact ~ (g’ &#x3E; O)} pour toute fonction 

Choisissons f’ E A,, , Bg quelconques, K compact quelconque, K C fg’&#x3E;0) ,
et enfin £ &#x3E; 0 arbitraire.

Alors, puisque V est strictement positif,

Or d + V(f’ +e) est s. c. i. tandis que est s. c. s. (car f’ est

s. c. i., g’.1 K s. c. s, à support compact, et V continu) ; donc il existe une

fonction h e C et un voisinage compact L de K tels que :
c

Mais il existe une suite croissante C+c , et une suite décroissante

e+ , telles que :
p p c

Donc, pour un choix convenable de n et p, on a

D’après l’hypothèse faite sur d , c’est que

On déduit de là que
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puis, ft , g’ , K et £ étant arbitraires, que

d + Vf &#x3E; Vg partout.

On suppose maintenant que Q est un espace harmonique. Alors on peut énoncer le

résultat suivant.

/ ,

THEOREME 6.5. - A t out potentiel fini p sur on peut faire correspondre un

unique noyau V sur 03A9 caractérisé par les deux conditions :

(a) V1 = p ,

(b) Pour toute fonction f ~ B+b , Vf est un potentiel fini sur 03A9 tel que

S (f) .

De plus, si p est borné (resp. continu), V est borné (resp. satisfait à

Le noyau V est dit associé à p .

Démonstration.

(a) Unicité d’un tel noyau V . - Soit K un compact de Q ; Vl = p ,

donc V1K  P ; or le lemme 5.3 montre alors l’inégalité V1  
Pour tout borélien B de Q , on a donc

[puisque Vi = sup{V1K 1 K compact C B)  sup{RSKp 1 K compact C B) = RSBp ].

Or Vl + V103A9BB = p et RSp + = p ( corollaire 5. 8 . Par suite , Vl = RSp
ce qu’on peut aussi écrire

relations montrant l’unicité d’un noyau V satisfaisant aux conditions (a) ;et (b)
du théorème.

Existence du noyau V . - Il faut donc montrer que l’ application V , définie

sur Q x 3 par B) = est un noyau, satisfaisant aux conditions (a)
et (b) du théorème, que V soit un noyau (satisfaisant à (a)) résulte du théorème

5.7 ( la mesure B ~V(x , B) étant la mesure que l’on a notée x 
).

Soit f une fonction de £i§ . Alors f est la limite d’une suite croissante

(f ) , les f étant de la forme’ nn n
/ B .

donc

Vf est donc un potentiel, et ~LJ~- B~ c s(f) . Par suite, Vf=sup Vf~
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est un potentiel spécifiquement majoré par j(f)tp (car Vf + f) = Vi = p )
et 

Le noyau V satisfait donc aux conditions (a) et (b).

Enfin, de la relation -

il résulte immédiatement que V est borne si p l~est, et que v((B-) ~ C si p

est continu [en outre V est strictement positif si p l’esté.

COROLLAIRE 6.6. - Pour tout potentiel fini p sur 03A9 , son noyau associé satis-

V((B+) ~ H*.
Démonstration. - Cela résulte immédiatement du théorème 6.5 puisque pour f ~ 6 ,

où (f ) est une suite croissante dans 

LEMME6.7. - Soit p un potentiel continu strictement positif . Alors son noyau

V associé est tel que :

Démonstration.

(a) Soient u E X~, f , g E e+ telles que+ Q c

g est limite d’une suite croissante (g ) de fonctions de ~~ telles quenn c

C {g &#x3E; 0} . Alors, pour tout n,

puisque {g &#x3E; 4~ p u + Vf étant une fonction hyperharmonique, etn n

Vg un potentiel continu (car p est continu) , le principe de domination (corol-
n

laire 2.10), montre que

u + Vf  Vg partout (et pour tout n ) .
n

Donc u + Vf  Vg = sup Vg partout, et, d’après la proposition 6.1, c’est que
n

ue(Q .
s

(b) est une conséquence immédiate du (a) précédent et du lemme 3.6.
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LEMME 6.8. - On suppose que (03A9 , H) est un espace fortement harmonique et que

la constante 1 est surharmonique. Il existe alors un potentiel p e P n 

strictement positif, tel que l’on ait l’inclusion

pour le noyau V associé à p .

Démonstration. - D’après le théorème 3.7, toute fonction f E e peut être ap-
c

prochée uniformément par des différences u - v de fonctions de

il existe donc un ensemble dénombrable Q = {u’1 , u2 ’ ...} de tels potentiels

u’ ~ 0 de P tel que C C Q 2014Q , D’après le principe de domination (corollaire
n c 

" 
c

2.10), tous les potentiels de Pc sont bornés, et l’on peut donc poser :

Alors p est un potentiel (proposition 2.8) continu et strictement positif. Soit

V le noyau qui lui est associé. Pour tout n ~ JN , on a (si u = l/(2~u~j) u! )

et de même

c’est que u , donc u’ , appartient à *(V) . Il s’ensuit que
n n 

... _ __

Rassemblons les résultats de ce paragraphe dans le théorème suivant.

THÉORÈME 6.9. - Soit (Q , Je) un espace fortement harmonique (à base dénombra-

ble) tel que les constantes positives soient hyperharmoniques. Il existe alors un

noyau V sur Q possédant les propriétés suivantes :

(K ) V est borné et satisfait au principe complet du maximum,

Un noyau possédant ces cinq propriétés sera dit admissible.

Il suffit de remarquer que si V 1 est le noyau associé au potentiel p du lemme
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6.8, V est un noyau admissible [il satisfait au P. C. M., car 1 3(* s c 4J ].

7. Semi-grou es et fonctions excessives.

Si V et W sont deux noyaux sur un espace localement compact 0, à base dé-

nombrable, V et W considérés comme applications de ? dans ? peuvent être

composés ; on obtient ainsi une application WV de Ô3~ dans lui-même, et qui dé-

rive du noyau .

Il est évident que si W et V sont tous deux (sous)-markoviens, WV est aussi

(sous)-markovien.

On peut donc poser la définition suivante.

Définition 7.1. ~- Une famille de noyaux (sous)-markoviens sur Q est

appelée semi-groupe sur Q ( de noyaux (sous-) markoviens) si

Pt P S pour 

P~ est le noyau identique I , défini par

Pour un tel semi-groupe, il existe une classe importante de fonctions associées,

qui, déjà par définition, est analogue à la classe des fonctions hyperharmoniques

positives :

Déf inition 7.2. - Une fonction f E (B est dite excessive relativement à un

semi-groupe de noyaux sous-markoviens sur Q si

L’ensemble de toutes les fonctions excessives sera noté b = 
/

Définition 7.3. - Un semi-groupe de noyaux sous-markoviens sur 0 est

appelé semi-groupe quasi de Feller si

11 p&#x3E;0 , 11 -telles que ~ 03B1 , 03B2 ~ R*+ , {p  03B1}~{q  03B2}
soit compact.

On peut alors démontrer (~7~ p. 188) le théorème suivant.
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THÉORÈME 7.4. - Soit V un noyau satisfaisant aux propriétés (KO) à (K3) (du
théorème 6.9). Alors il existe un unique semi-groupe quasi de Feller sur Q tel

que:

pour toute et tout 

Comme conséquence des théorèmes 6.9 et 7.4 on a alors le théorème ci-après.

/ ~

THEOREME 7.5. - Soit V un noyau admissible sur un espace fortement harmonique

Q pour lequel les constantes positives sont hyperharmoniques, et soit le

semi-groupe quasi de Feller qui lui correspond. Alors on a les égalités :

Démonstration. - Nous savons dé j à ( par définition d’un noyau admissible) que

~ ~s~ ’ °
Montrons s (V) ~ ~ ; Pour cela, soit d (v) . d étant une fonction domi-

’ 

s s

nante, la théorie des résolvantes ([l0~ p. 246, et aussi [5]) montre que d

(t ~ 0) ; d étant s. c. i., il existe une suite (f) c C~ ~ croissante, et
n n c

d’enveloppe supérieure égale à d ; alors la relation (7.2) montre que, pour tout

n , on a

en passant à la limite, on obtient d = lim~ Pt d , donc d E &#x26; .

Montrons ~ ~ H*~ ; p Soit u ~ ë . La théorie des semi-groupes montre ([10], p.
’" T’BZ , . . .

242-243, T 64 - T 65) qu’ il existe une suite (f ) c: (B telle que la suite

(Vf ) soit croissante et admette u pour enveloppe supérieure. Puisque
n n ~ ~ ~ 

, , 
~, 

, ,V((B+) ~ H*03A9 , u (remarque 4° , § 1) , le théorème est donc démontré.

Esquisse de la démonstration du théorème 7.4.

(A) On appelle résolvante sur une famille (V ~ h J~&#x3E;0 de noyaux sur

(~ , telle que :

pour tout

On dit que la résolvante ~V ~ ~ ~&#x3E;0 est sous-markovienne si tous les noyaux XV.
sont sous-markov iens. 

’

A une résolvante ~V ~ A ~&#x3E;0 , on peut associer (grâce à (R)) un nouveau noyau
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V~ = sup. et l’équation résolvante (R) est encore vraie avec À = 0 .

Inversement y on a le théorème ci-après.

THÉORÈME A. - Soit V un noyau borné sur (Q , .5 ) satisfaisait au principe com-

plet du maximum. Alors il existe une unique résolvante (~)~~~ ~ sous-markovienne,
telle que VQ==V . En outre , pour tout x &#x3E; 0 , ~ Bb .

(B) Soit X un espace de Banach ordonné par un cône convexe fermé.

Un opérateur A sur X est dit sous-markovien si ()AJj ~1 et si A est posi-

tif.

Un semi-groupe sous-markovien sur X est une famille (Pt)t&#x3E;o d’opérateursT ,
sous-markoviens sur X telle que :

On dit que le semi-groupe est fortement continu si

Une résolvante sous-markovienne sur X est une famille (V ~ ~ ~&#x3E;0 d’opérateurs

sur X , telle que les opérateurs XV. soient sous-markoviens et satisfaisant

Inéquation résolvante

Une telle résolvante est dite fortement continue si

A tout semi-groupe sous-markovien fortement continu ~P./.~~ , sur X , on peut

faire correspondre une résolvante sous-markovienne fortement continue (~B)~~ ~
sur X , en posant, pour tout X &#x3E; 0 :

La réciproque est le théorème d’Hille-Yosida :

THÉORÈME B. - Soit (VÀ)À&#x3E;O une résolvante sous-markovienne fortement continue

sur X . Alors il existe un unique semi-groupe sous-markovien fortement continu

sur X dont la résolvante est (VÀ)À&#x3E;O’ c’est-à-dire tel que, pour tout
À &#x3E; 0 :
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Nous énoncerons aussi les résultats suivants. Soit une résolvante sous-

markovienne sur X . 

LEMME B.1. - V03BB(X1) est indépendant de xi si xi est un sous-espace vecto-

riel de X stable par les VA (c’est-à-dire pour tout A &#x3E;0 )

LEMME B.2. - Pour tout x e V.(x) , !lAVA x - 0 .

est fortement continu si, et seulement si, =X .

LEMME B.3. - Soit X =~~00 . Alors est indépendant de B , et

(c) Soit donc V un noyau sur (Q , S) satisfaisant aux propriétés (KO) à
(K3)’
Diaprés (KO) et le théorème A, il existe une unique résolvante sous-markovienne

(VÀ)À&#x3E;O sur (Q ,S) telle que 

D’après (Ki)’ la restriction des noyaux à ~O = V((B.) forme une résolvante sous-

markovienne sur le Banach (B.. (et pour tout À, B0 = V03BB(Bb) ); cette résolvante,
sur (!L , est fortement continue d’après les lemmes B.2 et B.3.

Il existe donc, d’après le théorème d’Hille-Yosida, un semi-groupe fortement con-
tinu sur B0 , sous-markovien et tel que

V.f=J 0 e-03BBt Pt f dt pour tout et tout A &#x3E;0 .

L’idée de la démonstration est de prolonger le semi-groupe en un semi-
u "

groupe de noyaux sur (Q ~ S) tel que (VÀ)À soit la résolvante de ce semi-groupe
de noyaux.

Un prolongement du semi-groupe est possible car Cc ~ B0 (donc C c ? ).
Montrons donc Cc ~ B0 : Soit et soit e ~  tel que f = d + e E Óo .

Puisque d et e sont des fonctions V-dominantes, elles sont surmédianes pour

([10J, p. 246), c’est-à-dire

d’où l’on déduit :

mais f E donc ( lemme B.2)
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Par SUite , IBÀVÀ d - dÎ( = 0 , ce qui montre que d E B0 . Par ConséqUent ,Q* - Q* C B0 , et la propriété (K2) implique donc ec C B0 .
Notons (Pt)t0 le semi-groupe de noyaux sur ((1 , 5) qui coïncident avec

sur ec ’ donc sur Terminons cette ébauche de démonstration en mon-
trant que

~~~ ~O .
(a) Soit h E B+0 ; donc h E C§ (d’après (KI»’ et il existe une suite crois-

sante (h ) dans C+c d’enveloppe supérieure égale à h . Alors:

(b) Soit f E ~i+ , et soit telle que Vf - d E ( . la

fonction

appartient 

Puisque d e 0 ~ d est surmédiane pour et puisque d 

d est donc excessive pour (V03BB)03BB&#x3E;0 , et aussi pour p. 243) c’est-
à-dire :

d pour tout et limt~0 Pt d = d .
On a alors, pour tout t ~0 ~

D’après la propriété (K3)’ on a donc : P Vf Vf ; le (a) implique alors

P~ Vf = Pt Vf . Par suite ’P. = Pt sur v((6j , donc sur B .
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