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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 15=01
(Théorie du potentiel)
14e année, 1970-1972, n° 15, 31 p. 16 décembre 1971 et 6 janvier 1972

ESPACES HARMONIQUES ET PROCESSUS DE MARKOV

par Jean GUILLERME

(a'aprés Heinz BAUER [2])

Introduction.

On expose ici les quatre premiers paragraphes d'un cours de H. BAUER [2], faisant

la liaison entre fonctions surharmoniques et fonctions excessives d'un semi-groupe.
q

Les paragraphes 1 & 4 sont une introduction & la théorie locale du potentiel ;

1'ouvrage de base est le livre de H. BAUER [1].

Le paragraphe 5, rédigé en collaboration avec Mmes E. CABALLERO et A. MACHADO,
associe une mesure & un potentiel fini ; on pourra consulter les articles de Mme
Re-M. HERVE ([8], chap. II), de P.—A. MEYER [9] et aussi de D. SIBONY [11], en par-

ticulier pour la démonstration de la proposition 5.5.

Pour les paragraphes 6 et 7, on s'est basé sur 1l'article de W. HANSEN [7], et sur
le livre de P.-A. MEYER [10 ).

1. Définition d'un espace harmonique. Premitres propriétés.
L e i e N e e e

On considére un espace localement compact ( , & base dénombrable. On notera U
(resp. UC) la famille de tous les ouverts (resp. ouverts relativement compacts) de
Q L]

On se donne un faisceau d'espaces vectoriels ® , défini sur U , qui & tout ou-
vert w € U associe un sous-~espace vectoriel Rw de 1l'espace C(w ; R) des fonc-
~
tions continues sur w , & valeurs réelles, Les espaces Kw (w e U) sont supposés

gatisfaire aux deux conditions

(a) w, Cw c®
1 2 wzlml w,

(v) Toute fonction numérique h sur w ( w fixé dans U ) telle que, pour tout

implique #

[
’

X € w, 11 existe un voisinage w, €U (wx C w) tel que hlw € Rw , appartient
X

. b'd
a ® .
w

Les fonctions h € %w sont dites harmoniques dans @ .

Définition 1.1. — Un ouvert & € ﬂb , de frontidre 8 non vide, est dit régu—

lier si
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(a) Pour toute £ e C(s* ; R) , il existe une unique fonction Hg € %, , telle

que, pour tout x; € 8% , 1i existe, et vaut f(xo) ;

mxe&,x:__K Hg(x)
0
(v) Hg est positive lorsque f e C(s¥ ; R) 1'est.

Un ouvert régulier § , tel que s soit contenu dans un certain we U , est dit

régulier dans w .

Si § est un ouvert régulier, et x un point de § , 1l'application f —ang(x)
de C(é*) dans R est une forme linéaire positive, donc une mesure de Radon piZO

sur 6% , dite mesure harmonique de & au point x .

Définition 1.2, — Soit we U ; une fonction u: w = )=® , + ®) est dite

hyperharmonique dans w , si :

(a) u est semi-continue inférieurement dans w 3
(v) Pour tout ouvert régulier § dans o , et pour tout x€ 8§ , on a
fuduisu(X) .

L'ensemble des fonctions hyperharmoniques dans w est noté R: .

Définition 1.3. — On dit que le couple (Q , #) est un espace harmonique si les

trois axiomes suivants sont satisfaits :
axiome 1 (de base) : Les ouverts réguliers forment une base de la topologie de Q.

axiome 2 (de convergence) : Soient we U , et (hn)n>o une suite croissante de
fonctions de %w 3 h = sup hn appartient a %w dés que h est finie sur une

partie dense de w .
axiome 3 (de séparation) :
(a) %3 sépare linéairement Q , c'est-a-dire
tx,yeq, 2y, Tu,ver’: ulx) v(y) # uly) v(x) ;
(b) Vwed,, 2hek, , B>0.

Dans toute la suite, (Q ’ R) sera un espace harmonique.

On pose encore une définition.

Définition 1.4. — Soit we U,

(a) On @it que u € RZ est surharmonique dans w , si u est finie sur une par-

tie dense de w j l'ensemble des fonctions surharmoniques dans w est noté Sw

(on note aussi SQ =8 );
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(b) On dit qu'une fonction p € Sw est un potentiel dans w , si p est posi-

tive, et si
(he+3€.w, h £ p) implique (h =0):3 (h€+3€m(==>he-3ﬁw et h>0) ;

1'ensemble des potentiels dans w est noté @w (@ = ﬁn)v.

Remargues.

1981 we U, et si (hi)ieI est une famille filtrante croissante de fonctions
de Rw sy telles que h = supiEw hi soit finie sur une partie dense de w , alors
h appartient & Kw .

0 Si = - = %¥* -*.
208i wel,ona & Swn( Sw) Kwn( %w)

308i v appartienf a R: (we U) , v appartient a Sw si, et seulement si,

pour tout ouvert régulier § dans w , et tout x€ 6 , on a ui(v-1(+ ®)) =0 .

40 M: et Sw sont des c¢8nes convexes stables par enveloppes inférieures (fi-
nies). Si (ui)ieI est une famille filtrante croissante de fonctions de %z

(wed), u= sup; .y U; appartient aussi a %: .
59 Pour tout we U, le couple (@, %lw) est aussi un espace harmonique [le

est la restriction aux ouverts contenus dans w de l'application ®] .

6° Soit fo une fonction de C(Q ;‘E) , strictement positive. Notons f‘R 1tap-
plication qui, & tout ouvert w € U, fait correspondre le sous-—espace vectoriel
(1/fO)Mw de Clw ;IE) . Alors le couple (Q, f°%) est un espace harmonique ;
d'ou des notions de fonctions harmoniques (resp. hyperharmoniques), de mesure har-
monique, d'ouverts réguliers dans cet espace, notions qui seront dites de fonctions
f -harmoniques (resn. f -hyperharmoniques), de mesure fo—harmonique, d'ouverts fo-

0 0
réguliers respectivement., Alors :

(a) Les ouverts f.-réguliers sont les ouverts réguliers,
0

(b) La mesure fo-harmonique d'un ouvert régulier & , au point x € § , est
)
(1/fo(x))'fo'p‘x ’
(c) Pour tout ouvert we U , les fonctions fo-hyperharmoniques dans w sont

les fonctions (1/fo)u , ou u déerit %: .

Ceci montre en particulier que si fo est surharmonique (resp. harmonique), les
constantes positives sont fo—surharmoniques (resp. les constantes sont fo~harmo-
niques).

Afin d'arriver plus rapidement & 1l'essentiel, nous admettrons les propositions

suivantes.
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PROPOSITION 1.5+ = Q est un espace localement connexe, non compact. Toute com=—

posante connexe d'un ouvert régulier est un ouvert régulier,

PROPOSITION 1.6. = L'hyperharmonicité est une propriété locale, c'est-d-dire

qu'une fonction u d'un ouvert w (fixé) dans )- © +-®) est hyperharmonique

dans w si, et seulement si, u est s. c. i, dans @ et si tout point x € w

admet un systéme fondamental de voisinages réguliers &6 de x dans w , tels que

I u dpi £ u(x) .

COROLLAIRE 1,7. - Soient ve 8%, ue zc: (we U) telles gue

lim im;rgw,y-vx u(y) = v(x) pour tout xe ¥ .
Alors la fonction
inf(u(x) , V(x)) dans w
w(x) =
\v(x) dans QO v w

est hyperharmonique dans Q .

COROLLATRE 1.8. - Soient we ® , et & un ouvert régulier. Alors la fonction

u.6 , €égale & I u dpi dans & et & u ailleurs, est hyperharmonique ; de plus,

Ug est harmonique dans & , d&s que u est surharmonique dans Q .

Le premier corollaire se déduit facilement de la proposition 1.6, quant au second,
il est une conséquence simple du premier. Si u est une fonction finie sur une
partie dense de w € U, la proposition 1.6 donne un critére local de surharmoni-

cité,

2. Des outils de la théorie du potentiel. Le théoréme de Riesz. Les principes du
. WWW\MMMW L A e o e i e s N N e
minimum .

T ANINAAAS N

Définition 2.1. — Soit we U .Une fonction v : W =% )= , + ®) est dite

presque hyperharmonique dans w , si
(a) v est localement bornde inférieurement,
¥*
(p) I v dui < v(x) pour tout ouvert régulier & dans w , et pour tout =x€8 .

Une fonction presque hyperharmonique dans w est dite presque surharmonique si

elle est finie sur une partie dense de w .

PROPOSITION 2.2. = Soit v une fonction presgque hyperharmonique dans w € U .

Alors la régularisée s. c. i. # de v est hyperharmonique dans w et
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ﬁ(x) = SUPs @ I v dpi pour tout X € w ,
be

ou BX est la famille des ouverts réguliers dans w contenant x .

Démonstration. — Soit & un ouvert régulier dans w . Montrons que la fonction

£
X -q:I v dui est hyperharmonique dans § .
Si v, = inf(v , n) , on a
ol oo v ad
v dux = sup_ v, dpx dans & .
Si g est une fonction bornée dans w¥ , O &
,fzm@ dans 6 .

3t
5 .
I'e Qe = inf, cize,4 bornée

Enfin, pour une telle fonction £ , on a

5 _ &
I £ d4""x = SUPp<,h continue hoduy dans & .
L'axiome de convergence montre succgssivement 1'harmonicité (dans & ) ges fonc-
tions x --;.f 4 dp.fc , puis de x --7.f g dpi , donc des fonctions x —QJ‘ v dp.f{ .

La remarque 4° du § 1 permet alors de conclure 4 1l'hyperharmonicité (dans 6 ) de
X -e:f*‘v dpi ; en particulier, cette fonction est donc s. c. i. Or on a les iné-

galités @
#*

v(x) vi v @Ji p I & dpi dans § .
On en déduit
#(x) = I ¢ dui dans 6 ,
et ® est donc hyperharmonique dans ( & étant un ouvert régulier, dans w ,

arbitraire), et 1l'on a évidemment

¢(x) = SUPs @ J* v dpi pour tout x € w .
* X
(Toujours, puisque x -G}J‘ v dui est s. Co i. dans 8).

Soit x € w fixé, montrons 1l'inégalité inverse. Pour cela, soit o < o(x) 5 i1
existe un voisinage V de x , V € Ub , et une fonction h € mv telle que h > 0
et h(x) =1 (d'aprés 1'axiome de séparation). Ainsi oh(x) < #(x) , donc ¢
étant s. co i., il existe un voisinage & , régulier de x , s <V, tel que 1'on

ait encore ah(y) < #(y) pour tout y € & . On a alors
_ ) 5 _ [ )
a=alnalcloalcival,

ce qui achdve la démonstration de la proposition.

On déduit alors tres simplement de cette proposition un corollaire.
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COROLLAIRE 2.3.

1°8i v,v, et v

1 & v, sont des fonctions presque hyperharmoniques et si

re (0, +o ,

R
les fonctions Av et v, + Y, sont presque hyperharmoniques, et Av =A% ,

T e
v1+v2=01+02.

2° 51 (vn)n est une suite croissante de fonctions presque hyperharmoniques,

= t i = .
v =sup v  est presque hyperharmonique, et ¢ sup_ On

30 Si (vi)iEI est une famille localement bornée inférieurement de fonctions

presque hyperharmoniques, v = in'fi vy est presque hyperharmonique, et ¢ est la

plus grande minorante hyperharmonique de la famille (vi)ieI

4° 31 v est une fonction presque hyperharmonique, et si & est un ouvert régu-

*
lier, la fonction Ve o égale & .f v dp,fc dans & et & v ailleurs, est presque

hyperharmonique.

Définition 2.4. - Un ensemble & de fonctions surharmoniques dans w € U est

dit saturé dans w , si
(a) § est filtrant décroissant,

(b) Pour tout ouvert régulier & dans w , et pour tout v e &, v6 appartient
encore & § ( Ve est défini au corollaire 1.8).

PROPOSITION 2.5. -= Soit & un ensemble saturé de fonctions de $w . Alors, si

h = infve% v est > -=» sur une partie demse de w , h est harmonique dans w ,
C'est une conséquence immédiate du corollaire 1.8 et de l'axiome de convergence.

THEOREME 2.6 [RIESZ]. - Soit u e S50

() « u s'écrit d'une seule maniére sous la forme u = +h ou est un poten-
P s OU D D

une fonction surharmonique positive dans

tiel dans Q , et h une fonction harmonique dans Q . h est la plus grande mi-

norante sousharmonique de u .

Démonstration. — Une fonction v est dite sousharmonique si = v est surharmo-

nique. Soit & 1'ensemble des minorantes sousharmoniques de u 3 = & est saturé,
donc, d'aprés la proposition précédente, h = SUp ca V est harmonique (et hes).
Soit p=u=h3; p est un potentiel car, si t € +ZGQ est <p, t+h est

Lu,domec t+hed, et t=0 d'aprets la définition de h .

Supposons que l'on ait p+h=u=p' +h' avec p, p' € G’Q et h, h' € JCQ .
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On a alors

p=2h'~-h et p est un potentiel, donc h' = h < O

N

p' >h - h' et p' est un potentiel, donc h - h' L 0 .

I1 en résulte h =h' et p=p' .

COROLLAIRE 2.7. — Soit p€ S$. . Alors p est un potentiel si, et seulement si,

+ Q
u € %g » et u+p=20 implique u=0.
Démonstration.

1° On suppose que p est un potentiel, et u € ¥, u+op 2 0 o Soit
u' = inf(u , p) ;

alors - u' est une minorante sousharmonique de p , donc = u' est L 0 ; par

suite, u est 20 .
29 Soit h 1la partie harmonique de p , et supposons
{u e ﬁg , u+p=0=u3z0};
en prenant pour u 1la fonction - h , on obtient ~h >0, donc h=0 et »p
est un potentiel.
PROPOSITION 2.8.

(a) P est un cbne convexe stable par enveloppes inférieures (finies).

est fini sur une

(v) si (pn)n est une suite de potentiels, et si p = 2520 1

partie dense de Q , p est un potentiel.

Démonstration. - On a évidemment MNP < ® (A =0) et inf(P , P) c @ ,

Placons-nous sous les hypoth&ses (v). p est alors surharmonique ; soient h

la partie harmonique de p et D= {x€Q | p(x) <+o} .0na:
-h+p=-h+ 2521 P, + Py 20,
et P est un potentiel, D'aprés le corollaire précédent, il s'en suit que

- h + Z£?1 129 20 .

On voit de m8me que, pour tout n, 20, -h+ Z£>n P, >0 . Or, pour tout =x€D
et pour tout ¢ > 0 , il existe nO Z 0 tel que §£>no pn(x) < e 3 done h(x) est

L£e sur D, pour tout € >0 . Ainsi h =0 sur D "qui est dense dans Q 3

il

comme h est continue (car harmonique), h=0, et p est un potentiel ; (b) est

démontré.
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On en déduit @ + ® <@ , ce qui achdve la démonstration de la proposition.

THEOREME 2.9 : Les principes du minimum. - Soit u e M: (v e U) tel que

. 3
llmingewgbﬁy‘u(x) 2 0 pour tout ye€ w” .

(a) 8i we U, , alors u est 20 (dans w ),

(b) S'il existe un potentiel p tel que u+ p soit 20 sur w, alors u

est 20 (dans w ).

Nous ne démontrerons pas le critére (a). Quant au critdre (b), il se déduit des
corollaires 1.7 et 2.7 en considérant la fonction égale & inf(u , 0) dans w, et

4 0 ailleurs.

Si u est hyperharmonique, nous désignerons par c(u) 1e "support harmonique'

de u , c'est-a-dire le complémentaire du plus grand ouvert dans lequel u est

harmonique.

COROLLAIRE 2,10 : Principe de domination.

(a) Soit u e +xs y €t soit p un potentiel continu sur { . Alors (u 2 p sur

¢(p) ) impligue (u=>=p dans Q).

(v) 8i 1 est surharmonique, et si p est un potentiel continu sur Q , on a

1'égalité

sup p(C(p)) = sup p(Q) .

Ce corollaire est une conséquence facile du principe du minimum (v).

3. Notion de réduite. Théoréme d'approximation.

Définition 3.1. - Soit f wune fonction numérique définie sur Q . On appelle

réduite de f sur Q , et 1l'on note Rf , 1'enveloppe inférieure des majorantes

hyperharmoniques de f . Si A est une partie de Q , on appelle réduite de f

sur A , la fonction, notée RA , 6gale & R .
f f.lA

Le corollaire 2.3 montre donc que, pour toute fonction f , localement bornée in-—

férieurement, la réduite Ra est une fonction presque hyperharmonique.

Notons S(f) le support de la fonction numérique f .

PROPOSITION 3.2. = Soit f wune fonction s. c. i. 20 sur (Q , admettant une

majorante surharmonique. Alors la réduite Rf est surharmonique =2 O , harmonique

dans le complémentaire du support de f (c'est-ad-dire C(Rf) c 3(f) ) et continue
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aux points ou f est continue.

Nous nous bornerons a remarquer que la surharmonicité de Rf résulte du fait que
f est s. c, i. et de la proposition 2,2, et que 1l'inclusion C(Rf) c s(f) résulte

de ce que l'ensemble des u € 3 u>f sur (O, est saturé dans Q \ S(f) et

Q ,
de la proposition 2.5.

Définition 3.3. - On dit que l'espace ({2, ®) est fortement harmonique si, pour

tout x € Q , il existe un potentiel p tel que O < p(x)

Si (Q,8) estun espace fortement harmonique, pour tout =x € Q , il existe un
potentiel p tel que 0 < p(x) < + o 3 cela résulte de ce que, si p est un po-
tentiel tel que 0 < p(x) , on a p(x) = supéeﬁ Pg (propos1t10n 2.2) et de ce que

chaque Pg est lui-méme un potentiel.

On peut montrer que pour tout w € Ub s l'espace (w , %lw) est fortement harmo-

nique -

Notons CE(Q) 1l'ensemble des fonctions continues & support compact, et CO(Q)

1t'ensemble des fonctions continues tendant vers O & 1'infini.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons toujours que (@, ®) est for-

tement harmonique.

Comme conséquences de la proposition précédente, nous avons, par exemple, les ré-

sultats suivants.

COROLLAIRE 3.4. - Soit f e C:(Q) . Alors

Re € P nc(@) et c(R) < s(f)

Démonstration. - S(f) étant compact, et (Q , %) fortement harmonique, on peut

trouver un nombre fini de potentiels p1 9 eee o pn tels que p = p1 + see + P,
soit >0 sur S(f) s i1 existe alors A >0 tel que Ap = f ; donc Rf e ® , La
proposition 3.2 termine la démonstration.

COROLLAIRE 3.5. — Il existe un potentiel continu strictement positif. De plus, si

1 est surharmonique, il existe un potentiel continu strictement positif et borné.

Démonstration. - Soit (w ) une suite d'ouverts de réunion Q , et tels que

n'nz1
'5 cw . Pour tout n > 1, soit f € C+(Q) avec f =1 sur w , et
n+1 n n
S(f) < Woeq o0 et soit p Rf . En outre, choisissons A > 0 de telle maniére

n
que p = kn pn satlsfasse a.rlsup 25“£+1) =1 4Alors p = 2521 l/n2 P, répond a

la question comme on le vérifie facilement grfice au corollaire 3.4, & la proposition
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2.8, et au principe de domination (corollaire 2.10) lorsque 1 est surharmonique.

*
LEMME 3.6 ( ). = Soit pe ® n C(Q) un potentiel continu. I1 existe une suite

décroissante (pn)n>1 de potentiels continus tels que

Vn21, p- P, € C:(Q) et inf P, = 0

Démonstration, = Soit (wn)n une suite croissante d'ouverts de réunion Q , et

soit (fn)n une suite croissante de fonctions de CZ(Q) telles que 0 < fn.s 1

et fn =1 sur w . Posons P, = R(l-fn)p . Les P, ont les propriétés désirées :
- == - e P ncC R
(1-f)psp)=((1-f)pgp, <p) et p €Fnc)

On déduit de ces inégalités que p = p, sur QN S(fn) s donc que p = p, ap-
partient & Cz(Q) « D'autre part, C(pn) est inclus dans S((1 - fn)p) SHOIY Qn ,
clest=d-dire que P, est harmonique dans w s comme P

n+1'S Pn et Un “p =0

1nfn P, est harmonique dans ( , donc 1nfn P, = 0 .

THEOREME 3.7 : Théordme d'approximation. - Soit @C 1l'ensemble des potentiels

continus sur (Q , & support harmonique compact. Alors

(f_-#)nc ()

est dense dans CO(Q) pour la topologie de la convergence uniforme sur Q .

Démonstration. — Pour tout ouvert w < Q , soit

= - @ § C
0, ={de (@C c) n Gc(u) | s(d) € w} .
@w posséde les deux propriétés suivantes :

(a) si d1 ’ d2 € @w s alors sup(d1 ’ d2) et 1nf(d1 ’ d2) appartiennent aussi

20,

(b) vx,yew (x#y), Vo ,peR, 1de0d

d(x) = et dly) =8 .

La propriété (a) résulte des égalités

]

1
sup(d, , 4,) =54, + 4, + la, - a,)

. _ 1
1nf(d1 y dy) ._E(d1 +4d, - |d1 - dzl)
et si 4 € @w s 4= Py = Py |d| =Py + P, = 2 1nf(p1 ’ p2) .
Pour montrer la propriété (b), on utilise 1'existence d'un potentiel strict con-

tinu ([1], p. 75), d'oh 1'on déduit (grice au corollaire 4.6 ci-aprés) que, pour

*
( ) I1 n'est pas nécessaire de supposer (Q ’ x) fortement harmonique.
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x#y (x,yew) , il existe d €O  tel que a(x) >0 et d(y) =0 . On ob-

tient alors immédiatement la propriété (b).

Le théordme découle alors de la proposition 2 de N. BOURBAKI ([ 3], p. 54).

4. L'ordre spécifique. Le théordme de partition.
On définit sur S , la relation < en posant :

+ +
(ul,uzes , u1<u2)<—_>(3ves : u2-u1+v).

Cette relation est une relation d'ordre sur st , ordre appelé ordre spécifique

+
sur S .

THEOREME 4.1e - st st compldtement réticulé pour 1'ordre spécifique.

Nous renvoyons & [4], pe 89, pour la démonstration de ce théoreme,

Des propriétés de 1l'ordre spécifique ou du théoréme précédent, on déduit facile-

ment les énoncés suivants ;

, v.e 8 (resp. ®) ,

19 Soient v , v >

1
(v <v, + v2)

= (1 u, o, U, € S+ (resp. P) tels que v = ug U,y Uy < Vi U < v2).

1

2° Soient v , u € st et w un ouvert de Q .
(v <u et u harmonique dans w) =>(v harmonique dans w) .

o 3 + — r'd . o
3° Soient W, U, €8 , U, {0 Uy =Dy + h2 les décompositions de

uy et u, en somme d'un potentiel et d'une fonction harmonique (théoréme 2.6).

Alors

=D, + h

(ul < u2)é=%=({p1 <P, et h1 < hz}) .
Pour une famille (ui)iEI de fonctions de §' , désignons par sup, 4y (i € 1)
lorsqu'elle existe (resp. inf_ u; (i € I) ) la borne supérieure (resp. inférieure),

pour l'ordre spécifique, de la famille (ui)iEI

On a alors les énoncés suivants.

PROPOSITION 4.2. - Soit (ui)iGI une famille de fonctions de st .si u=sup_ u;

existe (ce qui est le cas, d'aprés le théordme 4.1, lorsque la famille <ui)i€I

est majorée pour l'ordre spécifique), et si chacune des fonctions u; est harmo-

nique dans un méme ouvert w € U, alors u est harmonique dans w .

PROPOSITION 4.3. - Soit (u,),.; une famille de fonctions de st.
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(a) 3i la famille (ui)ieI

. oz . +
majorée pour 1l'ordre naturel par une fonctionde & , on a

est filtrante croissante pour 1l'ordre spécifique, et

sup, u; = Sup U, (e S+) H
. iel
iel

(b) Si la famille (ui)ieI est filtrante décroissante pour l'ordre spécifique,

on a

N
inf u, =inf b, (e st
jeI iel

en outre, en tout point x tel que 1nfieI ui(x) soit fini, on a

inf u.(x) = inf u.(x) .
s . i

. i€l

iel

. 3 z rd I3 +
La proposition 4.2 se démontre en écrivant wu = u; + v, (vi € §) pour tout

i € I ; d'ol, pour un ouvert régulier & dans w:

ug = U+ (vi)6 , ce qui implique u, > u ;

. 8 )
donc u = Ug u est harmonique dans & , puis dans W .

Montrons par exemple la propriété (a) de 1a proposition 4.3.

Soient io

quels u, > u, . Pour tout ie I, 6 , soit v, € st tel que u, =u, + v, ; il
i i, 0 i i iy i

stensuit 1'égalité :

choisi quelconque dans I , et IO 1l'ensemble des 1 € I , pour les—

supieIo ui = ulo + SupieIO Vi .

Mais d'aprés les hypotheses, SUp; 1 Uy = SUp;

. N + . .
jer Y4 appartient & & ainsi que

sup. v. . Cela montre donc 1l'inégalité
1eIO i
sup;.1 Uy > uio (pour tout i, € ).
Le théortme 4.1 permet de conclure sup, [ U; > SUp_ U; (i € I) . L'inégalité
inverse est triviale (ou plus exactement 1'inégalité sup, u; > sup u. ).

iel iel
Nous allons maintenant énoncer un théoréme, dft & R.-ll. HERVé, sous une forme 1lé-

gérement affaiblie.

THEORMME 4.4 ([1], pe 155). = Soit ue 8" , ot soit o un ouvert de Q . I1
existe deux fonctions PHﬁ et ng appartenant a st telles que

u=PH* + RsY dans Q,
u n —

PHﬁ = sups{v | ve st , v<u, v harmonique dans w} , donc PH: est harmo-
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nique dans w , c'est-a-dire C(PHz) CQNw,
ng est harmonique dans Q'\'G , clest=a-dire C(Rss) Cw .
On dit que RSS est la restriction spécifique de u a w , D'aprés les proposi-~
tions 4.2 et 4.3, on a aussi :

PHS = sup{v i vest y Vv<u, clv) e~ w .

COROLLAIRE 4.5 : Propriété de décomposition. - Soit (wi)1<i<n un recouvrement

ouvert fini de Q , et soit u € st ., I1 existe des fonctions Uy g eee p W) ap-

partenant a st telles que

u = u1 + eee + u, gf_ C(ui) < w, (i =1y eee n) .

Démonstration. — L'espace  ©&tant normal, il existe un recouvrement ouvert
P ’

] - .
(wi)1$i§n tel que ! < w; (1 =1, vee y1n)
Appliquons le théoréme de partition & u et wi :
w! w’l
= t c ot 1) S = t -
u v1 + v1 , C(vl) w! , C(vl) QO wl (vl RSu , v1 PHu ) ,
3 p. | Y
puis & v} ¢
| - ! c 1) c L
V=V, +vh, C(v2) w C(v2) QN wh g
mais vé < vi implique que vé soit aussi harmonique dans wi ; donc

] 1 t
C(vz) c QN (w1 U wz) .

Aprés n applications du théoréme de partition, on obtient donc des fonctions

Vi e s Vs vﬁ telles que

u=v, e +V o+ vﬂ et C(vi) Cl&i_ (i=1,2 g ves n)
1) c “ 1 : -
civi) ca~ (o veauve )=4,

' t i . N i = eece b
done vy es harmonique dans Q . Alors les fonctions =V, » W g Vet ?

w, o=V, + vﬁ remplissent les conditions souhaitées.

COROLLAIRE 4.6. — Tout potentiel p est l'enveloppe supérieure (pour les ordres

naturels et spécifigpes) d'une suite croissante (pour < ) de potentiels P, <P a

supports harmoniques compacts.

Démonstration, =~ Soit (“h)n une s&}te croissante d'ouverts relativement com-

pacts de réunion Q . Posons P, = RSpn s les P, répondent & la question ; en
. \ . C - °
effet, P, est un potentiel a sugﬁort h%;f;nlque C(pn3m:n R &ﬁi?act 3 Ppiq > P,
. c . . . .
(puisque © Sw . implique Pﬂp > PHb , donc RSP < Rsp ); de plus, si
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“n
inf PHp » g est jarmonique dgns Q et <p (qui est un potentiel), donc

il

. _ n . no, oL ‘ R oy
O3 o0ry, p= Sup RSp + lﬁfs PHP s d'ou le résultat grfce a la proposition 4.

W Q
il

5 Mesure associée & un potentiel,
Nous supposerons, pour plus de généralités, que (0, %) est un espace harmoni-
que n'ayant pas nécessairement une base dénombrable ; on remplace alors 1'axiome 2y

par l'axiome 2!

axiome 2! : Soient we U , et (hi)ieI une famille filtrante croissante de

fonctions harmoniques dans w ;3 h = sup. 1 h, est harmonique dans w dés que h

i
est finie sur une partie dense de w

Les propriétés du paragraphe 4 précédent restent vraies, mis & part les corol-

laires 4.5 et 4.6 (qui font intervenir une base dénombrable).
Pour tout potentiel p et pour toute partie e de Q , on pose :

PH

i

sups{PH; | w ouvert oe} ;

RS

e
1Y
e . w
inf {RS w ouvert oD e ,
© < inr (ms? | )
Alors
e e

=PH + RS
p 0 p?
PH; est harmonique dans e° (intérieur de e ), clest-a-dire C(PH;) cCe ,

RS® est harmonique dans Ce , clest=a~dire C(RSe) ce .
F °1 P °1 ®2
[I1 est évident que e, e, implique PH_~ > PH et RS " < RS “ .]
1 2 P P D P

L'harmonicité de PHC dans € résulte de la remarque 2° suivant le théoreme

441, Dtautre part, si x ¢ e , il existe des voisinages ouverts 8§ et @y ,wde p:4

etw e vrespectivement, tels que § soit contenu dans Czb s alors Rsi < RSuO ’

Rsup est harmonique dans Cw , donc dans ¢ ; par suite, RSE est harmonique

dans & j; il s'ensuit que RSu est harmonique dans (e .

LEMME 5.1. = Soient Pl , p2 deux potentiels, e wune partie de (O . Alors

© ° +pu® ; gs® =rs® +ms® .

PH. =PH v, =
P*P, Py P, PP, By P,

Démonstration., = Faisons la démonstration dans le cas ou e est un ouvert w de

Q .
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PHg + PHg est harmonique dans w , et minore spécifiquement Py + P, 3 donc
1 2
pE. +PEY <PRY .
Py Py PP
PH® < p., + p, ; A'aprds la propriété de Riesz (remarque 1° suivant le théo-
réme 4.1), il existe deux potentiels a4y » 9 tels que
w _ . .
PHp1+P2 =q + 5 3 done 9 et 45 gont harmoniques dans w ,

q <Py 9 <Py
par conséquent,
w W
qq < PHp PN < PHp ’
1 2
dtou les égalités cherchées.
Des conséquences immédiates de ce lemme sont :
P, s P, €F 5 ecQy
(p1<p2)=>(PH: <PH: et Rs; <ng) ,
1 2 1 2
pe P ; (pi)ieI une famille filtrante croissante (pour < ) de potentiels d'en-
veloppe supérieure égale & p .
Alors, pour tout w ouvert, on a 1'égalité :

Y = sup PHY .
P S

D
ieT 1

LEMME 5.2, - Soient p un potentiel, et w un ouvert. Alors

pr® = ReCY , Rs®= P,
P P S

Démonstration, - Posons K = Cw ; on dcrit p = PH% + RS? « Alors

pe® = pE® _ + PHY dtaprés le lemme précédent.
PTpgr RsE
P P
RSK est harmonique dans w ; donc pE’ = RSK .

P
Y = sups{PHw Wt | w' ouvert o K} (remarque ci-dessus), or les pH” '
pEY PH pEY
p P P
sont harmoniques dans @ U w' 2 QO , et sont en outre des potentiels ; par congé-
)
quent, PH =0,

PHS
P

ILEMME 5,3, = Soient p , q , P, s Py des potentiels.

(a) Si p<aq, et si G est un ensemble contenant C(p) , alors p < ng .
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(b) si p, <P et p, <P sont tels que C(pl) n C(pz) =@ , alors b, + P, <P

c(p,)uc(p,)
et méme Py + Py < RS .

Démonstration.

(a) p est harmonique dans Q c(p) 5 donc p < Pﬂg\c(p) . Or
Pﬂg‘c(P) EPEACUPS S
c(p,) c(p,)
1] b .
(b) D'aprés (a), on a p, < RSp et D, < RSp ; or
c(p,) anclpy)  Clpy)
RS < BS = PH :
b 1Y P
en additionnant, on obtient 12 + Dy < p j mais P, + D, est harmonique dans

C(pl)uc(pZ)

QN C(pl) u C(pz) ; done (a) + p; + P, < RS .

LEMME 5.4. — Soient p un potentiel, et F1 , F2 deux fermés de . Alors
F F.nF F

La démonstration, trés simple se fait en utilisant le lemme 5.3 (a).

PROPOSITION 5.5. = Soient p un potentiel, K1 et K, deux compacts de Q .

2
Alors
KUK K K K K
sl 24+Rrs ! 2-msl4rs’.,
P p P P
Démonstration.
K K K. UK K.nK
(a) RS ' + RS 2 <RS ' 24+RS L °,
P D P

Soient w, un ouvert quelconque, K2 < @5 et soit wé un ouvert tel que

1 ! <
K2Cu)2cw2 w2.

On écrit
w' w'
RS.! =PH 2, + RS % 3
P K X
RS RS
1Y
alors

w'
c(pH 2K ) € Cw v lk) e (Ck) nk,

RS 1

p
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K2
c
c(Rsp ) K, »
donc, d'aprés le lemme 5.3,
w! K K UK
PH2 4+ RS 2<RS ' 23
K, P P
RS
dtautre part,
w2
c my c ot
c(rs X ) C(Cub U CKI) win K, o,
RS 1
D
donc, -
w! wink
2 21
RS K1 <Rsp .
RS
P
Ainsi -
K K wnK K,uK
RS ! +RS °<RS° l4mst 2,
b by P P
Or —
w!nK w!
RS ° 1 =R %, (lemne 5.4)
RS !
p
W
< RS 2 .
Kl
RSP
En faisant varier w, , on obtient donc
K1 K2 K2 KluK2
RS + RS < RS + RS
P P K, P
RS
p
clest-a-dire (lemme 5.4) 1'inégalité cherchée.
K, UK K. NnK K K
(b) RS 24+Rrs ' 2<mS ! +mS .
p P P p
Soient wl » W, des ouverts quelconques contenant K1 ’ K2 respectivement. Po-
sons K = K1 U K2 , et H= K1 n K2 s soient 61 et Gé des ouverts, tels que
c cgd c c gt c§! C
K1 61 61 wl et H 52 62 w, n W, e
Enfin, posons w = 8, N CEE . On écrit
RsK=PH‘”K+Rs‘”K;
P RS RS
Y Y

alors

c(rs® ) e C(CwuCk) < w N Cu ,
Sy

c(ng) cH,
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donc, d'aprés le lemme 5.3,

dtautre part,

W
c(pe® ) cC(wulx) < w, , done PR < RS ° .
RSk Rk P
P P
Ainsi
W W
Rk + Rs® < RS ! + RS_°,
P P P D

et W, 9 Wy étant quelconques, on obtient 1'inégalité cherchée.

THEOREME 5.6. - Soient p un potentiel, et x un point de Q , tels que

p(x) <+ .

I1 existe alors une mesure de Radon Moy >0, sur Q , caractérisée par

p.x(K) = RSI;(X) pour tout compact K de Q .

De plus, pour tout borélien B de Q:

b (B) = Rsi(x) .

Démonstration. - La fonction K —= RSI;(X) , définie sur les parties compactes de

Q , vérifie les propriétés suivantes :
1° 0 < RS[;(X) < + ® pour tout K ,

20 Rs@(x) =

RSK(X) est croissante, et continue & droite ; cette derniere propriété ré-

sulte de la définition méme de RSK(X) ., et du fait que les inf naturels et spé-

cifiques coincident (propos:l.tlon 4, 3),
XK UK

XK. nK X K
172 172 1 2
°© RS + RS x) = RS x) + RS
4 b (x) D (x) p() p(X)

Ces propriétés montrent ([6], p. 207) que K -‘,RSII{)(X) est une mesure de Radon
My 20 sur Q .

Pour montrer le res®e du théoréme, nous nous appuierons sur le lemme suivant.

LEMME 5,7, = Soient p un potentiel, et w un ouvert. Alors

w X
RS = su RS K compact < wi ,
p = sup (RS, | p }

Démonstration. - Soit g = infs{PHI; l K compact < w} .
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(K € w=> (PHK > PHw) , donc g > PHY .
P b P -
— ?
Soit x € w j il existe ! e'uc , X€E W' cw ¢ w, donc g<PH“o < pE% , et
g est harmonique dans w' ; par suite, g est harmonique dans w , et g < PH;) .

Ainsi g = PH;: s comme on a les égalités :

P = PH:: + ng et p=g+ sups{RSI; | X compact < w}

clest que ng sups{RSI;! K compact < w} .

Terminons donc maintenant la démonstration du théordme [Soit donc & nouveau p

un potentiel fini au point x 1o

Soit w un ouvert :

px(w) sup{p.x(K) | XK compact < w}

sup{RSI;(x) | XK compact © w}

supS{RSI; | K compact < w} (x) = RS‘;(X)

et si B est un borélien, on a :

il

p,X(B) inf{y.x(w) | w ouvert 2 B}

i

inf{ng(x) | w ouvert o B}

Il

infs{ng’ | w ouvert » B} (x) = Rsi(x) .

COROLLAIRE 5.8. — Soit p un potentiel. Alors, pour tout borélien B de Q:

sP = prB | pu® = peE |
p- P p - p

Démonstration. — En tout point x , ou p est fini, on a :

w(Q) = n (B) + u (0~ B)

clest=a-dire p(x) = ng(x) + ng\B(x) , donc Rsi(x) = P}lg\B(x) . Ainsi les deux
fonctions surharmoniques RSB et PHg\B sont égales en dehors de l'ensemble né-

gligeable {x ! p(x) = + m} s elles sont donc égales partout.

Remarque. - Posons, pour une fonction surharmonique wu = O et pour une partie e

de Q ,

. e . w
RS = :Ln:f‘S{RSu | @ ouvert oe} .

Notons « 1le point & 1'infini du compactifié d'Aleksandrov Q de Q ; pour un

ensemble e € Q , @ €Ee ,onpose, si u=p+h ( p potentiel dans Q , h har-

monique dans Q )s

rs® = gee™M 4y,
u P
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Alors, la fonction X == RSK(X) (o x est choisi tel que u(x) < +» ), défi-
nie sur les compacts de ( , vérifie les propriétés 1° a 40, énoncées dans la dé-

monstration du théoréme 5.6.

Par conséquent, il existe une mesure de Radon u.}'( 20 sur 0, caractérisée par

la condition
“‘;C(K) = Rsﬁ(x) pour tout compact K de (O
En outre, on vérifie facilement que 1l'on a encore
w c
RS, = sup_ {Rsﬁ | X compact w}

(pour w ouvert <0, K compact de 0 ), d'ob 1'on déduit, comme précédemment,
que
“‘}’I(B) = RSﬁ(x) pour tout borélien B de Q
et que
B OB B OB

RS = PH s PH_ =RS
u u u u

pour tout borélien B de () .

6. Noyaux et fonctions dominantes.

Soit (Q un espace localement compact & base dénombrable. On désigne par & 1la
tribu des boréliens de Q , et par B (resp. (Bb) l'ensemble des fonctions numéri-
ques boréliennes (resp. boréliennes et borndes) sur Q . (Bb est un espace de

Banach pour la norme uniforme ¢

£l = sup o [£(x)] , fe8 .

X€Q

Définition 6.1, = Un noyau sur (Q R 2‘5) est une application V de QO x & dans
E telle que

(a) Pour tout Be § , l'application x =+ V(x , B) de Q dans E_ est boré-

lienne,

(b) Pour tout x€ Q , l'application B -=>V(x , B) de S dans R est une me-

sure (positive) sur Q , mesure notée V(x , dy) .

Un noyau V sur (O est dit :

fini (resp. borné) si l'application x —+V(x , Q) est finie (resp. bornde),

sous-markovien (resp. markovien) si

V(x , Q) L1 (resp. v(x ’ Q) = 1) pour tout x € Q .
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strictement positif si

v(x R Q) >0 pour tout x€ Q .
Soit V un noyau sur (Q . Pour toute fonction f e B% » On pose
ve(x) = I f(y) v(x , dy) pour tout x€ Q .

En approchant f par des fonctions boréliennes étagées, on voit que Vf appar-

. . +
tient encore & ®

Ainsi 1'application f —=>Vf de 6" dans lui-méme est additive, positivement

z

homogéne et posséde la propriété :
Si (fn)n est une suite croissante de fonctions de B , on a
V(llmn_wo fn) = lim V(fn) .

Réciproquement, toute application de 6" dans @& qui possdéde ces propriétés

est associée a un noyau.

Pour une fonction f quelconque dans @ , on définit une fonction VI en posant
Vf = Ve - V£  lorsque cette différence a un sens. En particulier, si V est bor-

né, V est alors une forme linéaire positive sur Bb .
Définition 6.2. = Soit V un noyau fini sur Q . Une fonction 4d € ®+ sera dite
V-dominante (ou simplement dominante s'il ne peut y avoir de confusion) lorsque @
(d + V€ 2 Vg sur {g >0}) implique (d + Vf = Vg partout)
pour toutes fonctions f , g € B+ .

L'ensemble de toutes les fonctions V-dominantes (resp. V-dominantes et s. c. i.)

est noté ® =0(V) (resp. 0, Ctps(v)) .

Si V est borné, on définit en outre un sous-ensemble 0¥ =0%( V) de O en
posant ¢
0¥ = {ae®n Bb | 3ee®@: d+ece€ VZ@#)}
(cette définition a un sens, puisque V(Bb) est contenu dans B 1tadhérence

b ?
étant prise dans le Banach @b )e

Définition 6.3. — Soit V un noyau fini sur Q ; on dit que V satisfait au

principe complet du maximum (p. C. M.) si les constantes positives sont des fonc—

tions V-dominantes.

Si V satisfait au P. C. M., il est clair que R + V(8%) <0 .
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PROPOSITION 6.4. = Soit V un noyau continu sur Q (c'est=d-dire tel que

V(CC) c C ) strictement positif. Si d est une fonction s. c. i. telle que, pour

toutes f , g € CZ :
(¢ + V£ 2 Vg sur {g>0}) implique (4 + Vf > Vg partout) ,

alors d est une fonction V=dominante,

Démonstration (Voir aussi [10]), p. 251). - Soient f , g€ B telles que A+VERV
) q Vg

sur {g > 0} . Posoms

A, = {£1* | £'>f et f' s.c.idd,

Bg ={g" | g <g et g' s.c.s.bornée} .

Des conséquences de la théorie de la mesure sont que

VE

inf{ve' | £ € A}
Ve = sup{Vg' | &' € B}
et que Vg' = sup{V(g'.lK) | K compact < {g' > 0}} pour toute fonction g'EBg .

Choisissons f!' € Af s &' € Bg quelconques, K compact quelconque, K < {g*™>0},

et enfin €& > 0 arbitraire.
Alors, puisque V est strictement positif,
a+ V(£ +¢) > V(g'.lK) sur K .

Or d + V(f' + ¢) est s. c. i. tandis que V(g'.lK) est s. co s. (car f' est
Se Ce 1oy g'.lK S. Ce S. & support compact, et V continu) 3 donc il existe une

fonction h € GE et un voisinage compact L de K tels que ¢
d+V(f* +e) >h > V(g'.1K) sur L .

Mais il existe une suite croissante (fﬁ)n < C: , et une suite décroissante
+
' cC t :
(gp)p o ? elles que
' = £1 . '] = i ' Yo,
fr 4+ e =sup ] ; &'l 1nfp gy et S(gp) L

Donc, pour un choix convenable de n et p , on a

d+ Vel 2h ;.Vg§ dans L , donc dans {gé >0} .
D'aprés l'hypothdse faite sur d , c¢'est que

1 >‘ t R
d + an Z Vgp partout

On déduit de 1la que

a+ V(£ +¢) > V(g'.lK) partout,
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puis, f' , g' , K et ¢ étant arbitraires, que
d + Vf 2 Vg partout.

On suppose maintenant que O est un espace harmonique. Alors on peut énoncer le

résultat suivant.,

Ve N
THEOREME 6.5, = A tout potentiel fini p sur (Q , on peut faire correspondre un

unique noyau V sur (Q caractérisé par les deux conditions @

(a) Vi=p,

(b) Pour toute fonction f € BZ , Vf est un potentiel fini sur (Q tel que
c(ve) < s(f)

De plus, si p est borné (resp. continu), V est borné (resp. satisfait &

V(@b) c @), Le noyau V est dit associé & p .

Démonstration.

(o) Unicité d'un tel noyau V . = Soit K wun compact de Q ; V1K+V10\K

done V1, <p ; or C(VlK) €K ; le lemme 5.3 montre alors 1l'inégalité Vi, < RS% .

=V]_=p’

Pour tout borélien B de Q , on a donc

B

[ puisque Vi = sup{VlK | K compact < B} < sup{RSi | XK compact < B} = RS? Je
B QN\B
Or VIB + VlQ\B =p et RSp + RSp

ce qu'on peut aussi écrire

Vi, < RSB
D

=p (corollaire 5¢8). Par suite, Vig = RS?
v(x,B)=Rs§(x) (xeqQ, BeS,

relations montrant 1l'unicité d'un noyau V satisfaisant aux conditions (a)iet (b)

du théoréme.

(B) Existence du noyau V . - Il faut donc montrer que 1l'application V , définie

sur Q x & par V(x 9 B) = ng(x) , est un noyau, satisfaisant aux conditions (a)
et (b) du théoréme, que V soit un noyau (satisfaisant & (a)) résulte du théordme

5.7 (l1a mesure B == V(x , B) étant la mesure que 1l'on a notée M )e

Soit f wune fonction de B; . Alors f est la limite d'une suite croissante

(f.) , les f_  étant de la forme
n’n n

_sp(n) ,n NG n .
f ..Zi=1 Mj 1,00 A €R et B S {f>0};

n i
Bn 1
done ve =3P(B) 3B psi
n i=1 i P

VE_  est donc un potentiel, et c(ve ) < Ufi’i’;) B‘i1 c 5(f) . Par suite, Vf=sup Vf_
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est un potentiel spécifiquement majoré par ||fllp (car V£ + V(|lf]| - £) = V1 =1p)
et c(vf) e s(f) .
Le noyau V satisfait donc aux conditions (a) et (b).

Enfin, de la relation

ve + v(jjg] - £) =p, re8l,

il résulte immédiatement que V est borné si p 1l'est, et que V(Bb) cC si p

est continu [en outre V est strictement positif si p 1l'est].

COROLLAIRE 6.6, = Pour tout pofentiel fini p sur ( , son noyau associé satis-
N +Y o ¥
fait & V(8") R

Démonstration. - Cela résulte immédiatement du théoréme 6,5 puisque pour f € s*,

Vf = sup an ’

ou (fn)n est une suite croissante dans B; .

LEMME 6.7 = Soit p wun potentiel continu strictement positif. Alors son noyau

V associé est tel que :

(a) %<0, (V) ,

(b) vfe® , infac® | Ve-deC}=0.

Démonstration.

3

. +
(a) Soient u € ng , T, g€ Cc telles que
u+Vf >Vg sur {g >0} .

g est limite d'une suite croissante (gn)n de fonctions de C: telles que
S(gn) < {g >0} . Alors, pour tout =n ,

u+ Vf = Vgn sur C(Vgn)

puisque C(Vgn) < S(gn) c {g > O} 3 u+ Vf étant une fonction hyperharmonique, et
Vgn un potentiel continu (car p est continu), le principe de domination (corol- |

laire 2.10), montre que
u + V£ ;.Vgn partout (et pour tout =n ).

Donc u + Vf > Vg = sup Vgn partout, et, d'aprés la proposition 6.1, c'est que

ue® .
S

(b) est une conséquence immédiate du (a) précédent et du lemme 3.6.
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LEMME 6.8. = On suppose que (Q, %) est un espace fortement harmonique et que

la constante 1 est surharmonique. Il existe alors un potentiel p € € n Cb ’

strictement positif, tel que l'on ait 1'inclusion

c, < 0%(v) - 0%(v)

pour le noyau V associé & p .

Démonstration., — D'aprés le théordme 3.7, toute fonction f € CC peut &tre ap=-

prochée uniformément par des différences u - v de fonctions de
f, = {pe®ncC| c(p) compact} ;

il existe donc un ensemble dénombrable Q = {ui » uh «+s} de tels potentiels
uﬁ #0 de @c tel que Cc ©Q - Q . D'aprés le principe de domination (corollaire

2.10), tous les potentiels de @c sont bornés, et 1l'on peut donc poser :

1
n=1-—n_—;—ur'1 , donc 0<pg1l.
2wl

Alors p est un potentiel (proposition 2.8) continu et strictement positif. Soit
V 1le noyau qui lui est associé. Pour tout ne N , on a (si u = 1/(2nnu£H) u! )
w € PC cR(Vv) n Bb (d'aprés le lemme précédent)

- =2
et de méme p w mén
— = = [

u +p-u =p=ViE v(osb) v(Bb) ,

5 _ .
umetPc:(D(/’) et p-u € 8, + Puisque

clest que u , donc ul, appartient & ©%(V) . Il s'ensuit que

c, cq-aco(v)-e%v) .

Rassemblons les résultats de ce paragraphe dans le théoréme suivant.

THﬁORﬁME 6.9. - Soit (Q, %®) un espace fortement harmonique (3 vase dénombra-

ble) tel que les constantes positives soient hyperharmoniques. Il existe alors un

noyau V sur ( possédant les propriétés suivantes ¢

(KO) V est borné et satisfait au principe complet du maximum,

(Kl) v(asb) <8 NC=C.,

(k) €, <0*(v) - &%(v) ,

(K3) vy fe B; , inf{d e ® | vf-de cg} =0,
+ * -
(x) v(8") = r: <o (V).
Un noyau possédant ces cing propriétés sera dit admissible.

I1 suffit de remarquer que si V ,6 est le noyau associé au potentiel p du lemme
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6.8, V est un noyau admissible [il satisfait au P. C. M., car 1 +Rg Ciﬁs c® .

Te Semi—grouges et fonctions excessives,

Si V et W sont deux noyaux sur un espace localement compact Q , & base dé~
nombrable, V et W considérés comme applications de 6" dans 6" peuvent 8tre

composés 3 on obtient ainsi une application WV de 8" dans lui-m&me, et qui dé-

rive du noyau

(x,B)--vIW(x,dy)V(y,B) (xeq, BeS) ,

I1 est évident que si W et V sont tous deux (sous)-markoviens, WV est aussi

(sous)-markovien.

On peut donc poser la définition suivante.

Définition 7.1. = Une famille (Pt)t>0 de noyaux (sous)—markoviens sur ) est

appelée semi-groupe sur Q (de noyaux (sous-) markoviens) i

Pt+s = Pt PS pour tout t , s 20,

PO est le noyau identique I , défini par
(x , B) = 1B(x) (xeq, BeS),

Pour un tel semi-groupe, il existe une classe importante de fonctions associées,
qui, déja par définition, est analogue & la classe des fonctions hyperharmoniques

positives

Définition 7.2, — Une fonction f € ®+ est dite excessive relativement & un

semi=-grou (P ) de noyaux sous-markoviens sur () si
t

£20

P,TSE,

L'ensemble de toutes les fonctions excessives sera noté & = 5((Pt)t>o)

Définition 7.3. - Un semi-groupe (Pt)t>0 de noyaux sous-markoviens sur () est

appelé semi=-groupe quasi de Feller si

p(C)<ec (vtzo0), (7.1)
lim_ o, £-7f| =0 (vfecy), (7.2)

ipe&nC , p>0, 3ge&nC tellesque ¥ o, p 6453 , {p = oln{q < B}

soit compact.

On peut alors démontrer ([7], p. 188) le théordme suivant.
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by
—

THEOREME 7.4. — Soit V un noyau satisfaisant aux propriétés (KO) a (KB) (du

théoréme 6,9), Alors il existe un unique semi-groupe quasi de Feller sur Q tel

gue H

ve(x) = f: P, f(x) at ,

pour toute f € 8" et tout x€q.
Comme conséquence des théorémes 6.9 et 7.4 on a alors le théoréme ci-aprés.

THEOREME 7.5+ — Soit V wun noyau admissible sur un espace fortement harmonique

{0 pour lequel les constantes positives sont hyperharmoniques, et soit (Pt)t>0 le

semi-groupe quasi de Feller qui lui correspond. Alors on a les égalités :

*
Démonstration. — Nous savons déja (par définition d'un noyau admissible) que
3*

+3€Q < ‘Ds(v) ¢

Montrons @s(V) c & 3 Pour cela, soit d € @S(V) . d étant une fonction domi-
nante, la théorie des résolvantes ([10], p. 246, et aussi [5]) montre que P, dgd
(t>0) 3 a4 étant s. c. i., il existe une suite (fn)n c C: , croissante, et
d'enveloppe supérieure égale & d ; alors la relation (7.2) montre que, pour tout
n, ona

fn = 1imt~0 Pt fn.s 1imt~0 Pt d

en passant & la limite, on obtient 4 = lim, o Py d ,donc de€ &,

<ds

Montrons & < 4%* s Soit u € & . La théorie des semi-groupes montre ([10], p.

Q 9
242-243, T 64 - T 65) qu'il existe une suite (fn)n c B telle que la suite

(an) soit croissante et admette u pour enveloppe supérieure. Puisque

n
V(B+) c ;x; sy UE +%3 (remarque 4° , § 1), le théordme ect donc démontré.

Esquisse de la démonstration du théoréme 7.4,

(A) On appelle résolvante sur (Q ’ 5) , une famille (V ) de noyaux sur
A A>0
(Q, %) telle que :

(R) v, - vu = (u - 2) v, Vu A v“ = Vu 7y

pour tout N , uw >0, w>AN.

On dit que la résolvante (VK)X>O est sous-markovienne si tous les noyaux KVK

sont sous-markoviens.

A une résolvante (VX)X>O , on peut associer (gréice 4 (R)) un nouveau noyau



15~-28
Vo = sup, Vk s €t 1'équation résolvante (R) est encore vraie avec A =0 .

Inversement, on a le théoréme ci-apreés..

/ \
THEOREME A. - Soit V un noyau borné sur (Q ,.5) satisfaisant au principe com=

plet du maximum, Alors il existe une unique résolvante (VX)A>O , sous-markovienne,

telle que Vo =V . En outre, pour tout A >0, Vh(ﬁb) <6

b ®
(B) Soit X un espace de Banach ordonné par un cdne convexe fermé,
Un opérateur A sur X est dit sous-markovien si ||A]] €1 et si A est posi-
tif.

Un semi-groupe sous-markovien sur X est une famille (Pt) £50 d'opérateurs

sous—=markoviens sur X telle que :

P .P =P pour tout t , s >0

t%s t+s -
Py = I (identité de L(X) ).
On dit que le semi-groupe est fortement continu si

lim, HPt x - x| =0 pour tout x€ X .

Une résolvante sous-markovienne sur X est une famille (VX)A>O d'opérateurs
sur X , telle que les opérateurs KVX soient sous-markoviens et satisfaisant
1'équation résolvante

Vk - Vp =(w -2) VX V@ pour tout A , u >0 .

Une telle résolvante est dite fortement continue si

lim _|[AV, x = x| = 0 pour tout x€ X,

A tout semi-groupe sous-markovien fortement continu (Pt)t>0 , sur X , on peut
faire correspondre une résolvante sous-markovienne fortement continue (Vk)l>0 ’
sur X , en posant, pour tout A > O :

(ee]
-\t
V)\x-‘roe %xdt pour tout x € X ,

La réciproque est le théordme d'Hille~Yosida ¢

THﬁOREME B. - Soit (VK)K>O une résolvante sous~markovienne fortement continue

sur X . Alors il existe un unique semi-groupe sous-markovien fortement continu

(Pt)t>0 sur X dont la résolvante est (Vk)k>0 » c'est-a-dire tel gque, pour tout
AN>0:

(o¢]
-\t
Vk X = fo e Pt x dt .
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Nous énoncerons aussi les résultats suivants. Soit (VX)X>O une résolvante sous-

markovienne sur X .

est un sous-espace vecto-

pour tout A >0 )

LEMUE B.l. = V,(X,) est indépendant de X, si X,

riel de X sgstable par les V, (c'est-a-dire VX(Xl) cX

A 1

LEMME B.2, = Pour tout x € VK(X) » limy HXVK x -3 =0,

(V ) est fortement continu si, et seulement si, V.(X) =X .
AA>0 ! A

LEMME B.3. - Soit X, = )\(X) . Alors v)\(xo) est indépendant de A , et

v)\(xo) =Xy -

(¢) Soit donc V un noyau sur (Q , %) satisfaisant aux propriétés (KO) a
(KB).
D'apres (KO) et le théoréme A, il existe une unique résolvante sous-markovienne

k)k>0 sur (Q, §) telle que Vo =7V

D!aprés (Kl)’ la restriction des noyaux a @O = l@b) forme une résolvante sous-—
markovienne sur le Banach @o (et pour tout A\ , BO = Vk(6b> ); cette résolvante,

sur @O , est fortement continue d'aprés les lemmes B.2 et B.3.

(v

I1 existe donc, d'aprés le théordme d'Hille-Yosida, un semi-groupe fortement con-

tinu (Pt) sur BO , sous-markovien et tel que

20
® -\t .
v, f= IO e P, f dt pour tout f € @O et tout A >0,

L'idée de la démonstration est de prolonger le semi-groupe (Pt)t>0 en un semi-
groupe de noyaux sur (Q ’ ) tel que (VK)X goit la résolvante de ce semi-groupe

de noyaux.
Un prolongement du semi-groupe est possible car CC < BO (done CO c @0 ).

: Soit de®, et soit ee® telque f=d+ecB

Montrons donc Cc < BO 0 o
Puisque d et e sont des fonctions V-dominantes, elles sont surmédianes pour

(Vh)h>0 ([10] , p. 246), c'est-a-dire
AV

d<d et AV, e <e pour tout A

A A

d'ou 1l'on déduit

0gd=-N, d< £ =\, £

mais fe ® donc (lemme B.2)

O ?
lim, AV, £ - £ =0 .
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Par suite, liqum “KVA d - d“ =0 , ce qui montre que 4 e BO « Par conséquent,

*
0 -0¥c &O » et la propriété (K2) implique donc Cc < @O .

Notons (E%) le semi-groupe de noyaux sur (2, 5) qui coiIncident avec

t20
(Pt)t>0 sur Cc , donc sur CO . Terminons cette ébauche de démonstration en mon-

trant que

(§t)t20 et (Pt)tao coincident sur BO .
(a) Soit he BS 3 donc h e C; (d'aprés (Kl))’ et il existe une suite crois-

sante (hn)n dans CZ d'enveloppe supérieure égale & h . Alors :

h=sup P, h = sup, Pt hn < Pt h .

(b) Soit fe @ , et soit de® telle que VE-d€C) ., Come G, <8 ,1a
fonction

d=Vf - (Vf - 4)
appartient &4 ®. .

Puisque d € ® , d est surmédiane pour (Vh)k>0 et puisque d € @b ’

limy [[AV, @ - aff =03
. . .
d est donc excessive pour (VX)A>O y et aussi pour (Pt)t>0 ([10], pe 243) clest
a-dire

Pt d <d pour tout t =20 et 11mt~o Pt d=4d,

On a alors, pour tout t >0,

P, vt 27 (vf

d) = Pt(Vf - 4)

t t
= - > -
Pt Ve Pt d = Pt Vf - d .
D'aprés la propriété (KB)’ on a donc @ ?; vE Z,Pt Vf 3 le (a) implique alors
P, Vf =P, Vf . Par suite P, =P, sur V(@b) , donc sur @O .
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