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Séminaire BRELOT-GHOQUET-DENY 12-01
(Théorie du potentiel
l4e=156 anndes, 1970-1972, n° 12, 12 p. 18 novembre 1971

SEM I-GROUPES D'OPERATEURS SUR UN CONVEXE COMPACT
ET CALCUL DE PERTURBATIONS

par Michéle MASTRANGELO-DEHEN

Dans cet exposé, on étudie 1l'action d'un semi-groupe d'opérateurs affines sur un
simplegs ; on montre que si ce semi-groupe vérifie certaines conditions, alors il
peut globalement 8tre représenté par une mesure sur l'ensemble des trajectoires
continues dans 1l'ensemble des points extrémaux de ce simplexe. On applique ensuite
cette étude au calcul des perturbations au moyen d'intégrations par rapport a cette

mesure. Je remercie Francois ARIBAUD pour ses suggestions qui m'ont beaucoup aidée.

Définitions et notations [2]. = On notera :

[ ]
K vun simplexe, convexe compact, d'un espace vectoriel topologique localement

convexe E , et on supposera K métrisable pour sa topologie ;
D un sous-semi-groupe de E* s dénombrable et partout dense ;
® 1'ensemble des parties finies de E# H
S 1'ensemble des sous-semi=-groupes monogenes de .D H

Q 1'ensemble des fonctions continues de B+ dans l'espace &(K) , adhérence des

points extrémaux de K ;

(v un semi-groupe d‘'opérateurs affines sur K , vérifiant Vt(K) <K .

t)teR
~t

X un espace vectoriel de formes lindaires continues sur E qui sépare les
points de K , muni de la semi-norme de la convergence uniforme sur K . On note

X1 sa boule unité.

On supposera l'hypothese suivante :

(e) ¥y xekK, Vt x converge vers x lorsque t tend vers O .

On dit alors que (Vt) est un semi-groupe fortement continu.

le Etgge d'un semi—grouge d'ogérateurs sur un simglexe.

On peut remarquer que le théoréme de Gustave CHOQUET permet de déduire de 1'hypo-
thése Vt(K) © K que, pour tous t € B} , X € K ; on peut déterminer une mesure,

pt(x , ) , et une seule, portée par &(K) , et qui vérifie :

vEeXx: plx,g) =, V,(x)=ev,(x],



12=-02
ou (., o) désigne la dualité entre X et K.

Lorsque K n'est pas un simpleie, 1'étude qui suit peut aussi se faire sous la

condition suivante ¢

Soit X un espace de Banach séparable qui soit un Co—espace au sens de LIDEN=~

STRAUSS et ROSENTHAL [1], alors X est complémentable dans c(E®)) .

Soit XO un supplémentaire topologique de X dans c(8(X)) , il existe alors

une mesure, et vne seule, définie sur &K , pt(x ’ <) qui vérifie :
VeeX: pt(x y E) = g[Vt(x)] et Vg€ XO ’ pt(x y E) =0 .
Toute 1'étmde qui suit, avec 1l'hypothese
" X est un espace vectoriel quelconque, et K est un simplexe",
pourrait &tre transposéé avec
"X est un Cc—espace de Banach séparable, et K un convexe compact quelconque”.

Tous les résultats obtenus resteraient vrais en remplagant partout &(X) par
&(K) .

Si © est un sous-ensemble de R _, tel que & n (0, t) soit fini et {0,t}<C,

on note

5n (0, t) =6, ={0="%,% ,t,, oo rtys= £} .

:Fn(o,t) c Kcn(o,t)

Un é1lément de [&(K) sera désigné par

m=0m&,w@),“.,d&),n.,dgﬂ-

Si 6n(0, t)e® , on définit une mesure sur &(K)G”jo't) par

by ! ¥t Kl
W (dx 90X, 5ee0,4X ) =p (x,dx ) P (x ,dx )...p (x ,dx ) .
X t t t. t t t t. t.

1 2 i 1 1 2 i=-1 i

G
La valeur de Wit , sur un pavé mesurable de S(K)ano’t) , A= A1 x A2 XoeoX Ai,

s'exprime explicitement par

G t,-t. t, ,=-t.
Wxt(Alx.'.XAi)::‘rA "'[J.A (‘J‘A 1Y ot 1(X-b 'Ai) P =1 l-z(x.t ’dxt ))
1 i=2 i-1 i-1 i=2 i-1

t. ~t.
p 172 I3, Lax, ) eeed Mz, ax, )]
t, %, t \
i-3 je=2 1

PROPOSITION 1.1. = Soit D wune partie dénombrable de 54 + On peut déterminer,

pour tout x € K , une mesure Wg sur l'espace produit S(K)D , dont la projection
[4

sur toute partie finie Gt soit égale & Wit .
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¢ . t
Démonstration. - %es mesures P (y , .) sont des probabilités ; il en est donc

de m&me pour les WX .
Comme S(K)D est un produit dénombrable, on peut appliquer le théoréme de Prok-

horov, et déduire 1l'existence d'une limite projective de mesures.

Dans la suite, D désignera un semi-groupe dénombrable et partout dense dans 24 o
Au moyen de lemmes assez techniques, on montrera que la mesure WD , définie sur
S(K)D par les mesures pt(x , «) , est portée par 1'ensemble desXapplications de
D dans &(K) , uniformément continues sur tout borné de D . L'hypothése (c) jouera
un r8le essentiel. On note ||| une distance sur X compatible avec la topologie

de celui-ci.

LEMME 1.2. - Lorsque 1l'hypothése (c) est vérifiée, pour tout e > 0,

- - t
61p(8,6)=6lsupt<6f y » (x, dy)

{YEK’Hy’XH>€

converge vers O lorsque § tend vers O .

Démonstration. = Si 5—1 o(e , §) ne convergeait pas vers 0, B a >0, ) nelN ,
<
| tn 1/n I \
-1 n
) x ,dy) > o .
{HY’XH>€} p ( ’ ¥)
Ce qui s'écrit encore, si Xy désigne la fonction caractéristique de A , 1§ >0 ,
inelN, Etn<1/n
vV, \x)) >« .
Le semi-groupe Vt vérifie donc,

vn, V, x ¢ B(x , ¢)
n

ce qui est contraire & 1'hypothése (¢).

LEMME 1.3, - Soient e >0, 6>0, x€eK, 0gt

£ =t <6,

alors 1l'ensemble

A={we g(K)D; 3je {1, 2 400y n}

~e

lo(e,) 5 w5l > &)

vérifie

Wi(A) < 2p(e 4 6)

Démonstration. — Si on pose

m

B={we 8K 5 [lo(s) , (el 2e/F, o= (v

D
5 &(x)7 5 [lw(ty) 5 ot )l > e/2)



12-04

Dj={we S(K)D ;

lw(tl),w(tj)H>s et, 7 ke {1,2,00.,(3~-1) , Hw(tl),w(tk)n <e},
on voit que .
n
AcB szl(cj n Dj) ,
par suite
Wo(4) € Wo(B) + erl:l wz(cj n D) .

Or
t

3
w(c. nD,) < p Nz, dx, ) eeepd Ilx dx
X J J 8(K){t1,t2,cno,tn} ’ tl tj—l ’

5

j
t —t,

xp " J(th : dxtn) xDj(x,c veees xtj) xcj(xtj » X, )

1 n

t t

t.~t,
1(X,dX );.op J J 1(X ,d.X ) X (X jesey X )
t t. t. D.*7¢t t.

'S P((a/z),é) \-r {t ,t ,...,t.} P
E(K)tr 1?72 3 1 j=1 J J 1 J

< pol(e/2) , 8) .
Or
(8) < o((/2) , 6)
par suite

Wi(A) < 2p((e/2) 4 8) &

LEMME 1.4. - Sous 1'hypothdse (c), la mesure Wg est portée par 1l'ensemble des

trajectoires uniformément continues sur tout borné de D .

Démonstration., — Si & est 1l'ensemble des fonctions de D dans S(K) unifor-

mément continues sur tout borné de D, & est le boréléen

) =ﬂkeg Ue>O Us>o Mk, e, s),

o Pk, e, 8) est le complémentaire de l'ouvert G(k , € , &) , défini par
G(k,e,8) = {we &(K) , Bs,te (0,0, |s=t| <6, [u(t),ul(s)]| >4e} .

On peut décomposer [O ’ kﬂ en k/6 intervalles contigus de longueur & . Si

\

we ek, e, 8), onvoit que s et t appartiennent au m&me intervalle ou &
deux intervalles contigus ; il existe donc un intervalle [t1 ees tn] de la subdi-

vision pour lequel
D . 2 N
we B={we &K "; 3(jk)e{l,2,iee,n0}°, j<k, Hw(tj),w(tk)u > 2¢e} .
Or E est contenu dans l'ensemble A du lemme 1.3, par suite,

(e , e, 6)) < k6™ 20((e/2) , 8) .
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Au lemme 1.2, on a vu que, lorsque k et & sont fixés, cette expression con-

verge vers O lorsque & tend vers O . On en déduit que

i(e) = w(6(x)”)

Remarque. - Ces démonstrations sont analogues & celles de 1l'appendix A de [2],

moyennant la transposition & cette étude.

’ N
THEOREME 1.5. = Il existe une mesure, et une seule, WX , portée par l'ensemble

Q des trajectoires continues de R, dams E(X) , dont les projections sur les

parties finies de D soient les mesures % *

Cette mesure vérifie :

veex, &vy(x) =, gu() v (a0) .

Démonstration. — Comme D est partout dense dans 54 , 1l'ensemble & , des tra=-
jectoires uniformément continues sur tout borné de D , est isomorphe 4 un sous-

ensemble de Q . On note WX la mesure sur ( , image par cet isomorphisme de Wg o
I1 est immédiat que, ¥ t€D, V &€ X,

s(v, x) = I 8(u(s)) W (aw) .

Conclusione — Comme D est partout dense, cette relation est vérifiée sur B} .

On a donc déterminé une mesure sur ( qui représente globalement le semi-groupe.

’

2. Etude de perturbations du semi-groupe.

Dans ce paragraphe, on conserve les définitions précédentes en les limitant au

cas particulier suivant :

K est la boule unité faiblement compacte d'un espace de Banach E ( E est

+ , qui représente

alors réflexif). On considdre, en outre, un semi-groupe (Ht)teR

n 3 "
une "perturbation' de (Vt)teR+ .

On suppose que (Vt) , (Ht) sont des semi-groupes de contractions linéaires,

ctest-a-dire que, V t ,
Vt(K) C K et Ht(K) cK,
et que (vt) et (Ht) vérifient 1l'hypothdse (c).

On peut alors construire les générateurs infinitésimaux A et B de (Vt) et
(Ht) , et prolonger tous ces opérateurs & E . On sait que D(a) et ‘R(B) sont

partout dense dans E .
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On suppose que (A + B) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
(St)t§5+
de contractions de E
v t, St(K) €K .

[Des conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'il en soit ainsi, sont expo-
sées dans YOSIDA [5] ou bien dans TROTTER [ 3] et [4].]

Alors, d'aprés un théordme de Trotter,

. s t/n _t/n\n
7 x €BE St(x) = llmnﬁ”(V H )
Dans la suite, on se propose d'exprimer directement St au moyen d'une intégra-

tion d'une fonction dépendant de (Ht) par rapport & la mesure W_ associée &
(Vt) , et définie sur 1l'espace Q des trajectoires dans &(X) .

Pour tous t 6’134_ y X E gX) , il existe un scalaire {Ht(x)} €C, appelé rap-

port de Ht(x) s, tel que :
V g € X: g (] H't(x) = {Ht(x)}'glx) [}

Cette regresentation stobtient comme une limite d'intégrales sur des produits
8(K)Sn 0,% (oﬁ % n )0 ’ t) est un ensemble discret {tl ’ t2 secey ti =t} )

de la forme

(v) g [U (x)] = I an)o t) Ft_ s k et

PROPOSITION 2.1. = §£ T est un semi-groupe monogéne contenu dans E* y T =‘§g

y(w(t, )} 5lw(t)) W x(dw)

ou o >0, les opérateurs

Tn]o t)

{U Uy Ver

forment un semi-groupe.

Démonstration. — Si r et s appartiennent &4 T , et si t =r + 8 , on note ¢

™J)Oo,r)
Tn)O,r) = T, = g, T s Ty geeey Ty = r} et w € &(K) A
Tn)O
T JO,s) = T, = o , Sy s Sy seees 85 = s} et w € &(x) no,s)
Tn)O,t)
T0J0,8) =Ty = (bt eeet; = Teesby = seect, =T 4 s} et we &(K) v,

Appliquant la formule (U), on voit que, pour tout &€ X ,
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i T
SRR OO0 ISR N | it - CHER D) WA CRE DR A CP
&(x) ©

i 3 T T
=/ n nh=1{Hd(wr(rh))} J 7 ﬂ2=1{Ha(wS(s£))} §[ws(5)] st(r)(dws) Wir(dwr)
s(x) T s(x) ° r

=] T T T, nhe{1,2,...,i},ze{1,2,...,j}{Ha[wr(rh)]}{Ha[ws(sz)]}
&(x) "x&(k) S=8(K) T
glu (s)] W " (alw, x w))

T
=1 o Th G fe(t) T elu(s)] W b(aw) = g[v} =] .
5(x)

PROPOSITION 2.2. - Si (Vt) [resp. (Ht)] est un semi-groupe de générateur infi-

nitésimal A [resp. B], et si x appartient aux domaines de définition de A et

de Bo A, alors

t—l(UT x =x) = A+ B)x+ 0(t)x avec t#0,

o(t) —E:Q# 0 . On supposera dans la suite que DA n D(BA) =K .

2

Démonstration. — Pour tout & de X , on voit que :

(g0} x - %)) = +70 &[0 x - x]
1

-1 I tl
7 8(K){Htl(w(tl))} glw(t,)Ip “(x, dul(t))) - &x)]

im0, 440, teT

t;1{§[Ht1 ’ th x-x]} = tzl gL(1 + Bt + &) 01(t,))(T + A, + ¢, 0"(%,)) x - x]

-1
. BAX + tl (Ht

1]

g[(A+B)x +t -I-t B)(Vt -I-t A) x] .

1 1
Lorsque x € D(4) n D(B.A) , l'expression

-1
t, BAX + % (B, -I-= t, B)(v,c1 -I-t, A) x
stécrit O(tl).x , Ou O(tl) est un opérateur affine sur K , qui converge vers O

lorsque tl —3 0 . La proposition est donc démontrée.

On peut conclure de ce qui précéde que, si T est un semi-groupe monogéne de D,

les opérateurs (UT définis par

t)tél‘ ! .

w  veex, gt x1=F 0l Ay oy (et )} gu)]wlaw)
&(K) K™ k=1

forment un semi-groupe d'opérateurs dont le"générateur infinitésimal discret", au

sens de la proposition 2.2, converge fortement vers (A + B) 1lorsque le générateur

de T tend vers zéro.
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Dans la suite on fixe d'abord un point t dans D , et on étudie 1l'existence
d'une limite des opérateurs (Ui)téT lorsque T décrit un systéme de semi-groupes
monogdnes de D , cofinal pour la réunion. Lorsque cette limite existe pour tout

t € D, on étudie le prolongement de l'application (t +-> limTeg Ui) a E} .

Définitions supplémentaires, — On définit :

= r - . rd -- ’
BX { g€ Xl tel que € .(u)] soit localement uniformément WX intégrable au

seng suivant ¢ V t € B+ , ¥e€>0, 38 compact de Q, 8Y¥_  voisinage de t

t
Y ue Yt :
ECOR T ACHIESIS
6 = { (Ht)teR semi-groupe d'opérateurs affines sur K vérifiant
~f
¢ = supue&’yeg(K){l{Hu(y)}l} <o

et, ¥ S compact de O, ¥V R borné de 54 ’

sup

(g (e()}} =20 si v =30 3.

weS,ueR

PROPOSITION 2.3, - Soient x € K ,, §€®_, (H) € B, alors la fanille

) T
o g x
{(t gL % ])}TGQ,Tat

est uniformément équicontinue sur tout borné de D .

Démonstration. — Si t et (t + h) appartiennent & T = No ,

T n )O ’ tj = {tl ’ t2 9 ose ti = t} ’

TnJo, t+h)={t ,t,, oyt =t+ b},
|0}, ] - €0 <]
IXS(K)T{FL{HM%»} (s + m) = T_ 8 (u(t,))} &(a(£))} wE(aw)|
=1 e (o]

It

Si S est un compact de Q , et si

E6 ={weQ: du,veDd, Iu - v| <% , lw(u) - w(v)l > 1}
gl ,
on voit que le module est majoré par
1° fQ\S supugﬁ#,yeg(K){|{Hu(y)}l}. g(w(t + 1)) - g(u(t))]| W (aw)

20 [ AW _ g (a6, )} = T, (e, DY [e(ul6))] v (as)

3 [ Ny M (e(5)))

g(w(t + 1)) - gwt))| w_(aw).
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4o I%Eénlﬂil{ﬁa(w(tk))}l-lg(w(t + 1) = o(t))] W (aw) .

1° Comme C <o et comme les applications &(.(u)) sont localement uniformément

Wx—intégrables, ye>0, 35S compactde Q, 1 oy >0, VA<«

JonsleCete + A1, (a9) < (e/2)007"

1 14

20 Si, par exemple, j > i , comme l'ensemble S est équicontim, V e >0,

Ba,>0, Vh<a, (tel que t +he T ),

J i -
Mg (e, )Y = T, (o )03 < et (1)) D7
3° Comme S est compact dans Q, VY e>0, 3T>0
ly =zl <= lg(y - 2)| < e/cw (s) .
Par suite, pour tout § >0 et tout h<5é ,

fK\Eén'”iLl fx(u(t,)))

4° Le compact S et le réel 1 étant donnés, on a vu, lors de la démonstration

g(w(t + h) - w(t))] v (dw) <e .

du lemme 1.4, que, Ve >0, & a3 >0 tel que

supwes’u<03|§(w(t +u) - w(t))| <1

et V &< a3 y
w_(E < g/C o
. 611) e/
Si 1'on pose « = inf(a1 y Up s a3) , on voit que, si h et & sont des réels
positifs majorés par « , si T est déterminé comme au 3°, chacune des intégrales
des 1°, 29, 3°, 4° est majorée par e . On peut conclure & 1'énoncé de la propo-

sitione.

Définition. — Soit B un opérateur lindaire de K dans E tel que, pour tout

x € E(K) , il existe un scalaire {B(x)} tel que, Y E€ X,
g[B(x)] = {B(x)hg(x) .

Si D est la réunion d'une suite croissante de semi-groupes monogeénes (Tﬂ)ﬂeN ’

3i g<n, si te Tq , et si

00-;’3£=t} ’

T n (0,8) = {0=t,t ,...,tj=t} » Ty (0,4) = {0=sy5 =) seeess, =t

1 1 ﬂk

on pose

)
arth(“’) - zk=1|{zhzzk_lﬂ{s(w(th))}(th - t, )} = (Ble(s) (s =8, )1 .

PROPOSITION 2.,4. - Si la suite double (at (w)) converge vers O (1orsque
nq n,q€N

n et q, tendent vers 1'infini), uniformément en o sur tout compact de Q ,
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alors la suite

T
(60" =3 = Jg ey 30,09 (5 = ) L] 8(u(0)) (@] gy

etB)

(9_‘13_ £ € EX, ( e B, t € D ) converge dans C lorsque n =3 .

ter*

Démonstration. - Il suffit de vérifier que cette suite est de Cauchy. D'aprés la

majoration de la premidre intégrale dans la proposition 2.3, ¥ ¢ >0, 385 com-

pact de Q , Vne'I:I',

Tone & T 130,19 (i = Biey) Blul5)) 8(ul8)) 0 (a0)| < o/2 .

Le compact S étant donné, il existe n, € N tel que, pour tous n , q Z-no et

tout wes, azq(w) < g 3 on voit alors que

Tn Tq i vﬁk
lgfu® x - 0,0 2] < e+ [gleml® By, w2 (= ) (L))

i
- exp{Z,_ (s, = s ) (B(w(s, )} [g(a(£))] W (dw) .
Comme cette dernidre intégrale converge vers O' lorsque n et q tendent vers

1'infini, on peut conclure.

Remarque 2.5. — Pour que les {aﬁq(w)} convergent vers O uniformément sur tout
compact de ( et pour tout t , il suffit que {B(.)} soit une fonction intégrale

au sens de Riemann.

DEFINITIONS. — On dira que le couple d'opérateurs (a4, B) est admissible, s'il

existe un semi-groupe D C(5+ , dénombrable et partout dense, réunion d'une suite

(T ) de semi-groupes monogenes, et un ensemble £ partout dense dans la boule
n

unité de X tels que, VYV xe K, V EE€ £ , la suite
T
(t = g(0," %)) oy

soit uniformément équicontinue sur tout borné de D , et converge en tout point

teD.

D'aprés 2.3 et 2.5, pour que (A , B) soit admissible, il suffit que N__. £
soit partout dense dans K et que {B} soit intégrable au sens de Riemann. On

peut remarquer qu'il existe un point y , et un seul, dans K , qui vérifie, ¥ EEL

Tn
efu,(x)] .

(a) Montrons l'unicité : Si y et z vérifient

s
. = 1i
E\Y) 1mn_m, tETn

T
i g€z E(y) =6(z) = 1 o, teT gEUtn(X>] ’
n

on déduit du fait que £ est partout dense dans X, et de celui que X sépare

1 1

les points de K , que y =12 .
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(b) Montrons 1l'existence : La topologie G(K , ﬁ) est une topologie séparée sur
K , plus faible que la topologie initiale du compact K ; elle est donc identique a

cette topologie initiale.
T
La suite (Utn)neN admet donc au moins un point adhérent, y .

On note alors U, 1l'opérateur défini, pour tout t e

t par, ¥ xeKk , V¥ gsﬁ,

f'\/+ ’

g(U x) = 11m o, & dt % ET g(U X) .

*y
Par passage & la limite, on voit que t F—a»g[Ut x] est une application continue,

et que les opérateurs Ut forment un semi-groupe d'opérateurs affines continus vé-
rifiant Ut(K) cK .

PROPOSITION 2.6. - Si (A , B) est admissible, les opérateurs (Ut)teR forment

un semi-groupe de générateurs infinitésimal (A + B) .

Démonstration. = Il suffit de vérifier que, YE € £, Y x€K,

(2) 2e(u, x) =5((a+8) 1" )

La relation (E) est vérifide sur le semi-groupe D , et on sait que les applica-

tions
(t +->8(U, x)) et (t+—380(a + B) v® x])

sont uniformément continues sur tout borné R de 54 , par suite, Vo >0,
iz >0, V¥x, t'eR,

[t = t'] <7 = |g(U x) - §(U,, x)| <a et |g[(a+B)(U, x -V, x)]<.

Comme (E) est vérifiée sur D, YueDdD, Ve>0, ¥6>0, ¥h<}s

In"tg[(u, x -0 x) - (4+B) U x]| <e.

Si t

m

R, si h<§ , il existe deux éléments u et v de D tels que, po-

sant o = he , on ait pour tout £ e £
-1
Intefu, x - U x]-gl(a+B) U x| <e,
lg[(a + B)(u, x~u - x)] <e,
-1 -1
0™ gl(U,, - U)x]l <e et |n7 gl(uy =T )x]<e .
On voit que, Ve>0, ¥t€R , 36>0, Ph<s, Vg€,
ntgl(u, , - 0)x)-gl(a+B) U, x]| < 4e .

La relation (E) est donc vérifide sur 54 R
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Conclusion. - Le semi-groupe (U est un semi-groupe fortement continu

t)t§§+
dtopérateurs continus sur le compact K'; il admet (A + B) comme générateur infi-

g . fas _ s t/n . t/n\n
nitésimal ; on peut donc en déduire gque U, =S, (= llmnqm(V H77)") , pour

tout t (car DA n DAB = K). Le semi=-groupe St se représente donc par le produit

d'une fonction par la mesure Wx y définie sur l'ensemble des trajectoires conti-

nues dans &(K) , qui représente l'action du semi-groupe (w&) sur le point x € K

Utilisant des notations qui ne sont pas justifide ici, mais qui permettent de ré-

sumer le résultat ainsi obtenu, on pourra écrire :

: t
Ux,t, 8 g(s,(x) = exp(f, Bu(w) aw g(u(t)) W (aw) .
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