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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY T=-01
(Théorie du potentiel)
14e-15e anndes, 1970-1972, n° 7, 8 p. 4 et 11 mars 1971

APPROXIMATION DES ESPACES HARMONIQUES

par Michele DEHEN

(d'apres les travaux de E. M. J. BERTIN [1] et [2])

En analyse numérique, beaucoup de probldmes peuvent &tre placés dans le contexte
suivant. Soit C' une catégorie telle que chaque objet de C' soit un ensemble
(0 , muni d'une certaine structure T . Si on veut énoncer un théoréme P de T,
on remplace l'ensemble ( par un ensemble plus simple Qi , la structure T par
une structure plus simple Ti , telle que les axiomes de Ti soient, & peu pres,
des théordmes de T . On énonce ensuite un théoréme Pi de Ti correspondant a
P, et on vérifie si Pi et P se ressemblent assez ; si Pi est trop différent
de P , on reprend pour une meilleure approximation Qj et Tj . Pour que les es-
paces structurés (Qi ’ Ti) soient encore des objets de la catégorie C' , il peut
8tre utile de modifier celle-ci ; par exemple, pour 1l'étude des espaces harmoniques,

on aura besoin de la catégorie ETM, dont les objets sont les espaces les mor-

v
D ’
phismes les correspondances m-continues, et les morphismes stricts les applica-

tions m-continues, et qui est plus large que la catégorie des espaces topologiquess

Si T est, par exemple, la structure déterminée par une équation différentielle
elliptique sur 'Q , 1'espace sera un réseau discret, et Ti une structure harmo-
nique discréte. Soit P 1le théoréme " f est la solution d'un probléme de Diri-
chlet", le théoréme 1 " fi est la solution du probléme de Dirichlet discrétisé"

sera accepté si If - fi|<a , pour un certain nombre a>0 .

Si (Qi , Ti) est une approximation de (Q , T) , chaque point de ( est appro~
ché par un ensemble de points de Qi , qui sera d'ailleurs souvent un sous—ensemble
de ( ; on pourra noter fi(x) 1'ensemble des points de Qi qui approchent x ,
et fi sera appelée une correspondance. On supposera que ces correspondances sont
des morphismes dans une catégorie C , plus large que C' . On dira que " f c g N
si, quel que soit x (appartenant & 1l'objet source de f et g ), f(x) = g(x) f
on supposera que les morphismes de C' sont des éléments minimaux pour cette re-
lation d'ordre. Pour introduire la notion de "procédé d'approximation de plus en

plus précise”, on considére une famille (Qi , T.) I indexée par un ensemble

i’ie
préordonné I , telle que " ig j " soit équivalent & " Qj est une meilleure
approximation que Qg ", ce qui s'exprime par " Qq est une approximation de Qj

au moyen d'une correspondance fij , et Qi une approximation de (Q par fi ’
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telle que fi = fij fj ", On désire, en outre, que chaque point x de Q soit ca-
ractérisé par ses approximations (Xi)I el fi(x) ; lorsque ceci est vérifié, on
introduit la relation d'équivalence " (xi) "'(yi) sy si, et seulement si, il existe
une parkie J , cofinale & I , telle que, pour tout j de J , et tout i< j,
X € fij(yj) ", Lorsque ( est maximal, il est égal a l'ensemble des classes
d'équivalences; on le désigne alors par (&ig Q; » par généralisation du cas ou les

f. sont des applications.

i3
I. Structures semi-topologiques.

I.1. Espace semi-topologiques.

Définition I.1.1. - On appelle topologie vp » SUr un ensemble () , une applica-

tion « , de ®(Q) dans lui-m@me, vérifiant
(0!1) ¢a=¢ y
(az) vaeP(Q , 2%>4,

(aj) va,B, (AuB¥=2r"y3BY.

On appellera espace vy un espace () muni d'une telle application ; 1l'ensemble
A% est appelé la semi-adhérence de 4 , Al = c((ca)¥) , le semi~intérieur de A ;

pour un point x , on écrira x¥ , au lieu de {x}a .

Définition I.1.2. = On appelle semi-topologie sur un ensemble ( , toute topolo-

gie . telle que
D o o o -\
(a4) vacqQ, V¥ (BS)SES » avec, pour tout s, B_ < A%, (UBS) c A”,

Définition I.1e¢3. = On dit qu'une partie A d'un espace vy est un ensemble

semi-ouvert (resp. semi—fermé), s'il existe B tel que A = B1 (resp. A= Ba) .

Exemple de semi-topologie (cet exemple sera souvent repris dans cette étude). - S

i est un entier positif, on désigne par
o = (@™, n2™) 5 (w,n)ezxz}cr’,
La semi-topologie o est définie par
(2t n ) = (020 ™), ()2 n2 ), (ne1) 2t nah),
(w2}, (n+1)27), (w27, (n-1)271))
et

o4 %
A" =U{x"; xea}.
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Si Q est un espace semi-topologique, si A est semi-ouvert, il existe un plus

petit ensemble V , tel que A = V1 .

Définition I.1.4. — Dans un espace vy s On appelle semi-voisinage d'un point x,

tout ensemble V tel que x € V1 .

On appelle topologie associée d'un espace vy (Q , o) , la topologie, B=ﬁ(a) ’

engendrée par la base des ensembles semi-ouverts. On notera A (resp. AO) 1'adhé-

rence (resp. 1'intérieur) de A pour cette topologie.

On appelle topologie admise, par rapport & o« , toute topologie & , telle que

AY = (U

xeA
logie admise la moins fine.

Xa)6 . Si o est une semi-topologie, la topologie associée est la topo-

I.2. Limites des morphismes.

Une correspondance f , d'un ensemble () dans un ensemble Q' , est une applica-

tion de Q damns P(Q') - {ﬁ} . On la désignera par

£7(a) = xeq, fxni# {#1}, i) = {xeqQ, fxca}.

Définition I.2.1. = Soient Q un espace. vp et F un filtre sur une partie

AcQ; ondit que F semi-converge vers x , ou que X est une semi-limite de F,

si F est plus fin que le filtre des semi~voisinages de x . Pour que x soit
semi-adhérent & A , il faut et il suffit qu'il existe un filtre F sur A qui

semi-converge vers X .

Définition I.2.2. = Soit f wune correspondance d'un espace (Q ’ a) , dans

\)Dy
un autre, (Q' , ') , on dit que
]
f eost m-continue si, ¥ Acq, £(a%) < (£a)¥ ;
1
£ eost continue si, ¥ Acq, £(aP)c (£a)? ;

f est f-continue si f est m-~continue et continue.

Définition I.2.3. = Soit Q un ensemble muni de deux topologies vy s @ et of
a est plus mince que o' , o > o' , si 1l'identité (Q, a) Q' , ') est
m-continue,

o est plus fime que o' , o > o' , si 1'identité (, o) — (o, o') est

f-continue.

Pour chacune de ces notions de morphisme, on peut définir des structures inie

tiales et des structures finales.
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I.3. Systémes approximatifs d'ensembles, ou d'espaces vp
En vue des applications, il peut &tre désirable que la limite projective d'un
systéme d'espaces localement compacts soit localement compacte j on impose des

axiomes supplémentaires afin d'assurer cette propriété.

Définition I.3.1. — On appelle systéme approximatif d'ensembles tout systéme pro-
jectif monotone d'ensembles (Qi ’ fij) qui vérifie 1'axiome suivant

1J

Dans ce cas, l'ensemble Q = lim proj Qi est appelé limite approximative des Qi,

VieI,VpeQi-,Bj;,i,qufjf; p,dreq tel que fjfg

Définition I.3.2. - Si (Q, , fij) est un systéme projectif d'ensembles, et si
(Q{ , fij) est un systéme approximatif d'ensembles, une famille (hi) est dite un
systéme approximatif d'applications de (Qi , fij) dans (Qi , ! ) , si, pour

ij
tout i, h, f..,cf!. h, .
1745 745

THEOREME I.3. - Si (n;) est un systéme approximatif d'applications de €, , fij)
dans (Qi ’ fij) s 11 existe une application h : 1lim proj Qi -y 1lim proj Qi y et
une seule, telle que, ¥ ieI, fihc U, ff. h,. T, .

b > S B s B |

Définition I.3.3. = On dit qu'un systéme projectif est un systéme approximatif

d'espaces vy s si, pour une partie cofinale J de I , et pour tous i, jeJ,
igji:

~ B.
(Bl) X € Qi =>(f;§ x) J est quasi-compact 3
-1

(B2) fij est p-continue ;
(B3) fij f;; est f-continue et f-cocontinue ;
(B4) ¥ xeq. , 11 existe un semi~-voisinage V de =x tel que
4 q
. . -1 -1 -1
3j=>i, Vqe fj fi (v) , are Qi tel que fj fi qc fij T,

On dit alors que 1lim proj (Qi ’ ai) est la limite approximative du systéme.

On dit que le systéme est strictement approximatif s'il est strictement monotone

et si

(B5) vi, jed, igj, fj le est continue et f=cocontinue.

L'axiome (B4) entraine que (Qi , fij) est un systéme approximatif d'ensembles.
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II, lLiasses de fonctions.

IT.1. Enveloppes et liasses de fonctioms.

Dans ce paragraphe, on introduit les liasses de fonctions, généralisation des
faisceaux de fonctions. Pour les fonctions harmoniques discrétes, et souvent pour
les fonctions invariantes par rapport a un noyau, une fonction sur un ouvert U
est nécessairement définie sur un sur-ensemble UY $ pour avoir une bonne théorie
locale, on devra de plus imposer que, si {Ui} est un recouverment de U , et si
les restrictions d'une fonction & chaque Ug appartiennent a la liasse, cette fono-

tion lui appartient aussi.

Définition II.1.1. — On dit qu'une partie V d'un espace

w! 5 vl entratne Wov .

vp est polie si

si (0, o) estun espace semi-topologique et si vy est une topologie admise,
chaque partie ouverte U de (a ’ y) posséde un plus petit semi-voisinage uP .

Ce semi-voisinage est poli.

Définition II.1.2. - Si (Q , @) est un espace semi-topologique, vy une topo-

logie admise de o , et U wun ouvert de (Q ’ Y) , on appelle semi~frontiére de U

par rapport & vy , l'ensemble U = (A

Dans la suite, on désignera par (Q ’ a) un espace semi-~topologique, Yy une to=-
pologie admise de ¢ , U 1'ensemble des parties ouvertes, O 1l'ensemble des par-
ties polies de (Q, o) , R 1'ensemble des réels, et ® : ¥U - (U) une appli-
cation qui & tout U de U associe un ensemble %(U) de fonctions de UP dans
R .

Définition IT.1.3. = On dit que (Q , o , ¥ , %) est une liasse de fonctions

s?'il vérifie ltaxiome suivant :
si e, (U)ecu, velU_, f: UpUSUIS)——yR

(v s, £ltPen(v)) s (lvPen() .

Parmi les exemples de liasses, on peut citer

(a) les liasses de martingales,

(b) les liasses de solutions (ou de sur—solutions) d'équations différentielles,

discrétisées le cas échéant.

Dans les deux cas précédents, se pose souvent le probléme de l'existence d'une
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limite projective pour un systéme projectif de telles liasses j entre autres, celui-

ci pourra se présenter sous l'une des formes suivantes :

(o) étude de martingales indexées par un ensemble continu, & partir d'un systéme

de martingales indexées par des ensembles dénombrables et discrets.

() étude des solutions d'une équation différentielle sur un ouvert de B? , con-
naissant les solutions du probléme discrétisé ; plus précisément, on peut étudier
si le faisceau des fonctions harmoniques sur un ouvert de E? est une limite des
faisceaux des solutions, sur un ouvert de Q, = {(m2_i R n2-i) ;s (m, n) 6152} ,

de 1l'équation discrétisée Ay u=0.
Pour chague Ue U, #(U) sera 1l'ensemble des fonctions harmoniques discrétes
dans UP s & valeurs dans R, vérifiant Ai u=0, sur U, ou
Ay w(m2™ n2™t) = 2P u((wr1) 27t o) wu((me1) 27t 0o ™ +u(m2™, (ne1) 27 )
+um™ , (n-1)2"") - gu@2™ , n2™)].

On pourrait généraliser cet exemple a R® et a des équations différentielles

~

plus générales.

Définition II.1.4. = On appelle espace encadré tout couple (A , A') , ob A est

un ensemble poli de Q , partout dense dans A' 2 A,

On dit qutun triplet (A, A, %(A)) est un espace prégulier si (4 ’ A') est

encadré, et si R(A) est un sous-ensemble de C(A ’ R) vérifiant :

(r1) Pour toute fonction continue bornée f , définie sur 04 = A'\A1 , 11 existe
une fonction ﬁf , et une seule, appartenant a RA(n) y telle que f = ﬁf/A'\A ; on

pose Hy = Hi/A ,

(r2) £, g€ @b(aA) (ensemble des fonctions continues bornées) f < g =$Hf < Hg.

On dit que (A , A' , #(4A)) est un espace régulier s'il satisfait en outre & :

Pour toute famille non vide, filtrante & droite [resp. & gauche ], (ui) c ®(a) ,
majorée [resps minorée] par une fonction Hg (g e @b(aA)) R sup(ui) [ resp. (ui) ]
existe, et appartient & %#(4) .

Lorsque Q, o, Y o, H) est une liasse, lorsque A = P et At = UPY , On pose
#(a) = »(U) .

ITI. Systémes approximatifs de liasses.

On considére un systdme (Qi v oy )I , convergeant, strictement approximatif

f..
1J
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(définitions qui précisent la notion de systéme projectif) d'espaces semi-topolo-
giques localement compacts, chaque Qi étant muni d'une liasse (Qi,ai,Bi,%i) « On

suppose les axiomes suivants :

(AH1) Pour tout i e I , et tout x € Qi s 11 existe un systdme fondamental Ei .
?
de semi-voisinages réguliers, tels que, pour tout j = i , et tout Vi € Si % ?
- D ’
VvV, = (fi; Vi) J soit un ensemble régulier dans Qj .

J
(AH2) Chaque famille (Aj)j?i = (vj )j>;i = ((f v, ) )j?i

un systéme approximatif de sous—espaces de (Qi ’ Bi , fij) .

s, o V., € &, est
i i,x

L. P
= -1 y1y73
3531 ((f Vi ) )j;i est un

pour un point =x € C& . Pour toute

Définition IIT.ele =— On dit qutume famille (V.)

systéme approximatif régulier si Vi € %i

?
partie F de (O , on appelle ensemble prégulier dans T , tout ensemble V tel

que v soit compact dans F , et tel qu'il existe un i€ I , un x €Q. , et un
_fe=1 TiND . ~1 iy\Pj
Vi € gi,x pour lequel V = (fi Vi ) ; on dit alors que ((fij Vi ) )jZi est un

systéme approximatif régulier associé & V , et on écrira V = 1im(vj)j>i .
"

Si f est une fonction continue, définie sur 3V , & valeurs dans R , On note

fj la restriction de f & an . La famille (fj)j>i converge uniformément vers

f 3 comme 1esV Vj sont réguliers, chaque fj admet un prolongement unique et con-
=uJ en(v,) a v.J.
J fj ( j) J

tinu, u

Définition III.2. = On dit que (Q , @ , v , ®) est une liasse préharmonique &

valeurs dans R si

(h1) (Q, o, Y %) est une liasse de fonctions & valeurs dans R ’
(h2) tout point x de ( admet une base de semi-voisinages réguliers et MP,

(h3) pour tout point x de Q , il existe un voisinage U et une fonction
u e ®(U) , telle que u(x) >0,

(h4) pour tout U e U, si 0 € U admet une enveloppe, oP , compacte et con-

tenue dans U , alors il existe une fonction k e #(U) majorant

{k e ®(0) = ||| < 1}
g(oP)
(h5) si u est 1'enveloppe supérieure (resp. inférieure) d'une famille filtrante

croissante (resp. décroissante), (ui)iEI , OU u; € #(U) , Ue U, et si cette
famille est uniformément majorée par un élément de R , alors u € %(U) .
Définition III.3., - On dira que la liasse (Q, o s Y %) est harmonique, si @

(h6) pour tout U e U, #(U) est un espace vectoriel qui contient les cons-
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tantes de R .

Définition IITI.4. - Soit (Qi y Q. fij) un systéme strictement approximatif

i
d'espaces semi-topologiques localement compacts tel que 1lim proj a; = lim proj Bi ’

i ij)
est un systéme approximatif d'espaces harmoniques s'il vérifie certains axiomes de

et soit ¥, une structure harmonique sur @, . On dit que (Qi oy ®.

convergence., On désigne par lim proj (Qi y O s %i ’ fij) 1'espace

lim proj(Qi y O s fij) ’

muni de # = lim proj Ki , et on étudie des conditions suffisantes, notées de (n1))

3 (h6), pour que 1'espac. lim proj(ﬂi T Ri ’ fij) soit un espace harmonique.

Application. - On considére 1'exemple, repris dans cet exposé, la famille
(Qi 14 ai ’ Ri ’ flj)
vérifie alors les axiomes (hil,..., h6), lorsque %i(V) est 1'ensemble des fonc-
tions harmoniques discrétes sur vP ; c'est donc un systéme approximatif d'espaces

. . . 2 - T .
harmoniques ; le faisceau des solutions sur R~ de Au = 0 coIncide avec le fais-

ceau X# = lim proj %i .

Conclusion. - La thdse de E. M. J. BERTIN permet d'étudier la limite de systémes

de liasses harmoniques vérifiant des conditions de projectivité.

Cependant, le probldme suivant présente aussi un grand intér&t et n'a pas encore
été étudié :

Associer & une liasse harmonique, vérifiant des axiomes analogues a ceux de M.
BRELOT, une "approximation", c'est-i-dire un systéme approximatif de liasses harmo=-

niques sur des espaces discrets, et des systémes approximatifs réguliers as-

Va
sociés & une base d'ensembles réguliers de la liasse initiale.
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