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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 12-01
(Théorie du poten‘tiel)
13e année, 1969/70, n° 12, 18 p. 14 mai 1970

SUITES DEFINIES NEGATIVES ET
ESPACES DE DIRICHLET SUR LA SPHERE

par Christian BERG

0. Introduction.

N

BEURLING et DENY ont caractérisé les formes et espaces de Dirichlet invariants
par translations sur un groupe abélien localement compact G , & l'aide des fonc-

tions définies négatives sur le groupe dual é‘ (voir [3])

Nous allons déterminer les formes et espaces de Dirichlet, sur la sphére, inva=-

riants par rotations.

Pour aborder ce probldme, nous introduisons des suites définies positives et né-
gatives par rapport & un systéme de polyndmes. Sous certaines hypothéses portant
sur les polyndmes, on peut développer une théorie aussi féconde que la théorie
classique : Une formule de Lévy-Khintchine, un théordme de type Schoenberg, etc.
Les polynfmes ultrasphériques entrent dans ce cadre, et les suites définies négati-

by

ves par rapport & ces polynfmes permettent de résoudre le probléme.

1. Suites définies positives et négatives.

Soit N 1'ensemble des entiers positifs ou nul, et soit (pn)neN une suite de
polyndnmes, P, de degré n , qu'on fixe une fois pour toutes. On ne considdre ces
polyndmes que dans 1l'intervalle (- 1, 1) , et on suppose que pn(l) =1.

7
DEFINITION. - Une suite ¢ : N ->R est dite :

1° Définie positive (par rapport 2 (pn) ), si

Vao,...,a.Ne_B_,

;N )
\nZO a pn(x) >0 pour tout xe (-1, 1)) => (ni_o 2 o(n) >,O>;

2° Définie négative (par rapport a (pn) )s si w(0) >0, et si

Vao,...,aNe,lz,

N N . , W
<n§O a, p,(x) >0 pour tout xe (-1, 1) et nz() 8, =0) => \néo a, 9(n) $0> .
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Remarque. - Ici, l'intervalle (-1, 1) joue un r8le particulier. On peut aussi
bien considérer un intervalle fini (a , b) , a<b, et supposer les Py normali-
sés par pn(b) = 1 . Puisqu'on peut toujours se ramener 3 (- 1, 1), et surtout
puisque, dans nos applications, il s'agira de 1'intervalle (- 1 , 1) , nous avons

préféré choisir celui-la.

Propriétés évidentes.

(a) L'ensemble DP des suites définies positives et 1'ensemble DN des suites
définies négatives sont des c8nes convexes, stables par limites simples, et conte-
nant les constantes positives.

(b) @ eDN => - o(0) € DN .

(c) w €DP => o(0) - © € DN .

La représentation intégrale suivante de toutes les suites définies positives est

by

facile & établir @

PROPOSITION 1. -~ Une suite ¢ est définie positive, si, et seulement si, il

existe une mesure positive y sur (- 1, 1), telle que 1l'on aif

f1
(1) m(n) = J—l pn(x) du(x) ’ quel que soit n €N .

Voici la représentation intégrale ("formule de Lévy-Khintchine") des suites défi-

nies négatives :

PROPOSITION 2. = Une suite ¢ est définie négative, si, et seulement si, il

existe une constante a >0 et une mesure positive | sur [— 1, l] s telles que

l'on ait
jl 1= p, (x)
(2) m(n) = a+ -1 ——77:7§7-du(x) ’ quel que soit ne N .

Une telle représentation est unique.

Démonstration. - L'expression (1 - pn(x))/(l - x) est un polyndme de degré

n- 1, et la valeur au point 1 est pﬁ(l) .

N
(a) pﬁ(l) est définie négative, car, si p = ) a P, est positive sur
N n=0
(-1, 1), etsi p(1) = 2 a =0, ona p'(1) <0, c'est-a~dire
n=0
N
2 a, pz’l(l) <0 .



1=~ pn(x) N
(v) - T est définie négative pour xe (-1, 1( , car, si Y a p
X N o BB
est positive sur (=~ 1, 1) avec %O a =0, ona
n=
N 1 -p (x) N
n 1
nzo T 1=ex T T-x ;EO % pn(X)‘s o .

De (a) et (b), il résulte que les suites données par la formule (2) sont définies

négatives.

Inversement, pour ¢ définie négative, on pose a = w(0) , et t =9~ a est en-
core définie négative. Tout polynéme p s'écrit de fagon unique

1= p,(x)

N
p(x) = 2 & ——5—
n=1

o N =1 est le degré de p , et on pose
N

(p) = 2 a ¥(0) ,
n=1

ce qui.définit une forme linéaire T sur le sous-espace vectoriel de c((-1, 1))
formé par la restriction des polyndmes & (- 1, 1) . Cette forme linéaire est po-

sitive, car, si p >0 sur (-1, 1), ona

N
> an(l - pn(x)) >0, quel que soit xe (-1, 1( ,
n=1

d'ou

N N
( 2 an> Py + 2 (- an)pn >0 sur (-1, 1) .
n=1 n=1

Or { étant définie négative avec v(0) =0 , ceci entrafne que
N
T(p) = 2 an w(n) >0 .
n=1

Si y désigne la mesure positive unique qui prolonge T , on trouve la représenta~

tion cherchée.

Remarque. — Si on enléve la masse de u au point 1, on trouve la représenta-
tion suivante :

r
(3) o(n) = a + bpﬁ(l) + _1(1 - pn(x)) ds(x) , quel que soit ne XN ,

avec a , b >0, et o une mesure positive sur (- 1, 1( telle que
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Jl
(1= x) dolx) <o .

Nous allons examiner les conséquences de 1'hypothése (S) suivante

(8) Le céne DP est stable par multiplication, c'est-3-dire, si ¢ et ¢ sont

des suites définies positives, alors ¢y 1'est aussi.

Cette hypothése, qui est maniable dans les démonstrations, est vérifide dans nos

applications, mais ne 1'est pas en général (cf. les exemples ci-dessous).

PROPOSITION 3. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L'nypothdse (S) est vérifide
(i) v e, V¥ 8 9 e 9 By €R:

) N N
Zoa, p, 20 sur -1, 1]) => ( > oa w(n)pn >0 sur (-1, 1)) :
n=0 n=0
(1ii) Vay, ooy €R:
N . N
< 2 a, P, >0 sur -1, 1)> => & > a pn(x) pn(y) 3,0) ’
n=0 n=0

quels que soient x , y € (-1 ’ 1) H

(iv) I1 existe une loi de composition » , définie sur le cdne M+([- 1, 1))

des mesures positives sur (- 1, 1) , telle que l'on ait

(4) J P, dly = v) = (I P, dM)(J P, dv)

quels que soient ne N, W, ve M+([- 1, 1)) . (Une telle loi = est unique.)

La démonstration est immédiate.

PROPOSITION 4. — Si 1'hypothdse (S) est vérifide, on a lpn(x)l < 1 pour tout

xe (=1, 1) . D'autre part, si ¢ est définie positive, on a lw(n)l < 0(0)

pour tout n € N, et si « est définie négative, on a (n) 3,@(0) pour tout

nelN, et cp(n)/n2 est bornée.

Démonstration. — Si on pose kn = maxlpn(x)| pour xe (-1, 1) sy on trouve que

k Dy *p, 20 sur (-1, 1), ce qui implique 1'inégalité

lo(n) | <x, ©(0)
pour toute suite définie positive ¢ . D'aprés 1'hypothése (S), pi(x) est définie

positive, d'ou
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p2(x) <k

$ky oy quel que soit xe (-1, 1) ,

c 2 1ox pa _ _
et par conséquent %skn,dwfmﬂmwtkn_l,mmeweknz%H)_l.

On a py = P, >0 sur (-1, 1), d'ou 1'inégalité 9(0) < ©o(n) pour toute
suite définie négative ¢ . Il est bien connu que 1'inégalité ]pn(x)l.g 1 pour
tout xe (-1, 1) , pour un polyndme P, de degré n , entrafne 1'inégalité
'Pﬁ(x)l-é n® pour tout x e (- 1, 1) (voir par exemple [8], ex. 83, p. 91). La
formule (2) entratne donc o(n) < a + Hu”ne .

Voici maintenant un théoreéme de type Schoenberg (cf. [97]), qui lui aussi est une

conséquence de 1'hypothdse (8) :

THéORﬁME 5. = Si on suppose 1'hypothese (8), 1les conditions suivantes sur la sui-

te ¢ sont équivalentes :

(i) ¢ est définie négative ;

(i1) (0) >0 , et exp(- t@) est définie positive quel que soit + >0 .

Démonstration.
(1) => (ii) : D'aprds la formule (3), il suffit de démontrer que
Jl
exp(~ tbp!(1)) et exp(- t J_,(1 - p (x)) do(x))

sont définies positives pour t > 0 . Puisque pn(x) est définie positive, 1'hypo-

thése (S) entratne qu'il en est de méme de

L=y (0) (. _tb / b
(- 0 —2) = eml- 725) el

- pn(x)> , pour t>0, xe (-1, 1(.

Si on fait tendre x vers 1 , on voit que exp(— tbpé(l)) est définie positive.

Pour ¢ >0 , on pose

dGE = l(-l,l-s( do 9

qui est une mesure positive sur (=1, 1) . I1 en résulte que
fl
_; pp(x) do_(x)

est définie positive, d'ou aussi

jl Jl—e
exp(= tllo||) exp(t J_; p, do_) = exp(~ t J_, (1 - p,(x)) do(x))

est définie positive pour t >0 . On conclut en faisant tendre e vers O .
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(ii) ==> (i) : On suppose que wt(n) = exp(~ to(n)) est définie positive, et
que wﬁ(O),g 1 quel que soit + >0 . Il en résulte que

1= \ht(n)
t

est définie négative pour + >0 ; d'ou le résultat, en faisant tendre t vers O .

COROLLAIRE 6. - Supposons gue (8) est vérifide. Alors, si ¢ est définie négati-

ve, et 9(0) >0, on a 1/¢ définie positive.

Démonstration. - La suite 1/¢ est bien définie, parce que o(n) > (0) >0 . La

formule suivante montre le résultat :

.

L. J: exp(~ to(n)) at .
o(n)

Remarque. - Soit % 1la loi de composition sur M+([— 1, 1)) , définie par (4),
sous 1'hypothdse (8). La mesure de Dirac 61 au point 1 est élément neutre. Il
est facile, grfice au théoréme 5, de caractériser les semi-groupes (ut)t>0 de me-

sures positives sur (- 1, 1) satisfeisant :
Hp ® by = U, o guels que soient t , s >0 |,
(5) , Hutﬂ<$ 1, aquel que soit t>0 |,

, Vvaguement, quand t +tend vers O .

My tend vers §

Il y a une bijection entre de tels semi-groupes et les suites définies négatives

@ , établie par la relation

1
Jr_l p, duy = exp(- to(n)) , pour £>0, nel .

2. Exemples.

(a) Py =1, pn(x) =(1-x"+1, n>1. Puisque pn(~ 1) =2"+1, 1a

proposition 4 montre que 1'hypothdse (S) n'est pas vérifide.

N
(b) p (x) = x* . Dans ce cas, (S) est vérifide car, si Y a x> >0 sur
1 N ’ =0 g
N n=
(=1, 1), on a aussi > a, =yt =3 ah(xy)n >0 , quels que soient
n=0 n=0

x,y€e€ (-1, 1) . Laloi de composition correspondante sur M+((- 1, 1)) estla

suivante

n

1 1
e awn = I 1 20w ate)
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pour f € e((-1, 1]) y My VE M+([— 1, 1)) .

(c) pn(X) = (ox+ L -a) pour o # 0 . On voit que an(X)l.S 1 sur (-1,1),
si, et seulement si, 0 <o < 1 . D'autre part, il est facile de voir que (8) est
vérifide, si, et seulement si, éns o <1 . Laloi de composition correspondante %
sur M+((— 1, 1)) est construite & partir de la loi de composition o0y sur
-1, 1),

xoay=axy+(1—a)(X+y)-(l~a) ,

par la formule

El £(x) du = v(x) = jil j_l_l £(x o, ¥) au(x) av(y) -

(d) L'exemple fondeamental : Les polynfmes de Gegenbauer. - Soit pZ(x) la suite

de polynSmes définie comme "le systeme orthogonal" associé & la mesure
1
(1 - x2)v—§ dx sur (-1, 1) . Ici, v est un paramdtre réel > O . Plus pré-

cisément, pZ(x) est le polyndme unique de degré n satisfaisant aux conditions :

\)( ) \)( )(1 x ) 2 dx = 0 ’ ai N £ m y

Pz(l) =1, pour tout nelN .

Les polynémes pv(x) sont 1iés aux polynbmes de Gegenbauer ¢Y(x) par la formule
b n n

C:(X) - (2\))(2\) + l) con (2\) + n - l)

o p(x)

voir par exemple [5], ou on trouve aussi la formule suivante ¢

()t (1) = —-————-—n(;\l): 21\’)

La formule d'addition de Gegenbauer ([5]) entraine

1
0 1L ey s o RS D= A am = 60 B

pour X9Y€("1ylj ’

PR T C N S 3 )
voo-l (v + 1/2)

On introduit une loi de composition (qui dépend de v ) sur M+([— 1, 1)) y €n

posant

1 1 1 1
(8) j—l fdauwv = 11—\: “f—-l 'J-l “J-l flzy + /1 - x° /1 --y2 z)(1 - 52)\""1 dz dp,(x) avly) ,
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pour u 4 v € M+([— 1,1), fec((-1, 1)) . La formule (7) montre que 1'hypo-

thése (S) est vérifide.

Pour une étude détaillde de cette loi de composition, consulter les travaux de
HIRSCHMAN, Jr [6], et de BOCHNER [2].

(e) Les polynémes Tn(x) de éebyéev. - Ils sont définis par Tn(cos e) = cos(ne) N

et sont en fait un cas limite des polynbmes de Gegenbauer avec v = O . Une suite
®: N->R est définie positive (resp. définie négative) par rapport & (Tn) , si,
et seulement si, ¢ est la restriction & N d'une fonction paire ¢ ¢ Z->R,
qui est définie positive (resp. définie négative) au sens usuel sur le groupe des

entiers Z . L'hypothese (8) est vérifide.

(f) Les polynSmes ultrasphériques. — On appelle ainsi le cas particulier du cas
(d) ol le paramdtre v = (k-2)/2, kx=3, 4,5, ¢e. « On les note pn(k y X)

qui est alors le seul polyndme de degré n satisfaisant aux conditions
'L x-3)/2

J—l Pn(k y X) Pm(k , x)(1 - X2)( 3)/ dx =0, si n#m ,

(9)

pn(k , 1) =1, pour tout ne N .

Les polynfmes pn(B , x) sont les polynbmes de Legendre.

La loi de composition = de (8) peut s'introduire d'une fagon plus naturelle

dans ce cas particulier :
Soient @

Qe s la sphdre unité de EF y, k=3,4, .. 3
So(x) , le groupe des rotations de BF H

so(k , a) , le sous-groupe des rotations qui laissent le point a € Qk fixe,

La spheére Qk sera toujours munie de la mesure CH qui est invariante par S0(x) ’

et est de masse totale

2ﬁk/2

ol = sl

Lt'importance des polynémes ultrasphériques vient du fait que, pour a , E € Qk , la

D

fonction € }-> pn(k ’ a.€) est la seule fonction sphérique d'ordre n qui vaut

1 au point a , et qui est invariante par SO(k , a) (ef. [7]).

Soient F € El(Qk) , ace€ Qk . On note Fa la fonction symétrique de T autour

du point a , c'est-a-dire

f
Fa(g) = JSO(K,a) F(ag) du(A) = ﬂ;i?:ﬂ'Ja.TholF(ta + .1 - 2 ) d“k—l(n) ’
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ot y est la mesure de Haar normalisée sur S0(k , a) , et t = a.€ . La fonction
F, est invariante par S0(k , a) ; par conséquent, il existe une fonction 3;’ sur

(-1, 1), intégrable par rapport 3 la mesure

(1 - tZ)(k-3)/2 a4t

?

telle que 1l'on ait %;‘a.g) = Fa(g) pour tout €€ O . De plus, on a

”[Qk F(g) au () = llg_,l Jrfl F ()1 - 7 (=3)/2 44

Si, en particulier, F est une fonction sphérique d'ordre =n , Fa est une fonc-

tion sphérique d'ordre n (ou nulle) et invariante par so(kx , a) , d'ou

(10) P (g) =F(a) p (i, a8) 5  F(t) =PF(a) p(kc, ), si t=ag .

Nous allons maintenant introduire un produit de convolution entre les mesures sur
(-1, 1) et les fonctions sur Qk s cette convolution s'applique méme & des dis-
tributions sur les deux espaces, et est §tudide dans des cas particuliers en [1].
Voir aussi [4]. Soient y eM((-1, 1)), Fe C(Qk) . On pose

1
w x F(a) = J_l F_() au(t) , pour a€Q_

et p wPFe C( ) . Pour f € C((- 1, 1)) ae , 1le produit de convolution de
G ' O

i et de la fonction T, fs: E F-a-f(a.ﬁ) est une fonction continue sur Qk y in-
variante par so(k ’ a) ; donc il existe une fonction continue g sur (-1, 1),
telle que
1 —~—
flat) = 1, 2(0) = | (LD W), a,teq .

En posant u * £ = g , et ensuite

1 J"l jl
(11) J_lfduﬁv=_luﬁfdv= L vefa, wevel((=1, 1) ,

on retrouve la loi de composition # sur M((- 1, 1)) , déja définie dans (8)

avec v = (k - 2)/2 .

D'aprés (10), on voit que

1
TR pn(k y +)(s) = pn(k , 8) J—l pn(k , ) du(s) , pour toute p € M((-~ 1, 1),

d'ol
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Jl 1 fl
_ ok, 8) aw e v(e) =0 ) p (e, t) dule) J_yp Gy %) av(t)

pour toutes p , ve M((-1, 1)) ,

et on a retrouvé le fait que 1'hypothése (3) est vérifiée dans le cas des polyndmes
ultrasphériques.

D'autre part, avec un peu de patience, on peut démontrer la loi d'associativité

by

suivante pour u , ve M((-1, 1)), Fe C(Qk) , & savoir
(12) (pev)2aF=ypx (vaer) .

(L'ebus de notation, # désignant deux lois de composition différentes, ne donne

lieu & aucune confusion dans la pratique).

I1 est facile de voir que F p=> p % F définit un opérateur borné Tu dans

C(Qk) qui commute avec les rotations, c'est=ad-dire
(13) (Tu F) o A= Tu(F o 4) , pour F € C(Ok) , Aeso(x) .

D'ailleurs, on peut montrer que tout opérateur borné T dans C(Qk) , qui vérifie
(13), est de la forme Tu pour une certaine mesure y sur (- 1, 1) (ef. [4]).
D'autre part, les opérateurs T s'étendent & des opérateurs dans ﬁp(Qk) ’
1fpge, qui vérifient encore (13). Dans certains cas, on peut affirmer qu'un
opérateur borné dans ﬁp(Qk) , qui vérifie (13), est de 1a forme Tu (ef. [4]).

Ici, nous nous contenterons de 1'énoncé suivant :

PROPOSITION 7. — Pour qu'un opérateur borné T dans ﬁz(Qk) satisfasse aux con-

ditions

(i) T commute avec les rotations, i. e. (TF) o A =T(F o A) pour A € SO(k) ’

Fe ﬁz(ﬂk) ;

(ii) T est sous-markovien, i. e. F € EZ(QK) , O

/A

F<1 => 0STPS L,

les indégalités ayant lieu presque-partout ;

il est nécessaire et suffisant qu'il existe une mesure positive y sur -1 ’ 1),

de masse totale <1, telle que 1l'on ait TF =y » F pour toute F e EZ(QK) .

Démonstration. = La condition est évidemment suffisante.

Inversement, supposons que T vérifie les conditions (1) et (ii).

Cas particulier : T(Ez(Qk)) c C(Qk) . Dans ce cas, quel que soit a € Qk , 11

existe une mesure positive W, sur Qk , de masse totale < 1, telle que

J Fay = TF(a) , pour toute F € C(Qk) ,

Qk a
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car il est facile de voir que F p—> TF(a) définit une forme lindaire positive sur

C(Qk) .
Soit fe C((-1, 1)), et soient a, be 0 - I1 existe A€ S0(k) telle que
Aa =D , d'od

JQk £(b.8) du (5) = (v £)(ha) = (7 £ = A)(a) = (7, £)(a) = JPQK £(a.g) du,(g) ,

ce qui montre qu'il existe une mesure positive u sur (-1, 1) , de masse <1,

telle qu'on ait

) .
J_l £(t) an(t) = Jﬂk

quels que soient a € , f e (-1, 1)) . La mesure y_ est invariante par
q a p

so(k , a) , car, pour A € So(k , a) , on a

£(a.€) au (€)

f Fokdy = T(F o A)(a) = TF(Aa) = TF(a) = J F dy

e e

pour toute F € C(Qk) . Cette invariance entraine que

a ?

b 70 @@ =1y 5@ @ - Jo (o) a0 - 5w am
donc TF(a) = u « F(a) , quels que soient F € C<Qk) , aE€ Qk , et par continuité,

TP = p % P, pour toute F € f2(gk) .

Cas général : Soit @ , € >0 , une famille de fonctions continues positives

sur (-1, 1), ®, & support dans Ji1-¢, 1), et satisfaisant

jil o (t)(1 - tz)(k"B)/2 dt = 1
Alors
o 5 7(E) = —1— ) o (g.1) P(D) aq (1)
; ly ol % b

est une fonction continue sur Qk , quelle que soit F e Ql(Qk) , et une bonne ap-

proximation de F sau sens suivant :

@e % F tend vers F dans C(Qk) (resp. Ez(gk) ), quand ¢ tend vers O ,

quelle que soit F e C(Qk) (resp. 22(Qk) ).

L'opérateur T dens Bz(ﬂk) , défini par
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satisfait aussi aux conditions (i) et (ii), et entre dans le cas particulier. Donc,
il existe des mesures positives W sur (-1, 1) , de masses <1, telles que
1'on ait

T F=u wF, pour toute F € c(gk) .

Si p est une mesure vaguement adhérente & 1'ensemble des on trouve, par un
€ ? 1

passage a la limite simple, que
TP =p=wxF, pour toute F € C(Qk) ’
ce qui s'étend par continuité & toute F € EZ(QK) .
Remarque. = Ltopérateur T est de norme <1 . D'autre part, T est un opéra~

teur hermitien. Ceci est m8me vrai pour tous les opérateurs T  dans E2(Qk) y

W &tant une mesure de signe quelconque sur (= 1, 1) (cf. [1], lemme 4.2).

COROLLAIRE 8. = I1 v a une bijection entre les semi-groupes fortement continus

d'opérateurs de contraction dans EZ(QK) , qui sont sous-markoviens, et qui commu-

tent avec les rotations, et les semi=-groupes de convolution (5) de mesures positi-

ves, la loi de composition # étant celle définie dans (11) (ou dans (8), avec
v=(k~-2)/2).

Démonstration. — D'aprés la proposition 7, les opérateurs envisagés PJG y, t>0,

sont de la forme Pt F= by «F, TFe QZ(QK) y OU Wy est une mesure positive sur
(-1, 1) de masse totale & 1 . La formule (12) démontre la propriété de semi-
groupe, et il est facile de montrer 1'équivelence entre les deux propriétés de con=

tinuité

(a) 1lim P, F = F dans Ez(h ) , pour toute F € ﬁz( ) H
R

0 0
(p) 1im My % F=F , simplement pour toute F € C(Qk) .
-0

(On utilise les P, .)
Une fonction F e Ez(Qk) se développe en série de fonctions sphériques
[oe}
Foo 2 F
n
n=0

ol Fn est la projection de F sur 1'espace vectoriel des fonctions sphériques

d'ordre n , dont la dimension est notée N(k , n) . On sait que (ef. [7)

F (g) = Eﬁk;;_ﬂl.f (x , g.1) F(n) ag (n) .
g lol % b
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LEMME 9. - 81 F e Ez(Qk) a le développement F n Z F , et si yu est une me—
n=0
sure sur (-1, 1) , alors W » F a le développement

o]
weFr 2 nn) F.o»
n=0

ol on a posé

jl
G) =J_; py(k, t) ault) .

Démonstration. — On combine la formule (10) avec la remarque ci-dessus que 1'opé-

rateur T est hermitien.

3. Formes et espaces de Dirichlet sur la sphere.

Pour 1la théorie générale des formes et espaces de Dirichlet, on renvoie a [3].

Voici notre résultat principal :

» \
THROREME 10. — Soit Q une forme de Dirichlet sur le sous—espace dense V de

EZ(QK) , invariante par rotations (i. e.

PeV, Aeso(k) ==> FoheV et QF o4)=qF) )

Alors il existe une suite ¢ définie négative par rapport aux polyndmes ultrasphé-

riques pn(k , X) , telle que l'on ait

(14) (@ = 3 5% o)

n=0

pour tout élément F € V ; ici, Fn Z F est le développement de F en série
n=0
est la norme de EZ(QK) . D'autre part, V est

de fonctions sphériques, et

exactement 1'ensemble des F € £ (Qk) pour lesquelles le second membre de (14) est

fini.

Inversement, si ¢ est une suite définie négative par rapport aux polynfmes ul-

trasphériques Py (k ’ x) la formule (14) définit une forme de Dirichlet invarian-

te par les rotations sur 1'ensemble V des fonctions de £ (Qk) pour lesquelles

le second membre est fini.

Pour que Q soit définie positive, il faut et il suffit que m(O) > 0 . Dans ce

cas, V , muni de la norme Q% , est un espace de Dirichlet régulier et invariant

par rotations. Inversement, tout espace de Dirichlet régulier de base (Qk uk)

et invariant par les rotations est de cette forme.
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Démonstration. - Soit P t >0, le semi-groupe fortement continu d'opéra-

-t ’
teurs dans Ez(Qk) associé & Q (cf. [3], chapitre 5). On sait que les P, sont

des opérateurs sous-markoviens de norme < 1 , et ils commutent avec les rotations,
parce que Q est invariante. Soient by s t >0 , le semi~groupe de convolution
de type (5) de mesures positives, et ¢ 1la suite définie négative par rapport aux

polynémes ultrasphériques p, (k , x) , tels que 1l'on ait
n

1
P, F=p, #F, J_l p (k , x) duy(x) = exp(~ to(n)) ,

pour Fef,2(ok) , t>0, nel.

Nous allons utiliser les formes approchées Qt (ef. [3], chapitre 5). Par défi-

nition,
1
Qt(F) = ;’(F =Ry F,®, pour F € EZ(QK) ’

oun (, ) désigne le produit scalaire de 22(Qk) .
Si F a le développement F v Z F en série de fonctions sphériques, le déve-

n=0
loppement de F - My ¥ P est

S (1= eml- to(a))T,  (leme 9)
n=0

et par la formule de Parseval, on trouve

pl1el= eXP(- tep(n))
n

(15) Q (F) = H
n=0

'

Si on fait tendre t vers O en décroissant, on sait de la théorie générale des

formes approchées que Qt(F) croft vers
QF) , si FeV ,
{;:, si FPEV
puisque le second membre de (15) croft vers
S o)
n=0
on a démontré la premidre partie de 1'énoncé.

Inversement, si ¢ est une suite définie négative par rapport aux polynémes ul-
trasphériques, et si by et Pt F= My *FP, t >0, sont les semi-groupes cor-
respondants, le calcul qu'on vient de faire montre bien, que la forme hermitiemne

positive fermée Q associée a (Pt) est donnée par la formule (14), et son
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domaine V est 1'ensemble indiqué. I1 est clair que Q est invariante par les ro-
tations, et Q est une forme de Dirichlet, parce que les opérateurs Pt sont sous-
markoviens ([ 3], chapitre 5, théoréme 1).

Quant & la troisiéme partie, on remarque que

a(1) = llull 00)

dont on déduit, si Q est définie positive, que ©(0) > 0 . Inversement, Q est
définie positive dés que ®(0) >0 , car, si Q(F) =0, on a F =0 pour tout

n € N , parce que o(n) 3,@(0) (proposition 4), et donc F =20 .

1
Si on suppose m(O) >0, V est complet pour la norme hilbertiemne Q" , car V
1
est complet pour la norme (HFH2 + Q(F))? ( Q étant une forme fermée), et d'autre

part
(16) o(0)|7)|% < o(F) .

X
L'espace de Hilbert H = (Vv , Q°) est un espace de Dirichlet, dds qu'on a vu que
l'injection canonique de H dans El(Qk) est continue, ce qui est évident & par—
tir de (16). L'espace de Dirichlet H est régulier, parce que V contient toutes

les fonctions sphériques.

Finalement, tout espace de Dirichlet H de base (Qk ’ wk) , et invariant par
les rotations, est donné par une suite © , qui est définie négative par rapport

aux polynémes ultrasphériques et satisfait w(O) >0 , a savoir que

H=rerla) | a® = 3 5P ew) <o

et Q est le carré de la norme hilbertienne de H . On le voit en observant que la
restriction de Q & Hn ﬁz(Qk) est une forme de Dirichlet invariante par rota-

tions. (A priori, on sait uniquement que H < El(Qk) o)

Voici quelques commentaires au théoréme 10 :

La formule (3) de toutes les suites définies négatives permet de donner une re-
présentation explicite de toutes les formes de Dirichlet invariantes par rotations

sur la sphere Qk , k>3 . En effet, d'aprds (14), on obtient, par la formule de

I
Parseval,
2 &
) = dlFZ 4 b, 8] 4@, T s T a0l)

ou a, b>0 sont les constantes positives de (3), et o est la mesure positive

sur (-1, 1( de (3), qui vérifie
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1
j_l(l - x) do(x) <o .

Enfin, 6, est la mesure de Dirac au point xe (- 1, 1( , et 6{ la distribu-
tion sur la droite o F=>©'(1) . (On n'a pas insisté sur le fait que le produit de
convolution « s'applique & des distributions, et que le lemme 9 reste valable

pour des distributions )

Soit ¢ la suite définie négative du théoréme 10 telle que w(0) >0, et soit
2 2 2
E={Feei(q) | a® = 3 IF[° oln) <=
n=0

1'espace de Dirichlet associé, Q désignant le carré de la norme. La suite l/m
est définie positive (corollaire 6), donc il existe une mesure positive v sur

(-1, 1), telle que

1

Jl

__1 pn(k b X) d\)(x) =
w(n)

On appelle v le noyau potentiel de H , car, si F est une fonction réelle mesu-

rable bornée sur Qk , le potentiel u,_ , engendré par F (au sens des espaces de

F
Dirichlet ; cf. [ 3], chapitre 1), n'est rien d'autre que v % F , cl'est-3-dire que

v est le seul élément de H wvérifiant

Q<G,vw>=fﬂk

pour tout élément G € H , ce qui résulte de la formule de Parseval.

6(g) F(g) ay (5) ,

Le nombre

co

QuveF)=(uP, =y [£]|°
Y R o(n)

1

s'appelle 1'énergie du potentiel v % P .

Plus généralement, on introduit 1l'espace W des distributions d'énergie finie,

W=1{Te @'(Qk) | (1) = ; ”Tn”2 1

n=0 o(n)

< m} ’

e}

ou Tn 2 T est le développement de la distribution T en série de fonctions
n=0

sphériques (cf. [1]). Le nombre I(T) est appelé l'énergie de T , et I est le

carré d'une norme hilbertienne sur W . Le lemme suivant montre que W est complet

pour cette norme.
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LEMME 11. - On se donne, pour chaque n € N , une fonction sphérigue Tn d'ordre

n , et on suppose que

o]

5ol = <e .
n=0 oln
[oo)
Alors il existe une distribution T e @'(Qk) avec le développement T n 2 Tn .
n=0

Démonstration. — On pose @, = 1+n(n+k=-2), et 1a proposition 4 entratne que

©
R
n=0 %

I1 existe donc une distribution F e EZ(QK) avec le développement

< 1
Frn 2 &—Tn,
n=0 "n

et, par conséquent, la distribution (1 - AZ)F a le développement

(1 = AP o 5 T (ct. [7]) .
n=0

Tei, A: désigne 1l'opérateur de Laplace-Beltrami sur Q -

Pour toute distribution T e W, la distribution v # T est dans H , et est ap-
pelée le potentiel (généralisé) d'énergie finie engendré par T , et il est facile
de vérifier que 1l'application

T b=> =T

définit une isométrie de 1l'espace de Hilbert W sur l'espace de Hilbert H .
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