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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 6=01
(Théorie du Potentiel)
13e année, 1969/70, n® 6, 11 p. 9 janvier 1970

SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM

par Francis HIRSCH

1. Introduction.

Le but de cet exposé est d'étudier certaines relations entre les noyaux vérifiant
le principe classique du maximum et les "quotients" de générateurs infinitésimaux.
Les résultats trouvés ne sont que partiels. Les idées de base sont dues &

A. BEURLING et J. DENY, et notamment 1'étude dans le cas du tore ([4]).

On établit d'abord une équivalence entre le principe classique du maximum et un
principe du balayage, et on montre que, sous certaines hypothéses, un quotient de
générateurs vérifie le principe classique du maximum. Ces deux résultats étendent,

avec des démonstrations sensiblement différentes, des résultats de J. DENY [1].

Ensuite, grfice au balayage et & l'utilisation des fonctions de Bernstein, ou des
fonctions définies négatives, on prouve que certains noyaux de convolution vérifiant

le principe classique du maximum sont quotients de générateurs.

NOTATIONS.

X : espace localement compact 3

%(X) : espace des fonctions réelles continues, définies sur X , & support com—
pact ;

C(X) : espace des fonctions rdelles continues, définies sur X ;

CQ(X) : espace des fonctions réelles continues, définies sur X , et tendant vers
0 & l'infini,

On notera par K+(X) , C+(X) y CS(X) les sous-ensembles des espaces précédents

formés des fonctions positives.

2. Btude dans le cas général.

PROPOSITION 1. — Soit V une application linéaire de ¥(X) dans C(X) (resp.
CO(X) ). Les propriétés (I) et (II) sont équivalentes @

(I) V satisfait au principe classigue du maximum, c'est-=a-dire

vreX(X), (vi(x) €1 pour tout x de Supp £f) => (Vf(x) <1 pour tout x) ;

(I1) Pour tout compact P (resp. pour tout fermé F ), et pour toute mesure p

positive et bornée sur X , il existe une mesure v positive et bornée, telle que ¢
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(1) Supp(v) =P,
(2) (1) gu(y),
(3) er:»c+(x), (Supp £ € F) ==> (JVfdgsjwdv).

Démonstration. - La démonstration utilise la technique du balayage par rapport a

un céne de fonctions (cf. [67).

Supposons (I). Soit F un compact (resp. un fermé), et soit p une mesure posi-

tive bornée. Notons
Cp=fa=-Vf; a€R , fex+(x), Supp £ < F} ,
et posons H = C(F) (resp. E = CO(F) ).

Pour tout o appartenant & H , on note

plo) = inf{f vdus vely, et v>o sur M .

Dtaprés (I), p est une forme positivement sous-lindaire finie sur H . [En effet,
si a = Vf est supérieur ou égal & © sur F , f appartenant & ¥ (X) ’
Supp £ € F et a0, oma VEga+ |lof sur P, donc surle support de f ,

et par conséquent partout. I1 en résulte que plw) > - H@H j dy o] D'apres le
théoréme de Hahn-Banach, il existe donc une forme linéaire sur H majorée par p .
Or, si @ est <0, on a p(m) < 0 « Donc une telle forme linéaire est positive,
et se représente donc par une mesure positive bornée portée par F . Notons v

cette mesure. On a
¥ veclq, J vdv J vdy .

[En effet, si F est compact, vlF appartient & H , donc J v dv est inférieur

ou égal a p(v|F) , et donc a j v .Sl F est fermé, et v appartient & Cp,

alors ve=a-VE, et

J vdy = sup{j odv; @9eH et ©ogv sur F}
S supip(p) 3 o€ HE et ogv sur F} g I vy o]
I1 est clair alors que v vérifie (1), (2), et (3).

Supposons (II). Soit f appartenant & K+(X) . "Balayons" e, Sur Supp £ . On a

ve(x) € j vE(y) av(y)

oh v est la balayée de e, .+ Si Vf(y) est inférieur ou égal & 1 sur le support
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de f , on a donc Vf(x) inférieur ou égal & 1 pour tout x .

Remarque. = La méme méthode permettrait d'étendre les divers théordmes de [1]

sans hypothése de positivité ni de continuité sur V .

PROPOSITION 2. - Soient V une application lindaire de %(X) damns €O(X) , Y
un générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller sur X , Ri la famille ré-

solvante associée, A un generateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement con-

tinu dtopérateurs pos1t1fs sur C (X) . Soit D un sous—espace de

X(X) AV l(D(A )) n D(a,)

tel que, pour tout f de D, Al Vf = A2 f, et AR& Vf tend vers O uniformé-

ment sur tout compact de X quand A tend vers O . Alors,

¥£fedn K+(X) , (v£(x) <1 pour tout x de Supp f) ==> (Vf<1) .

Démonstration. = Pour tout £ de D,

gl
1 1 B 2
(I~KR}\)Vf_—R)\A2f -%-(f—Ptf)

lim
£-0
( Pi representant le semi-groupe engendré par A , et la limite étant au sens de
la nome de C° (x) ).
Mais, RX vérifiant le principe complet du maximum (cf. par exemple [5]), et P
I-P
étant un opérateur positif, 1‘'opérateur —A£~??_—iz vérifie le principe classique

du maximum.

I1 en résulte que (I - kRi)V vérifie le principe classique du maximum sur

Dn K4(X) , et donc aussi V .

Remarque. - On peut trouver dans [ 3] une proposition analogue, sous des hypothé-

ses un peu différentes.

La proposition 1 va maintenant nous permettre d'établir une réciproque de la pro-—

position 2, dans certains cas particuliers.

3. Noyaux de convolution par des mesures sur R & support dans §4 .

(a) Reppels sur les fonctions de Bernstein (cf. [27]).

1° Une fonction de Bernstein est une fonction de classe ¢ sur )O ’ o ’

qui vérifie s
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F>0, F'>0, P'"$O0, .., (—1)PF(P)50, cee s
Une telle fonction se prolonge par continuité en O .

2° Si F est une fonction de Bernstein, il existe deux constantes positives

a et b, et une mesure positive w sur JO , ®( vérifiant

[ t
Do T3 s W) <=,
telles que

P(u) = a + bu + fjo,w[(l - e‘m) du(t) .

Les constantes a et b et la mesure p sont uniques.

3° Soit F une fonction définie sur )O , »( . Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes 3

(i) P est une fonction de Bernstein ;

(11) e—tF est complétement monotone pour tout + >0 , et

lim F(u) >0 .
u—~0+
I1 en résulte que, de toute suite de fonctions de Bernstein simplement bornée, on

peut extraire une suite qul converge vers une fonction de Bernstein.
4° 30it F une fonction de Bernstein. F est la transformée de Laplace d'une

distribution T de 0©' (R) , avec Supp T = (0, =( .
L

I1 existe un semi-groupe vaguement continu de mesures >,0 et demasse <1, a

supports dans (0 , »( , tel que

By = 8
lim —JE-JE——- =T dens 0' (R) .
£-0 L

Soit
r
Pt tec(® > (xek = Jrx+y) a6) e @ .

(Pt)t\ est un semi-groupe de Feller sur CO(E) , avec pour générateur (4 , D(4)),
ot D(A) contient é(@) (ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur R ,

qui tendent, ainsi que toutes leurs dérivées, vers O & 1'infini), et
" fe®R , "xeR, A(x) == (Flx+ ) , T) .

Soit

r
Q feCo(Jg_'_) - (xe_g_*_ -»Jf(x+y)dgt(y))e60(_3‘+) .
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(Qt) £0 est un semi-groupe de Feller sur CO(&_) , avec pour générateur (B , D(B)),
o D(B) contient #(R)|R, , et

vfedR , txek , Bf(x) = - (f(x+.) , T) .

(b) Principe classique du maximum sur (0 , =( .

Dans ce paragraphe, k représente une mesure sur R , & support dans (o s o ( ’
et telle que la transformée de Laplace de k , soit K(z) , existe pour Re z >0 .
Vk désigne 1l'application linéaire de 1'espace %((0 , »() dans lui-m8me, définie
par

t o> (x - ) £(x+y) &) .

L4 |
THEOREME 3. ~ Les deux propositions suivantes sont équivalentes

(i) Vk vérifie le principe classique du maximum,

lim K(x) >0 et lim sup K(x) >0 ;
X0 x-O+

(ii) I1 existe deux fonctions de Bernstein F

telles que

1 et F2 , non identiquement nulles,

¥yx>0, K(x) Fl(x) = F2(x) .

Démonstration. =~ Supposons (i). Balayons, au sens de la proposition 1, & sur le

fermé (¢ , o( . Soit o, une mesure balayée,

o, %0 ; Supp o < (e, = ; Jdc€\<1,

et
er:x«t+((o,oo[), (supp £ € (g 4 »() = (f,k*cg)a(f,k) .

Décomposons la mesure k « (6 = GE) en parties positive et négative 3

On a Suppozec[(), e) et a€§k++k-cr€.Donc

[ o, =] J sl x| (e < 1)
. da€=. l[O,S) dOles 1(O,€)dk SJ 1(0’1jdk =N 861 .

Notons Se ’ As ’ Be les transformés de Laplace de O, 9 ¥ B, (définies pour
Re z >0 ).
2(2) (1-50(2) 2(0)-3(a) &(0)-4(a) .
“ Tl-se(l)) B 1—SE(1) 1-s€(1)
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Soit x>0,

r
1= se(x) 1= I o % do_(t) . J(as - o Xy do_(t)

1-5C(1) J - j ’
€ -t ¢ -t
1 e o l ) (ae e ) dce(t)

o a_ = (J doe)"l > 1 (on peut évidemment se ramener au cas ol j do, #0),
a_ - o~tx

£ — < f(x) , od f est une fonction positive ne dépendant ni de t ni de ¢ .
a_ - e

¢ . . 1 = se(x) . rd . .

Done la famille des fonctions m est simplement bornée, et il existe

1 - S (x)
donc une suite € tendant vers zéro, telle que ———T—)— tende vers une fonc-
tion de Bernstein Fl .
Dtautre part, (1 - Se(l)) > (1 - e-e) , et

- - ?
IAe(z) -Ae(z')l \<jnle Yz otz | doze(t) <Me|z - z'|, pour Re z et Re z' positifs.

A (0) - 4 (=) A .
Donc la famille des fonctions 81 —3 (% est équicontinue sur {Re z >0} ,

et uniformément majorée par M’Izl sur cet ensemble. On peut donc extraire de
bep, (0) = &gy (2)
. r . ’
une suite (enr)r20 , telle que T Se (1) converge uniformement,

Cendnzo
sur tout compact de {Re z >0} , vers une fonction H(z) holomorphe sur {Re z >0},

et majorée par M'|z| sur cet ensemble.

H est transformée de Laplace d'une distribution T , limite dans @' de
(0)6 = Cen_
g 4 ] . .
l — S (1) ; et donc portée par l'origine.

by

I1 en resulte que T est proportionnel & &' , et donc il existe a réel tel

que H(z) = agz .

Notons alors

&(z) = 1in (a_ (0) - B, (2)) Tf_g-z_m .

00 n
T r
r
¥x>0, K(x) Fl(x)=G(x)-a.x .
Pour tout t >0, e-tG est une fonction compldtement monotone sur JO , ol , et

puisque 1lim sup K(x) >0 , 1im G(x) >0 . Donc G est une fonction de Bernstein.
x-0 x-0
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Enfin, puisque lim K(x) >0, 0na lim-ELEl > a . Alors, d'aprds la représenta~
X0 X0 X
tion intégrale des fonctions de Bernstein, G(x) - ax est une fonction de Bernstein

Fz(x) .

Supposons maintenant (ii). Soit (Bi ’ D(Bi)) 1 =1 ’ 2) 1les générateurs asso-

ciés & Fy (générateurs de semi=groupes de Feller sur R, ).

On est dans les conditions de la proposition 2, avec X = EL_, V= Vk , ot

N

D =‘@(Iﬂ) « En effet, soit gi la mesure associée & Ri s la transformée de Laplace

de gi est 7::%15- « Alors X—%?ii— tend vers O sur JO ’ e , en restant majoré
1 1

par 1 (en effet, si F1 n'est pas identiquement nulle, F, est strictement posi-

1
tive sur )0 , »( ). Donc Kgi tend vers O au sens des distributions, quand A
tend vers O . Il en résulte que, pour tout f de @(g+) , XR% f converge vers

0 uniformément sur tout compact, quand \ tend vers O .

D'aprés la proposition 2, on a donc que Vk vérifie le principe classique du

maximum sur ®+(§4) .

I1 en résulte facilement, par régularisation, que Vk , comme application linéai=-

re de K(3+) dans lui-m8me, vérifie le principe classique du maximum.

(c) Principe classique du maximum sur R .
L e e e A e e A o L N Y Y A A e e e

On suppose maintenant que k représente une mesure sur R , & support dans
(0, o( , et tendant vers O & 1'infini (c'est-2-dire telle que toutes les régula-
risées soient dans CO(@) ). Ceci entrafne que la transformée de Laplace K existe

pour Re z >0 .

On note Wk 1l'application linédaire de K(B) dans Co(g) , définie par
fek(R —> (xeR - ff(iuy) &(y)) € C@) .

THEORRME 4, - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) W vérifie le principe classique du maximum,

lim K(x) >0 et lim sup K(x) >0 3
X~ XHO+

(ii) I1 existe deux fonctions de Bernstein F1 et F2 , non identiquement nulles,

telles que

¥x>0, K(x) Fl(x) = Fz(x) .

Démonstration. — Supposons (i). "Balayons" & sur le fermé (e , »( . On obtient

comme précédemment
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k*(6-08)=0!€-85 .

Le premier membre ayant son support dans (O ’ w( s 11 en résulte que
SuppaEC[O,e) et SuppBSC[O,oo[ .

On peut alors faire le méme raisonnement qu'au théoréme 3.

Supposons (ii). Soit (Ai , D(Ai)) (i =1, 2) 1les générateurs infinitésimaux
associds aux Fi (générateurs de semi=groupes de Feller sur R ).

W (0(R)) < &(®) < p(s,) .

On en déduit alors (i), comme dens le théoréme 3, & 1l'aide de la proposition 2.

Remarque. - Sous les hypothéses du début de ce paragraphe, considérons Wk ainsi
que le noyau Vk introduit en (b). Alors on peut démontrer directement que, si

<l{0} s k) >0 , pour que . vérifie le principe classique du maximum sur R , il

faut et il suffit que Vk vérifie le principe classique du meximum sur ,Ij.* .

4. Noyaux de convolution par des mesures symétriques sur le tore & une dimension.
L B e A Y R e i et o o P A o o e e e a e e oV W W W W W

(a) Rappels sur les fonctions définies négatives sur 2 .

1¢ Une suite (ﬂ;(n))nez est définie négative si, pour tout r-uple d'entiers

Dyp Dyy eee p Ny la forme hermitienne
r r S— —
i_Z__l jzl (h(ng) + 4(ny) = 4(n; = 03)) ¢4
est positive.

2° Les suites définies négatives paires sont les suites de la forme

y(n) = an® + b + [ sin mm as(t)

avec a >0, b>0, o mesure positive symétrique sur T ~ {0} (T désignant

le tore), telle que
5
J:k t? do(t) < =» (formule de Lévy—Khin&in) .

3% ¢ est définie négative si, et seulement si, y(0) >0 , et e-t‘p est dé-

finie positive pour tout t >0 (théordme de Schénberg).

40 si ¢(0) £ 0, '31;' est définie positive.

5¢ Si ¢ est paire, \Lc(n) \<n2 v(1) ’ z!y(n) >,\1;(0) s, et \!;(1) > xy(O) , sauf



si { est constante.

6° Les fonctions définies négatives sont transformées de Fourier de distribu-
tions sur T , qui sont les opposés de générateurs infinitésimaux de semi-groupes

de Feller sur T , dont le domaine contient ®(T) .

(b) Principe classique du maximum sur T .

Les résultats de ce paragraphe sont empruntés & J.-P. KAHANE [4]. Iis sont cepen=-

dant démontrés ici sous des hypoth®ses un peu plus générales.

THEOREME 5. = Soit k une mesure symétrique sur T , telle que le noyau de con-

volution associé V. (fec(T) -» k=xfeCT)) vérifie le principe classigue

du maximum. On suppose que

A
I dk >0 et lim sup k(n) >0

n-—0

(ces deux inégalités sont automatiquement vérifides si k est une mesure positive).

Alors il existe deux fonctiong définies négatives paires vy et i, telles que

#,(1) =1 et tnez, xn) t,(n) = w,(n)

Démonstration. = "Balayons" § sur T -~ )¢, e( . Soit o, une balaydée.
k % (6-08) =a, =B, avec oasx[kfe (6-06)]"' et Be=[k* (6—08)]_ .

Suppcechj-e,e( et Sappoze‘:[—e,e] .

D'autre part, on peut supposer Gy 0 O et B, symétriques. On a évidemment

N\
O’E(l) # 1 . Donc

.

A A A A \
. (1= cs) B aa(o) - B, ozE(O) -

1-68‘(1)_1-62(1) -1-5:(1)

1=&
————— est définie négative, paire, et on a
1l - ce(l)
A A
1 =5 (0) 1- crs(n) 5
—Et <1, ———<n® (n3x1) .
N\ A
1=-56(1) 1-6(1)
€ €
l=og
On peut donc trouver une suite €, tendant vers O , telle que T—_-X—?l—)- conver-
-G
€n

ge vers une fonction définie négative paire ¢, , telle que ag;l(l) =1 .

Dtautre part,
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A
1-08(1) >, 1 - cos 2me = 2 sin2 TE
et

A A A
ae(o) - oze(l) < 2(sin® e) o:e(O) <2 sin® me I alk| .

hy

Par un raisonnement analogue & celui fait au paragraphe 3 (b), on voit alors qu'il

existe a >0 , et une fonction & telle que

k(n) v,(n) = £(n) - an® ,
& (0) - &

ohu E est limite d'une suite extraite de la suite L L,

1= 5.(1)

n
On achdve la démonstration comme dans le paragraphe 3 (b), en utilisant la formule

de Lévy-Khindin et le théoréme de Schdnberg.

THEORMME 6. — Soient k une mesure sur I, et ¥, et b, deux fonctions défi-

nies négatives. On suppose que,

tnez, k@) )=y ,
et
ﬁ(n) = j‘ dke , pour tout n  tel que q;l(n) =0 .

Alors le noyau de convolution Vk , associé & k , vérifie le principe classique

du maximum sur T .

Démonstration.
"I
A Aok o+ \sz(n)
A0 51
-
A J dk + ¢
Or ——T—_-;-T— est la transformée de Fourier d'une distribution T)\ y telle que
1

le noyau de convolution associé vérifie, d'apreés la proposition 2, le principe

classique du maximum sur ®+(§E_) .

T)\ convergeant au sens des distributions vers k , on peut achever le raisonne-

ment comme dans le paragraphe 3.

On peut donner un théoréme un peu plus général.

THEOREME 7. — Soient k wune mesure sur I , et Vk le noyau de convolution as—

socié. On suppose qu'il existe des fonctions définies négatives \"'1 , “’2 ’ ‘J;i ’ ﬁ;é ’

et une constante réelle a , tels que \yi ne s'annule pas sur 1l'ensemble des zéros

ge 4y, et
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Yne 2, k(n) 4, (@) = y,(0)
tnez, ) =0 = k@) yl) = y0) +a .

Alors Vk vérifie le principe classique du maximum.

f
(Le théordme 6 en est un cas particulier, avec wi =1, ¢é =0, a= J a .)

by

La démonstration est analogue & celle du théortme 6, en remarquant que

A Ayt + a) +
k = 1in 2 2
- X&i + 4y

-0

Ajoutons, pour terminer, la remarque évidente suivante @

Soient X un groupe discret, et k une fonction tendant vers O suivant le fil-
tre des complémentaires des parties finies. Si le noyau de convolution associé a k
vérifie le principe classique du maximum sur X , il existe o >0 et de masse L1,

o#8 4, il existe B >0 , et il existe )\ appartenant & R_, tels que

kx(6~0)=28~8 .
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