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SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM

Francis HIRSCH

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
13e année, 1969/70, n° 6, 11 p. 9 janvier 1970

1. Introduction.

Le but de cet exposé est d’étudier certaines relations entre les noyaux vérifiant

le principe classique du maximum et les "quotients" de générateurs infinitésimaux.

Les résultats trouvés ne sont que partiels. Les idées de base sont dues à

A. BEURLING et J. DENY, et notamment l’étude dans le cas du tore (L4]).

On établit d’abord une équivalence entre le principe classique du maximum et un

principe du balayage, et on montre que, sous certaines hypothèses, un quotient de

générateurs vérifie le principe classique du maximum. Ces deux résultats étendent,
avec des démonstrations sensiblement différentes, des résultats de J. 

Ensuite, grâce au balayage et à l’utilisation des fonctions de Bernstein, ou des

fonctions définies négatives, on prouve que certains noyaux de convolution vérifiant
le principe classique du maximum sont quotients de générateurs.

NOTATIONS.

X : espace localement compact ;

%(X) : espace des fonctions réelles continues, définies sur X, à support com-

pact ;

~(X~ : espace des fonctions réelles continues, définies sur X ;

espace des fonctions réelles continues, définies sur X, et tendant vers
0 à l’infini.

On notera C (x) y les sous-ensembles des espaces précédents
formés des fonctions positives.

2. Etude dans le cas général. 

PROPOSITION 1. - Soit V une application linéaire de dans (resp.
C (x) ). Les propriétés (I) et (il) sont équivalentes :

(l) V satisfait au principe classique du maximum c’est-à-dire :

V f E K~(X) , (Vf(x) ~ 1 pour tout x de Supp f) ====&#x3E; (Vf(x) ~ 1 pour tout x) ;

( II ) Pour tout compact F (resp. pour tout F ) , et pour toute mesure

positive et bornée sur X , il existe une mesure v positive et bornée, telle que,:
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Démonstration. - La démonstration utilise la technique du balayage par rapport à
un cône de fonctions (cf. 

Supposons (I). Soit F un compact (resp. un ferné) , et soit  une mesure posi-
tive bornée. Notons

et posons H = C(F) (resp. E = 

Pour tout tp appartenant à H , on note

D’après ~I~ 9 p est une forme positivement sous-linéaire finie sur H . [En effet,
si a-Vf est supérieur ou égal à co sur F y f appartenant à ~(x) ~
Supp f C F et Vf  a + sur F, donc sur le support de f ’

et par conséquent partout. Il en résulte que ~- BL . ] Diaprés le
théorème de Hahn-Banach, il existe donc une forme linéaire sur H majorée par p .

Or, si 03C6 est 0 , on a p((03C6)  0 . Donc une telle forme linéaire est positive,
et se représente donc par une mesure positive bornée portée par F . Notons v

cette mesure. On a

[En effet, si F est compact, v|F appartient à H , donc  v dv est inférieur

ou égal à et donc à J v  . Si F est fermé, et v appartient à C, ,
alors va a - Vf, et

Il est clair alors que 03BD vérifie (1), (2), et (3) .

Supposons (II). Soit f appartenant à jB (X) . "Balayons" e sur Supp f . On a+ x

oû v est la balayée de e . Si Vf(y) est inférieur ou égal à 1 sur le support
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de f ~ on a donc inférieur ou égal à 1 pour tout x .

Remarque. - La même méthode permettrait d’étendre les divers théorèmes 
sans hypothèse de positivité ni de continuité sur V .

PROPOSITION 2. - Soient V une application linéaire de K(X) dans A
un générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur X , R. 1 la famille ré-

solvante associée~ A~ un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement con-

tinu d’opérateurs positifs sur Soit D un sous-espace de

tel que, pour tout f de D , A f , et UL Vf tend vers 0 uniformé-

ment sur tout compact de X quand 03BB tend vers O . Alors,

Démonstration. - Pour tout f de D,

( P§ représentant le semi-groupe engendré par A2’ et la limite étant au sens de
la norme de C 0 (x) ).
Mais, vérifiant le principe complet du maximum (cf. par exemple L5D)y et P2t

étant un opérateur positif, 1 ’opérateur R103BB(I - Pt) t vérifie le principe classique

du maximum.

Il en résulte que (1 - vérifie le principe classique du maximum sur

D et donc aussi V.

Remarque. - On peut trouver dans [3] une proposition analogue, sous des hypothè-
ses un peu différentes.

La proposition 1 va maintenant nous permettre d’établir une réciproque de la pro-

position 2, dans certains cas particuliers.

3. Noyaux de convolution par des mesures sur R à support dans R .

(a) Rappels sur les fonctions de Bernstein (cf. [2]).

1° Une fonction de Bernstein est une fonction de classe (~ sur )0 , 
qui vérifie :
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Une telle fonction se prolonge par continuité en 0 .

2° Si F est une fonction de Bernstein, il existe deux constantes positives
a et b , et une mesure positive ~ sur )0 , roC vérifiant

telles que

Les constantes a et b et la mesure ~ sont uniques.

3° Soit F une fonction définie sur )0 , oo( . Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes s

(i) F est une fonction de Bernstein ;

(ii) est complètement monotone pour tout t ~,0 ~ et

Il en résulte que, de toute suite de fonctions de Bernstein simplement bornée, on

peut extraire une suite qui converge vers une fonction de Bernstein.

4° Soit F une fonction de Bernsteina F est la transformée de Laplace d’une

distribution T de 0~(R)~ avec Supp T C (0 , y 
I/ "

Il existe un semi-groupe vaguement continu de mesures a0 et de masse ~ 1 , à

supports dans (0 , ~( ~ tel que

Soit

(1~)4.’~ est un semi-groupe de Feller sur avec pour générateur (A y D(A)) y
u 

~ 

--

où contient (B(~) (ensemble des fonctions indéfiniment dërivables sur ,R ~

qui tendent, ainsi que toutes leurs dérivées, vers 0 à l’infini), et

Soit
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est un semi-groupe de Feller sur avec pour générateur (B, D(B)) ,
où D(B) contient B(R) )~ , et

(b) Principe classique du sur (0, roC .

Dans ce paragraphe, k représente une mesure sur R i à support dans (0 , co( ~
et telle que la transformée de Laplace de k, soit K(z) , existe pour Re z &#x3E; 0 .

v désigne 1’ application linéaire de l’espace X((0 , ~D() dans définie

par

, , 
,

THEOREME 30 - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Vk vérifie le principe classique du maximum,
--. -..a.  - 

’" ... 
....-- .. 

, .- .. -.... 

~ "

I~. existe deux fonctions de Bernstein F et non identiquement nulles,

tell es que

Démonstration. - Supposons (i). Balayons, au sens de la proposition 1, Õ sur le

fermé ~( . Soit a 
E 

une mesure balayée,

et

Décomposons la mesure k * (ô - en parties positive et négative :

Notons S , A , B 
e 

les transformés de Laplace de {3 E (définies pour

Rez&#x3E;0 ).
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Soit x ~0 y

où a 
E 
= ( " Jo da E ,)-1 &#x3E;,. 1 (on peut évidemment se ramener au cas où J 

r 

do 
E 
~0)y

a - e"tx
2014S2014201420142014-. ~ f est une fonction positive ne dépendant ni de t ni de e .

1-Sfx)
Donc la famille des fonctions ~ 1 - S (1) est simplement bornée, et il existe

, 

E 1- 
donc une suite En tendant vers zéro, telle que 1 - S~n(1) tende vers une fonc-

tion de Bernstein F..

Donc la famille des fonctions est équicontinue sur (Re z 

et uniformément majorée par sur cet ensemble. On peut donc extraire de

(~n)n0 une suite (~n)r0 , telle que A~nr(0) - A~nr(z) 1 - S~nr (1) converge uniformément,

sur tout compact de {Re z 0} , vers une fonction H(z) holomorphe sur {Re z &#x3E;0) y
et majorée 1 sur cet ensemble.

H est transformée de Laplace d’une distribution T y limite dans ’ de

A~nr(0)03B4 - 03B1~nr 1 - S~nr(1) ’ y e t donc portée par l’origine.et dOnC Portée Par i ’origine.

Il en résulte que T est proportionnel à et donc il existe a réel tel

que H(z) = az .

Notons alors

Pour tout t &#x3E; .r 0 y est une fonction complètement monotone sur )0 y co( ~ et

puisque lim sup K(x) &#x3E;, 0 p lim &#x26;(x) ~0 . Donc G est une fonction de Bernstein.
x-~0 x-0
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Enfin, puisque lim K(x) 0 , on a lim G(x) x  a. Alors, d’après la représenta-
tion intégrale des fonctions de Bernstein, G(x) - ax est une fonction de Bernstein

F2(X) .
Supposons maintenant (ii). Soit (Bi , D(Bi)) (i = 1 , 2) les générateurs asso-

ciés à Fi (générateurs de semi-groupes de Feller sur 14).
On est dans les conditions de la proposition 2, avec X = ~ ~ 

D = (R) . En effet, soit 03B6103BB la mesure associée à la transformée de Laplace

de C~ Alors ?20142014~-- tend vers 0 sur )0 . co ( , en restant majoré

par 1 (en effet, si Fl n’est pas identiquement nulle, F est strictement posi-

tive sur )0 , co( ). Donc X~ tend vers 0 au sens des distributions, quand X

tend vers 0 . Il en résulte que, pour tout f de (;)!,.), f converge vers

0 uniformément sur tout compact, quand B tend vers 0 .

D’après la proposition 2, on a donc que V. vérifie le principe classique du

maximum sur ID + (14) .
Il en résulte facilement, par régularisation, que Vk’ comme application linéai-

re de :K.!4) dans lui-même y vérifie le principe classique du maximum.

(c) Principe classique du maximum sur R .

On suppose maintenant que k représente une mesure sur R , à support dans

(0 , co( y et tendant vers 0 à l ’infini (c’est-à-dire telle que toutes les régula-
risées soient dans C (R) ). Ceci entraîne que la transformée de Laplace K existe

pour Re z &#x3E; 0 .

On note l’application linéaire de dans définie par

, ,

THEORÈME 4. - ££,j, deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Wk Vérifie le PrinciPe_ Cl,aSSiQUe dU maximum,

Il existe deux fonctions de Bernstein F. et F2’ non identiquement nulles,
telles que

Démonstration. - Supposons (1) . "Balayons" ô sur le famé On obtient

comme précédemment
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Le premier membre ayant son support dans (0 ~ 00.( , il en résulte que

On peut alors faire le même raisonnement qu’au théorème 3.

Supposons (ii). Soit (A. y D(A.)) (i = 1 , 2) les générateurs infinitésimaux
associés aux F. (générateurs de semi-groupes de Feller sur JR. ) *

On en déduit alors (i), comme dans le théorème 3, à l’aide de la proposition 2.

Remarque. - Sous les hypothèses du début de ce paragraphe, considérons Wk ainsi

que le noyau V k introduit en (b). Alors on peut démontrer directement que, si

k) ~.0 ~ pour que Wk vérifie le principe classique du maximum sur R y il

faut et il suffit que Vk vérifie le principe classique du maximum sur R .

4. Noyaux de convolution par des mesures symétriques sur le tore à une dimension.

(a) Rappels sur les fonctions définies négatives sur Z .

1° Une suite est définie négative si, pour tout r-uple d’entiers

n2 ’ ... , n .la forme hermitienne

est positive.

2° Les suites définies négatives paires sont les suites de la forme

avec a ~.0 y b ~.0 y o mesure positive symétrique sur J~ x (0) ( ~ désignant
le tore), telle que

3° ~ est définie négative si, et seulement si, &#x3E;~0 ~ et est dé-

finie positive pour tout t ~0 (théorème de SchSnberg).

4° Si 1)(0) # 0 ~ -j- est définie positive.

5° Si 03C8 est paire, 03C8(n)  n2 #( 1) , 03C8(1) &#x3E; 03C8(0) , sauf
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si ~ est constante.

6° Les fonctions définies négatives sont transformées de Fourier de distribu-

tions sur qui sont les opposés de générateurs infinitésimaux de semi-groupes
de Feller sur T , dont le domaine contient S(jr) .

(b) Principe classique du maximum sur T .

Les résultats de ce paragraphe sont empruntés à J.-P. Ils sont cepen-

dant démontrés ici sous des hypothèses un peu plus générales.

THÉORÈME 5. - Soit k une mesure symétrique sur 1., telle ,que le noyau 

volution associé v ~ k * f E C(r)) vérifie le principe classique

du maximum. On suppose que

(ces deux inégalités sont automatiquement vérifiées si k est une mesure 

Alors il existe deux fonctions définies négatives paires ~~ et ~~~ = telles que

D’autre part, on peut supposer 03C3~ , 03B1~ , et 6 symétriques. On a évidemment

o(l) ~1 . Donc _

1-~2014201420142014S2014 est définie négative, paire, et on a
1 - ~(l)

~ ~ 

~
1 - 

On peut donc trouver une suite E tendant vers 0 , telle que n 1 - (1) conver-

e~

ge vers Une fonction définie négative paire 03C81 , telle que #i( 1) = 1 .

D’autre part,
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et

Par un raisonnement analogue à celui fait au paragraphe 3 (b) , on voit alors qu’il
existe a ~ 0 y et une fonction g telle que

..L.

Ç (0) - Ç
où S est limite d’une sui te extrai te de la sui te n 

’" 
1 - ~n(1).

0n achève la démonstration comme dans le paragraphe 3 (b)Î en utilisant la formule
de Lévy-Khinin et le théorème de Schönberg.

, "

THEOREME 6. - Soient k une mesure sur î, et 03C8 1 et 03C82 deux fonctions défi-

nies négatives. 0n suppose iue,

Alors le noyau de convolution Vk’ associé à k , vérifie le principe classique

du maximum sur T.

Démonstration.

~ J dk + "’2 
T

Or 
2014=!201420142014201420142014 

est la transformée de Fourier d’une distribution T.. telle que

le noyau de convolution associé vérifie, diaprés la proposition 2, le principe

classique du maximum sur ÓJ + Cl) .
T- À convergeant au sens des distributions vers k, on peut achever le raisonne-

ment comme dans le paragraphe 3.

On peut donner un théorème un peu plus général.

THEOREME 7. - Soient k une mesure sur 1., et Vk le noyau de convolution as-

socié. On suppose qu’il existe des fonctions définies négatives 03C81 , 03C82 , 03C8’1 , 03C8’2 ,
et une constante réelle a, tels ne s’annule pas sur 1~ ensemble des zéros

at
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Alors Vk vérifie le principe classique du maximum.

r

(Le théorème 6 en est un cas particulier, avec = 1, $2 = 0 , a = j dk .)

La démonstration est analogue à celle du théorème 6, en remarquant que

Ajoutons, pour terminer, la remarque évidente suivante :

Soient X un groupe discret, et k une fonction tendant vers 0 suivant le fil-

tre des complémentaires des parties finies. Si le noyau de convolution associé à k

vérifie le principe classique du maximum sur X , il existe o ~ 0 et de masse ~ 1 ,

03B4 , il existe 03B2  0 , et il existe X appartenant tels que
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