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12e année, 1967/68, n® 6 25 janvier 1968

/
FACES COMPLEMENTABLES DANS UN SIMPLEXE

par Alain GOULLET de RUGY

1. Introduction.

Dans [1], ALFSEN s'est le premier préoccupé de l'étude des faces d'un simplexe
compact. Il a montré notamment que toute face fermée est complémentable ; lorsque
le simplexe est en outre métrisable, il a montré que la face complémentaire d'une

face fermée a une structure borélienne régulidre.

Dans ce papier, nous systématisons le travail d'Alfsen et cherchons a4 1'étendre,
soit aux faces fermdes d'un simplexe, ou mieux d'un cbne réticulé non compact, soit

aux faces non fermées d'un simplexe compact.

Dans le premier cas, nous nous plagons dans le cadre des simplexes faiblement com-
plets. Nous avons montré ([7], [9]) que, dans ce cas, toute face fermée est complé-
mentable. Nous montrons ici que la face complémentaire d'une face fermée est un G6
(corollaire 23).

L'étude des faces complémentables d'un simplexe compact K , a pour point de dé-
part qu'une face est fermée si, et seulement si, elle est AS(K)-exposée. Partant,
il est naturel de se demander sous quelles conditions portant sur A , ensemble de
fonctions affines sur K , une face A-exposée F est complémentable, et sous
quelles conditions la face complémentaire F! posséde une structure intéressante
(mesurable, borélienne, etc.). Dans [8], les propriétés qui étaient apparues les

plus intéressantes sur A étaient les suivantes :
(1) D~ (a) =D~ (4) =4 ;
(2) si £, g€ A, alors supa(f , g) € A, infa(f , 8) € A
(3) si fe A aveec £=0 sur &(K) , f est identiquement nulle.

Parmi les cBnes de fonctions affines étudiés dans [8], ‘abar(K) satisfaisait a (1),
mais ni & (2) ni & (3) aaPP(K) satisfaisait & (2) et (3) mals pas & (1), et
enfin agpp(K) satisfaisait a (1) et (2) mais pas & (3).

Les propriétés (1), (2) et (3) ont des conséquences précises sur les faces A-
exposées. Ainsi (théordme 29), toute face abar(K)-exposée est complémentable. Pour
étudier la face complémentaire d'une face donnée F , nous introduisons la fonc-

tion complémentante associde & F , soit Op s qui est 1l'unique fonction affine
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égale 3 1 sur F et & O sur F! . Toutes les propriétés que nous obtiendrons
sur F! seront conséquences de propriétés de Ap - Lorsque F est dbar(K)-expo-
sée, on ignore tout de «, , donc de F' , car abar(K) ne vérifie pas la proprié-
té (2). Par contre, lorsque F est ﬂg p(K)—exposée, op est Q-approchable (théo-
réme 34) et par suite F' est aussi aapp(K)—exposée (ceci parce que ﬂgpp(K)
vérifie la propriété (2)). Il y a dds lors dualité parfaite, et la famille des

faces ag;p—exposées est stable par passage & la face complémentaire, par inter-
section dénombrable et par "réunion convexe dénombrable" (au sens (¢) du théordme
38). Enfin, si A est une famille de fonctions Q-approchables satisfaisant & (3)
les faces A-exposées ont une propriété d'unicité correspondante : il existe en plus
une face A-exposée dont la trace sur l'ensemble des points extrémaux soit un en-

semble donné.

Relativement & cette étude, les simplexes compacts pour lesquels abar(K) = aépp(K)
donc pour lesquels Gbar(K) satisfait & (1), (2) et (3), jouissent de propriétés
trés régulidres. En fait, en dehors des simplexes métrisables et plus généralement
en dehors des simplexes dont l'ensemble des points extrémaux est un ¥X~-souslinien,
on ne connait pas de simplexe ayant cette régularité. En particulier, les simplexes
définis de maniére fonctionnelle, nous pensons par exemple au simplexe de Lion
associdé A une famille résolvante ([11]), ne semblent avoir aucune propriété de cet
ordre ; en effet, si, du fait méme de leur définition, on connalt des propriétés
des fonctions affines continues définies sur ces simplexes, on n'en connait aucune
pour les fonctions affines semi-continues, et a fortiori aucune pour les fonctions

approchables.

Remarque., = Comme ce papier est la suite naturelle de 1'étude commencée dans [ 8],
sa lecture présuppose la lecture de ce dernier et par suite, les définitions et no-

tations qui y figurent ne sont pas rappelées.

2. Résultats préliminaires.

RAPPELIS 1. — Soit X wun c8ne convexe saillant décomposable, c'est-a-dire un cdne

qui, ordonné par son ordre propre vérifie le lemme de décomposition de Riesz (cf.
[4]9 De. 19)'

On _appelle face conique de K tout soug-céne convexe héréditaire de K . On ap-

pelle face conique complémentaire d'une face conique F de K, la réunion F' de

toutes les faces coniques de X ne rencontrant pas F \ {0} . On montre que

(2) F' = {x e K | x étranger & tout point de F} .

Pour plus de détails, on pourra consulter le § 2 de [9].
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DEFINITION 3. - On dit qu'une face conique F de K est complémentable si K

est 1'enveloppe convexe de I et de F' , ou F' est la face conique complémen-

taire de F . On note 50(1{) la famille des faces coniques complémentables de X .

PROPOSITION 4 (ALFSEN). - Soit F une face conique complémentable de K . Alors,

1'écriture d'un point x de K comme somme x = x, +x, d'un point X, €EF et
d'un point X, € F' est unique.

Démonstration, - Supposons que l'on ait deux écritures x = X, + X, et

= x! 1 t { = SERA 3 =
x=x!+x} de x,avec x;, , X} E€F,, (i=1, 2), oh 1'on a posé F, =T et

F, =F' . Come K est décomposable, il existe Vi €ex, (i, 3j=1,2) tels

que
=Z H ':Z i j =
X, =2¥553 xy= 4T i,3=1,2) .
3 i
Comme Fi est héréditaire, on en déduit que
yijeFi et yijEFj (l!j=1’2) .

Par suite, Vij € P, N Fj ={0}, (i#3j=1, 2) car le seul point étranger & lui-

= = ! - = x!
P SV S F et X =Y, =% .

Ainsi, si F est une face complémentable de K , on peut définir 1l'application

m8me est O . Ainsi x

T qui & un point x de K fait correspondre sa composante xl sur F .

COROLLAIRE 5. - Si F, )

dgale & 0 telles que K soit l'enveloppe convexe de F

et F, sont deux faces coniques de K d'intersection

et F2 , alors F1 est

1.

complémentable et F2 = Fi .

Démongtration. - Nous avons seulement & montrer que F2 = F! ., Clairement F! 2F, .

1 1 2
Inversement, soit x' € Fi ; on peut écrire x!' = Xl + x2 avec X, € Fi , (i.=1,2).
Comme x' et x sont étrangers (ef. formule (2)) et comme x, <x',ona x =0
1
et x' = x2 € F2 ¢

COROLIAIRE 6. - Si F est une face complémentable de K , ona (Ft')! =F ,

Démonstration. — On applique le corollaire précédent avec Fl =F' et F2 =F .

PROPOSITION 7, - Soit K wun cdne convexe complétement réticulé. Pour une face

conique de X , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) F est une face complémentable.

(v) Pour toute partie non vide X de F , majorée dans K , la borne supérieure
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de X dans K , est dans F .

De plus, si ces propriétés sont satisfaites pour une face F , on a

(8) mp(x) = sup{y | yeF et y<x]

Démonstration. -

(a) == (v). D'abord, comme F est héréditaire dans K , 1l'ordre propre de F
coincide avec l'ordre induit par l'ordre propre de K et de plus, F est réticulé
pour son ordre propre. Cela étant, soit X wune partie non vide de TF , majorée
dans K ; posons a = sup X . Comme F est complémentable, on a K =F + F' 5 on
peut donc écrire a = a, + a, avec a, el et a, € F' . Comme as est étranger
a tout point de F , tout point x de F plus petit que a est plus petit que

al , donc pour tout x € X, x s_al , donc a1 >a ; ainsi a = a1 o

(b) => (a). La démonstration de cette implication est exactement celle de la
proposition 5, p. 24 de [4].

LEMME 9. = Soit K wun cdne convexe complétement réticulé., Si Fl et F2 sont

n F2 est complé-

deux faces coniques complémentables de K , la face conique F = Fl

mentable et

t — Tt 1
(10) F' =F! +F} .
De méme, la face conique G = F1 + F2 est complémentable et
1 - Pt 1
(11) G' =F! nF, .

Démonstration. - Du fait de la caractérisation (b) de la proposition précédente,

il est clair gue F est complémentable. Reste a voir que F! = Fi + Fé . D'abord

Ft o Fi + Fé de manidre évidente. Montrons l'inclusion inverse., Soit x € F!' g
t 4 1 = t I =
x peut sl'éerire x = x; + y; avee x, € Fi et Y € Fi , (i=1, 2) . Comme
x est étranger & tout point de F , x est, en particulier, étranger a infﬁ& ’ XZ)’

= 0 . Berivons alors

)

par suite, comme X > inf(xl ’ xg) ’ inf(x1 ’ x2)

x = inf(x , x) < inf(y1 , X) + inf(xl , x2) + inf(x1 ' Y,

N

inf(.v1 y X) + inf(x1 , y2)

<y, +inf(x, , ¥,) <x ,

alors, inf(x1 , y2) =X, s autrement dit X, < Yy e Par suite, comme Fé est

héréditaire, x, € Fé . Finalement, on a bien x = X, +t Y € Fé + Fi .
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Considérons maintenant G = F1 + F2 . La face Fi n Fé est complémentable et,
d'aprés (10) et le corollaire 6, sa face complémentaire est G . Donc, d'apres le

corollaire 5, G est complémentable et sa face complémentaire est Fi n Fé .

PROPOSITION 12. - Soit K un cdne complétement réticulé., La famille SC(K) a

les propriétés suivantes :

(a) Si Fe SC(K) , alors T!' e $C(K) .
(b) 81 F et G¢e§ (k) , alors F +Ge 5 (K) .
(e) Si Fi € 5C(K) , pour tout ie I, alors Fi € SC(K) .

iel
(a) Si Fi € $C(K) y pour tout i€ I , et si F est la plus petite face complé-

mentable contenant U F, , alors F!' = N Fi .
€1 * €1

Démonstration., - (a) résulte naturellement du corollaire 5 : (b) résulte du lemme

9, et (c) est une conséquence directe de la caractérisation (b) de 1a proposition 7.

Enfin, pour montrer (a), considérons G = ﬂI F! . G est naturellement la plus
ie

grande face complémentable disjointe de (' FoN {0}) . Par suite G' est la
i€l

plus petite face complémentable contenant U Fi .
ieI

Remarque. - En reprenant les notations de (a), i1 convient de noter que si I
est fini, on a, & cause de (b), P = X F. .
ie€T
Supposons maintenant que K soit un simplexe, c'est-d—-dire un convexe tel que,
si K est un cone pointé de base K , K soit réticulé pour son ordre propre.
Alors, on définit les faces de K comme étant les traces sur K des faces coni-

ques de K .Si FO est une face conique de K , on définit la face complémentaire

de F = FO N K comme étant la trace PF' = Fé nK de Fé sur K . Pour plus de

détails, nous renvoyons le lecteur au § 2 de [9].

14
DEFINITION 13. = On dit qu'une face F d'un simplexe K est complémentable si

K est 1'enveloppe convexe de F et de sa face complémentaire F' .,

Les résultats que nous venons de montrer pour les cdnes s'adaptent tout naturel-
lement aux simplexes. Ainsgi, par exemple, la proposition 4 devient la proposition

suivante :

PROPOSITION 14. - Soit T une face complémentable d'un simplexe X , Alors, tout

oint ¥ de K 'écrit de manidére unique comme combinaison convexe X = X +a, X
point de S qL ¥R THE
de F' .

d'un point Xl de F et d'un point x,
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Dans le cas d'un simplexe on ne peut plus parler de l'application Tp 5 par contre
, =op(x) de K dans (0, 1) .

Cette application est affine et {aF =1} =F , et {aF = 0} = F' , Ceci nous con-

on est amenéd a étudier l'application x o
1Y

duit naturellement & introduire la notion suivante :

/
DEFINITION 15. - Soit K wun convexe. On dit qu'une application affine o de K

dans (0 , 1) est complémentante si K est 1'enveloppe convexe des faces {a = 1}

et {@ =0} . On note ﬂbomp(K) 1'ensemble des fonctions complémentantes de K .

Compte tenu du corollaire 5, on peut dire que ¢ est complémentante si {o = 1}
est une face complémentable dont la face complémentaire est {o =0} . Si K est
un simplexe et si F est une face complémentable de X , il existe une unique fonc-
tion complémentante, soit ap qui vaut 1 sur F , et O sur F' ; on dit que
c'est la fonction, complémentante associde & F . Ainsi, si o est une fonction

complémentante sur K , o est la fonction complémentante associde & la face {o = 1}.

Les notions de face complémentable et de fonction complémentante sont donc équi-
valentes. Dans la suite, nous utiliserons alternativement 1'une ou l'autre de ces
notions suivant la nature du probléme posé. Auparavant il convient de préciser la

correspondance entre une face F et la fonction complémentante associée,

~

PROPOSITION 16. ~ Soit K wun simplexe tel que K soit complétement réticulé.

Alors,

(1)_8_3_-_ f,ged

comp<K) , sup (£, g) et inf (£, ¢) eo _(K) .

conv
)

Démonstration. - D'abord, comme f = g f=1} pour une fonction complémentante, (1)

est une autre écriture de (2). Reste a montrer 62). Soient F et G deux faces

complémentables de K . Posons f = op et g= o, ; comme f et g sont majordées

par 1, h supa(f , &) existe. Posons H = {h = 1} et H1 = {h = 0} ; manifes-
{f=0}n {g=0}=F"n G et d'autre part, il est clair que

H > conv(Fu G) . On a vu avec le lemme 9, que conv(F U G) est une face complé-

tement, H1

mentable dont la face complémentaire est F' n G' ; par définition, cela implique
que K = conv(conv(Fu G) U (F' n G')) donc a fortiori que K = conv(H u Hl) .
=@ , on déduit du corollaire 5 que H = H! = conv(FuU @) .

1
. Enfin comme

Par suite, comme H N H1

Ainsi la fonction h est complémentante et h = ¥conv(FUG)

inf (g« ’ aG) =1 = supa(aF, ’ ag,) y la seconde relation est une conséquence de

a F
la premidre, ce qui achdve la démonstration de (2).
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3. Les faces fermées d'un simplexe ou d'un c8ne réticuld de $

PROPOSITION 17. = Soit K un cbne réticulé de § . Alors, toute face conique

fermée est complémentable.

Démonstration. — On sait (cf. p. 31 de [4]) que K est nécessairement compldte-

ment réticulé, de sorte que pour prouver l'assertion, il suffit de vérifier la ca-
ractérisation (b) de la proposition 7. Soit donec F une face conique fermée de K ,
M wune partie de F et m = sup M . Comme la face F est réticulée pour 1l'ordre
induit par celui de K , on peut supposer que M est une partie de F filtrante
vers le haut. Dans ce cas, la famille sy = (y +K)NnTF s (y e M) est une base

de filtre a laquelle m est adhérent. Par suite, me F .

COROLLAIRE 18. = Soit K wun simplexe de § . Alors toute face fermée de K est

complémentable.,

Démonstration. - On sait (cf. propriété B de 1'appendice de [8]) que, si K est

un cbne pointé de base K, K€ & ; de sorte que ll'assertion est conséquence direc-

te de la proposition précédente.

/I~
THEOREME 19. — Soient K wun cdne réticulé de 8 , et F une face conique fermée

gg K . Alors toute fonction f gg LS(F)+ se prolonge de manidre unique en une

fonction f de LS(K)+ nulle sur la face conique complémentaire F! de F .

Démonstration. - Soit fe LS(F)+ . Dans K x R considérons le cdne

Tp={x,yefxr| y<tx)};

[, est un cdne convexe fermé ; par suite, il existe o€ EC(K) avec ¢ > f sur
F . De plug, du fait de la propriété C ([8], appendice), on peut choisir ¢ 2 0

sur K . Cela &étant, considérons les cénes fermés TI' = {(x , y) € K x Rl y<ox)}
et T=K xR . Comme K xR est faiblement complet, nous avons Ff yI' et Tes§
et T,,T¢c Tw . Par suite de la propriété A ([8], appendice) il résulte que

C = Ff +T €% . Par suite, c'est l'ensemble des points au dessous du graphe d'une

fonction ¥ sur-lindaire et s. c. s.

Si nous montrons que f =f o T s le théordme sera démontré. D'abord comme
X = nF(x) + (x - nF(x)) , (v xe XK) d'aprés la proposition 17, (x , f(ﬂF(X)» e C .
Inversement, soit (x , y) € C . On peut écrire x=x, +%, , ¥ = y1 + Y, avec

1 2

. . <
Xl € F, X, e X, vy < f(xl) et 5 £ 0 . Comme X, e .F avec X, $x,oma

d'aprés la formule (8), X, $,ﬂF(x) , done f(xl) < f(nF(x)) puisque f est posi-

tive. Par suite C est bien l'ensemble des points au-dessous du graphe de la fonc-
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tion f o my . Donc f=rfo mp et par suite, f o m, est s.c. s.

F

COROLLAIRE 20. - Sous les hypoth®ses du théortme 19, toute fonction f de EC(K)+

peut s'!écrire, de manieére unique, comme différence f =f, -~ £, d'une fonction de

1 2
Ls(K)+ mille sur F' et d'une fonction f, de LS(K)+ nulle sur P .

2

Démonstration. - On écrit f =f o o +(f=fo “F) .

COROLLAIRE 21. = Si T est une face conique fermée d'un cdne réticulé de §

telle qu'il existe une fonction f € LS(F)+ strictement positive sur F \ {0} ,

la face conique complémentaire F' de F est un G& de K.

Démonstration. - Considérons le prolongement f de f défini dans le théoréme

19, 0na f=fFfo TR 3 par suite, comme f est strictement positive sur F \ {0} ,

ona P'={f=0}.Ainsi, coome T est s. c. s. sur K, F' est un G6 de X .

Remarque. - La condition imposée & F dans le corollaire 21 peut s'exprimer de
maniére plus simple en disant qu'il existe une fonction f e B! (oﬁ E est un e.
1. c. faible contenant X ) strictement positive sur F \ {0} , ou mieux encore que

le cbne T a une base.

COROLLAIRE 22, - Soient K un simplexe de 8 , et F une face de X . Alors,

(1) Toute fonction f de AS(F)+ se prolonge de maniére unique en une fonction

T de AS(K)+ nulle sur la face complémentaire F' de F .

(2) Toute fonction f de GC(K)+ peut s'éecrire de maniére unique comme diffé-

rence f:f1 -f2 d'une fonction f1 ie_ AS(K)+ nulle sur F' et d'une fonction
£, de A (K)7 mulle sur F .

COROLLAIRE 23. - Pour toute face fermée F d'un simplexe K de § , la fonction

complémentante op associée & F est s. c. s., et la face complémentaire F' de

F est un G6 de K.

Démonstration. - Par le corollaire 22 prolongeons la fonction constante f =1

définie sur F , en une fonction T de AS(K)+ nulle sur F' . Par construction,
ona {f=1}=F et {f =0} =PF', autrement dit f = ap ; ainsi op est s. c.

s. et F' est un G6 de KX .

REMARQUE 24. - On ignore si dans le cas le plus général un simplexe,et plus géné-
ralement un cdne réticulé K de S , a des faces fermées propres, c'est-a-dire

distinctes de K ou de {0} . De sorte que la théorie qui vient d'&tre faite peut
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8tre vide. Toutefois elle ne 1l'est pas lorsque K est un simplexe compact ou un

cbne métrisable, et plus généralement lorsque K est bien coiffé.

Achevons ce paragraphe en indiquant, sans démonstration, quelques résultats sur

le cags ou la face complémentaire d'une face fermée est elle-méme fermée.

PROPOSITION 25. - Soit K wun cdne réticulé de § . Il est équivalent de dire

pour une face conique fermée F de K que

(1) F' est ferméde.

(2) Toute fonction EC(F) se prolonge de maniére unique en une fonction de
EC(K) mlle sur P! .

(3) Ltapplication de K sur F est continue.

g

COROLLAIRE 26. — Soit K un simplexe de 8 . Il est équivalent de dire, pour une

face fermée F de K gque

(1) F! est fermée.

(2) Toute fonction de GC(F) se prolonge de manidre unique en une fonction de
ac(K) nulle sur F' .

(3) La fonction complémentante associde & F est continue.

op

4. Faces complémentables dans les simplexes comgacts,

/
DEFINITION 27. — Soient X un ensemble et A une partie de 1l'espace XB~ des

fonctions de X dans R . On dit qu'une.partie F de X est A-exposée s'il

existe f € A telle que F = {x | f(x) = sup £} .
X

LEMME 28. - Soient K un simplexe compact et F une face abar(K)-exposée de

K . Alors, pour une mesure u € mq(K) , 11 est équivalent de dire,

(1) La résultante de W est dans F .

(2) w(@) =1.

Démonstration. - Soit fe o (K) telle que £<1 et F={f=1},5ila
mesure |, € mq(x) est telle que p(F) =1, on a, a fortiori, u(f) =1, et

comme f satisfait au calcul barycentrique, w(f) = f(x) =1, oi x est la ré-

sultante de w .

Réciproquement, soit  une mesure positive de résultante x dans F . Suppo-
sons que M(F) <1, clest-a~dire que y n'est pas portée par l'ensemble des points

N

ou f =13 alors, comme f g 1 partout, u(f) <1 . Ainsi on a u(f) = f(x) <1,
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ce qui est absurde.

/
THEOﬁﬁME 29. - Toute face ﬂbar(K)—eXposée d'un simplexe compact K est complé-

mentable.

(K)-exposée. Par 1'isomorphisme (algé-

Démonstration. - Soit F une face abar
brique) x p=> bt K=>T identifions F & ml(F) ={pe m, | w(®) =1},

ce qui est possible, compte tenu du lemme précédent. Prolongeons cet isomorphisme
en un isomorphisme qui conserve l'ordre de K sur M . Pour montrer que F est
complémentable, il suffit de montrer que mn(F) = xgo NH(F) est une face conique
complémentable. Compte tenu de la proposition 7, il suffit de montrer que pour
toute partie A de M(F) , majorée dans M , ona a= sup(A) € M(F) . Comme IWF)
est réticulé pour l'ordre induit par celui de M , on peut supposer que A est

filtrante croissante, Alors, comme K \ F est universellement intégrable, on a

a(K \ F) = sup (p(K \ F)) .
WEA

Donc, puisque (w e M(F)) <=> (w(K\F) = 0) , oma a(k \F) =0 soit ael(F).

LEMME 30 (ALFSEN). - Soient K un simplexe compact et F une face (‘lbar(K)—

exposée. Alors,

(x € F') <==> (uX(F) =0) .

Démonstration. — Supposons que x € F' . D'aprés le lemme 28, pX(F) < 1 . Suppo-

sons que 1l'on ait pX(F) > 0 . Alors, nous pouvons considérer les mesures

L (WX(F))—l Mg|F et Mo = (1 - ux(F))~1 Wx|gar  °

Wy et o sont deux mesures maximales dont les résultantes Y4 et Y5 satisfont
4 la relation x = p,X(F)y1 + (1 - uX(F))y2 , oy, eF puisque pl(F) =1 . Par
suite x £ F', ce qui est absurde. Donc (x € F') => (“X(F) =0) .

Réciproquement, supposons que X # F' ;5 alors x=0o, X, +o, X, avec X, €F ,
171 272 1

1 — —_
x, €F et o >0 . Comme p_ = o, pxl + o, uxz , on a pX(F) > uxl(F) = o, >0.
Ainsi nous avons bien (pX(F)== 0) == (xe¥F') .

PROPOSITION 31. — Soit F une face dbar(K)—exposée dtun simplexe compact X .

Alors,

(1) aF(X) uX(F) , (1 x eX) .

(2) mp(x)

]

résultante de by|p 7 (Vv x €K) .
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Démonstration. — Si x € F ou si x € P' , les deux propriétés sont vraies,

compte tenu du lemme 30. Si x € K \ (P uF'), alors, toujours d'aprés ce lemme

0 < px(F) < 1 . Reprenant les mesures maximales W, et W, définies au cours de

la démonstration de celui-ci, de résultantes respectives ¥y et ¥, » pous avons
= - ) ! i =

X px(F)yl + (1 p,x(F))y2 y OU Yy € F et ¥, € F' puisque ul(F) 1 et

pz(F) =0 . L'unicité d'une telle décomposition permet de conclure.

REMARQUE 32. - Reprenant la notation A introduite dans la définition 43 de [8],

nous avons sous les hypoth&ses de la proposition 31 :
sz/\ (1F) ’

ou ln désigne la fonction caractéristique de F .

REMARQUE 33. - Il est naturel de se demander si 1'ensemble des faces ﬂbar(K)—
exposées coincide avec l'ensemble SC(K) des faces complémentables de K . Il n'en

est rien, méme si K est un simplexe de Bauer. Considérons par exemple

K =m1’([o , 1)) .

Prenons pour F le cdne des mesures atomiques, clest-a~-dire des mesures portées
par une partie dénombrable de (0 , 1) . F est un cdne convexe héréditaire dans
K , donc une face conique de E . Prenons pour F'! 1le cBne des mesures qui ne
chargent aucun point. C'est aussi un c8ne convexe néréditaire dans K , donc une
face conique de K .De plus K=F +F!' et Fn F'={0} ; par suite, dtapres le
corollaire 5, F est complémentable et F' est la face complémentaire de F dans
i . Soit F1 =Fn K et soit Fi =F'n K. F1 est une face complémentable de
K , mais ce n'est pas une face abar(K)—exposée car toute fonction affine f sur
K , satisfaisant au calcul barycentrique, et égale & 1 sur Fl' est égale a 1
sur K tout entier.

Dans la suite, les faces abar(K)—exposées ne nous seront pas d'une grande utili-

té. D'abord, si F est une telle face nous ignorons si est mesurable, a for-

o
tiori si op satisfait au calcul barycentrique. Ensuite, ious ignorons si F!

est mesurable et surtout si toute mesure maximale est portée par F u F' . Ces
deux problémes sont d'ailleurs équivalents. Enfin nous ignorons si 1'intersection
de deux faces ﬂbar(K)—exposées est encore ﬂbar(K)—exposée . C'est pourquoi dans
la suite, nous nous restreindrons aux faces agpp(K)-exposées qui, nous le verrons

possédent toutes ces propriétés.

/
THEOREME 34, - Soient K un simplexe compact et A un sous—~cdne convexe de
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aipp(K) sy tel que
(1) 1ea.
(2) D~ (a) =4,
(3)_§_}_ f, ge A, alors supa(f , 8) €A .

Alorg, pour une face F de K , il est édquivalent de dire

(a) F est A-exposée,

(v) ap € A .

Démonstration. — Seule la relation (a) => (b) est & démontrer. Soit donc F

une face A-exposée, cela veut dire qu'il existe f € A telle que F = {f = sup f}.
Comme 1€ A, on peut supposer que sup f = 0 . Considérons alors pour tout ne N,
£, =1+nf et g = supa(fn , 0) . Du fait des hypothdses faites sur A , nous

avons f et g € A (V¥ ne N) . Soit alors g = inf (g_) ; d'aprés la propriété
n n ~ ey B
(2) s 2€ A . Cela étant, montrons que g = Op . D'ap;és la proposition 31, cela

revient & montrer que g(x) = px(lF) ’ (Vv xe K) . Dans ce but, posons

hn = Sup(fn ) O) .

D'aprés la proposition 44 de [8], on a

g, (x) =p (n), (v xe K)(f ne N) ;

de sorte que, puisque inf () = 1F ’
ey »

g(x) = inf (g (%)) = inf (u_(n)) = p_(inf (n)) =y (15) .
rEN neN neN

C. Q. F. D.
Ce théordme ramdne 1'étude des faces A-exposées, ou A satisfait & (1), (2) et

(3) 4 celle des fonctions de A naconv

e . 2a s ' app - Q
A —&‘.Iapp(K) et regardons les propriétés de l'espace acomp(K) a‘comp(K) n aapp(K)

(X) . Commengons par étudier le cas

des fonctions corplémentantes Q-approchables.

LEMME 35.
3 i a
(1) 8i £, geaiggp(K) » alors SuPa(f ) &) et 1nfa(f , &) eﬂ.cgﬁp(K) *
app _ « 8pp
(2) D 7 lgeny(K) =agon (KD .

(3) D~ @ghh,(®) =agen,(B) -
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Démonstration.

(1). C'est une conséquence directe de la proposition 16 et du théordme 40 de [8].

(2) et (3). D'abord, comme (feﬂisip(K)) <=> ((1 - f) e&iggp(x)) , (2) et

(3) sont équivalents. Montrons (3). Soit (fn) une suite décroissante de fonctions
app . s _ 3 _ ~ ]
de cxcomp(K) et soit f = inf (fn) . Posons Fn = {fn =1} et F = {f = 1} s on a

neN
F=nN Fn » par suite comme chaque Fn est complémentable par hypothdse, F est
nelN

complémentable. Pour montrer que f est complémentante, il reste & voir que
F' = {f = 0} . D'abord, il est clair que {f = 0} ©F' , puisque {f = 0} est une
face digjointe de F . Inversement, montrons que si x € F' , on a f(x) = 0 . Pour

. _ _ ¢ 2o i
un x € K, soit x = p,X(Fn)xn + (1 p,X(Fn) )yn 1técriture de x comme combinai
son convexe d'un point X € Fn et d'un point Y, € Fr'l (cf. propositions 14 et 31).

Par définition de fn , on a p.X(fn) = p.X(Fn) . Ainsi, on a

£(x) = p (£) = inf (u _(£)) = inf (W (F))) =u (F) .
nEN nelN

Aingi, s1 xe F' , on a p.X(F) =0 d'aprés le lemme 30 et par suite f(x) =0 .

LEMME 36. - Soit (fn) une suite de fonctions de ajfnlfp (X) . Alors,

sap (£, ne ) et inf (£ , ne N) eall® (¥) .

Démonstration. - Posons o = supa(f T,y vee fn) . D'aprés (1) du lemme

0’ "1

précédent, 9, € ﬂ?ﬁEP(K) pour tout ne€ N ; par suite, d'aprés le (3) de ce lemme
on voit que supa(fn , NE }}1) = sup (cpn) € &igﬁp(K) . Pour démontrer que

neN
infa(fn , ne N)e ajggp(x) , on reprend ce qui vient d'8tre dit en remplacant

sup par inf .

PROPOSITION 37. -~ Soient K wun simplexe compact et (Fn) une suite de faces

a ZPP(K) -exposées. Alors,

~

(1) 38 F=n F, »ona ozF=infa(aFn, nekl).

nelN
(2) Si G est la plus petite face complémentable contenant U Fn ,
neN
ay = supa(aF , neX) .
n
Démonstration.

, Q () . app
(1). Puisque les faces F ~sont (Xapp(K) exposées, Q/Fne acomp(K) , (tnen).
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Par suite, d'aprés le lemme 36, f = inf (@, , n€ N) € a?® (x) , on a done
a Fn ~ conp
f = @y pour une certaine face complémentable H . Comme F C?Fh 1 Op S Qp

(V n e g) , par suite op < oy donc F < H , Mais inversement Oy $ aEa }I(V n(EQD
donc Han,(v ne N),par suite HCF . Finalement H=TF et.f =op=oy .

(2). Comme en (1), on déduit du lemme 36 que f = sup (o, , n € N) € @2 (x) .
a Fn ~~ conp
On a donc f = o pour une certaine face complémentable H . Comme oy ZvaF ’
n
(V n e ﬁ) , Ho U Fn . Inversement soit G 1la plus petite face complémentable
neEN

contenant U F .Ona GoF ,donc o, >

o S
ney aFn pour tout n € N , ainsi A 20,

ou en d'autre termes, G o H . Par suite, G =H et oy = oy = f .

7 N\
THEOREME 38. - Soient K un simplexe compact et A un clne convexe de fonctions

QQ-approchables tel que

(1) 1€ 4.
(2) p(a) =4 .
(3)si £,ee4, sup(f,g)lehr et inf (£, g)ech.

AMors, la famille %(A) des faces A-exposées vérifie les propriétés suivantes :

(a) si (F_) est une suite de faces de $(A) , ona N F € s(a) .
’ neN
(b) i F, , «vo , F_e %(a) , alors conv( U F ) e s(a) .
- 1 n —_— k<n k
(c) Si (Fn) est une suite de faces de $(A) , et si T est la plus petite face

complémentable contenant U Fn , Pe 35a).
neN
De plus, si A est un espace vectoriel, on a

(@) si Pe a(A) , alors F'e %4A) .

Démonstration. - Considérons Al =And (K) . D'aprés le théordme 34, &(A)
comp .
coincide avec l'ensemble des faces Arexposées, D'aprés le lemme 35, on a

DN (Al) =D~ (Al) =14

par suite, de la proposition 37 et de la propriété (3), il résulte que S(A) véri-
fie (a) et (c). Quant & la propriété (b), elle apparait comme un cas particulier de
(¢) du fait de la proposition 12(b). Enfin, si A est un espace vectoriel, (d) est
naturellement vrai & cause de la relation Upy = 1 - op vrale pour toute face

complémentable F de K .
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REMARQUE 39.

(a) Si dans le théordme 38, on remplace la propriété (3) par la propriété plus
faible (3'). si f, ge A, alors supa(f , g)e A, la famille &(A) ne vérifie
plus la propriété (a), & moins que la suite ne soit décroissante. Si en outre, on
affaiblit la condition (2) en (2'), D » (A) = A, alors la propriété (a) ne sub-

siste plus du tout.

(b) Au lieu de se donner un céne convexe de fonctions (~approchables, on pourrait
se donner directement un sous-espace de aigﬁp(K) satisfaisant a (1), (2) et (3).
On verrait que la famille $(A) vérifie encore les propriétés (a), (b) et (c).

(¢) I1 est en général faux que, dans la propriété (¢) du théoreme 48, on ait

F=conv( U F_) . Prenons par exemple K = mr (o, 1)) et F_ = +({O} v (1/n,1)).
rENn 1 n 1

oma Fl ={peck | w0, 1/n() =1} ; donc ﬂN F! = ¢ . En d'autres termes, la
ne
plus petite face complémentable contenant U Fn” est K tout entier. Cependant,

neN
on a K ;‘conv( U F ), car, par exemple, ce dernier ensemble ne contient pas la

ne€N
mesure de Lebesgue sur (0, 1) .

Indiquons quelques cas d'application du théorsme 38.

- Prenons A = AS(K) . Dans ce cas, S(A) est formé d'ensemble boréliens de classe
a-multiplicative pour o ordinal dénombrable pair quelconque (soit F , Fcé ’
Fcﬁoé ’ etc.) . La famille EC(A) des faces complémentaires de faces de S(A)
vérifie naturellement les propriétés (a), (b) et (c), et SC(A) est formé d‘'ensem-
bles boréliens de classe g-multiplicative pour « ordinal dénombrable impair quel-

conque (soit G6 ’ G606 ’ ete.).

- Prenons A =G.gpp(K) . Dans ce cas, $(A) est formé d'ensemble universellement

mesursbles et satisfait aux propriétés (a), (b), (c) et (d).

- Supposons maintenant que K soit un simplexe analytique ([11], p. 28 et suivantes).
Prenons pour A le plus petit espace de fonctions affines contenant 1l'espace Ac(K)
des fonctions affines continues et stable par limite simple. D'aprés le théoréme 60
de [11] et la proposition 44 de [8], A est réticulé pour l'ordre usuel et la

borne supérieure f X g de deux fonctions de A n'est autre que supa(f ’ g) .

5(4) vérifie donc les propriétés (a), (b), (e), (4) du théordme 38. Dans ce cas,
%(A) est formé d'ensembles de Baire. 5(A) contient en particulier 1l'ensemble des

faces fermées de X. qui sont wn G, ([9], corollaire 7.12). En appliquant ces ré-

)
sultats & un simplexe métrisable, on trouve le théoréme 3 de [ 2].
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- Supposons de nouveau que K est un simplexe compact quelconque. Nous allons
déterminer explicitement la plus petite famille de faces complémentables satisfai-
sant aux propriétés (a), () et (c) et contenant les faces fermées de K . Pour ce

faire, nous ferons appel & la remarque 39(b).

Définissons par récurrence transfinie les ensembles Acomp g comme suit
’
© =g (®)0d®
coup,S  coup s

puis pour ¢« ordinal dénombrable pair :

o - B
Acomp,s D~ (Bgu Acompo ) ’

o P s

comp, S comp, s’ ’

puis

con = COLLPy S
0 va O{<O P,

I1 est facile de voir, par récurrence tranfinie que A%oup o est réticulé pour
b
Q

1'ordre usuel et que la borne supérieure de deux éléments f et g de Acomp o
14

n'est autre que sup (£ ’ g) . De plus, ﬁn ap, s est stable par limite simple.
9

. . 0 o 2PP Q g 2pp
Enfin, puisque Acomp, comp(K) , 11 resulte du lemme 35 que Acomp,s cd comqﬂK) .
Donc 3(Acomp,

) vérifie les propriétés (a), (b) et (c).du théoréme 38. D'apres
le corollaire 23, $(ACOLp ) est exactement 1l'ensemble des faces fermées de K .
’

Par suite, d'aprés la proposition 37, 3(Acoup ) est le plus petit ensemble de
O ,

comp ) et vérifiant la propriété (c)
méme g(Aboup ) est le plus pefit ensemble de faces complémentables contenant
7

5(a éomp ) et vérifiant la propriété (a). Par récurrence transfinie, on voit que
’

faces complementables contenant %(A

(ACOup ) est le plus petit ensemble § de faces complémentables contenant
!

les faces fermées et vérifiant les deux propriétés suivantes :

(a) 5i Fl s oo 9 Fyeee€ 5, N F €F.
mﬁN
(b) si F1 y eee Fn y «ee €5, et si F est la plus petite face complémentable
contenant U F , P e &,
neN

De plus, si F € S(Ag;mp S) , F est borélien de classe o-multiplicative
?

(resp. (a + 1)-multip1icative) gl o est pair (resp° impair).
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5. Points extrémaux et faces complémentables.
WWV\IWWWW\AWWVW

LEMME 40, - Soient K un simplexe et SC(K) la famille des faces complémenta-

bles de K . On a les propriétés suivantes :

(a) 81 Fes (X),
(@) =F' ' n &) = (K\F) n&(K) .

(b) Si (F.).C est une famille de faces de & (K) et si F= N F. ,
_— i’i€l c _— ieT i

g(F) = n &(F;) .
ieT

(c) si (F.). est une famille de faces de 5 (K) et si F est la plus petite
—_ i’iel c
face de %C(K) contenant U F, ,

i€l
&(F) = u &(F,) .
i€l
Démonstration. — D'abord on sait que si F est une face d'un simplexe K ,
&(F) < (k) , donc &(F) = F n &(K) . Montrons la deuxidme égalité de (a), d'abord
F'' n g(K) c (K \ F) N S(K) . Inversement, si x € (K\ F) n S(K) ’ {X} est une
face disjointe de F , donc x € F' n &(K) . Montrons (b). On a

gF) =g(®) nF=g n(n F)=n (&K nF)=n &F) .
i€I iel iel
Montrons (e). Si Fi dénote la face complémentaire de F. , N F! est la plus
iel
grande face complémentable disjointe de F, . Donc (n Fi)’ = F ., Par suite,
i€l

§(F) =&(®) n (kn (n PI)=u () nF)= U &F) .

i€l iel ieIl

COROLLAIRE 41. - Sous les hypothdses du théordme 38, la famille &(X) n S(A)

des traces sur &(K) des faces A-exosdes est stable par réunion et intersection

dénombrables. De plus, si A est un espace vectoriel &(K) n (o) est stable par

passage au complémentaire ; c'est donc ume tribu.

I1 est naturel de se demander si la connaissance de la trace d'une face détermine
entidrement celle-ci. Pour cela il faut que K ait "suffisamment" de points extré-

maux comme le suggére la proposition suivante :

PROPOSITION 42, - Soit K wun simplexe compact. Il est équivalent de dire,

(a) (z,geafl (K) et f=g sur 8K) = (r=¢ .
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(b)‘§1 A est une partie de &(K) , il existe au plus une face 0. - (K)=-exposde
telle que Fn &(K) =
(c) 8i F est une face (ﬁgpp(K)—exposée telle que F o &(K) , alors F =K .

Démonstration.

(a) => (b). Supposons qu'on ait deux faces cxgpp-eXPOSées Fl et F2 telles
que Fl N E:K) = F2 n S(K) = A . Alors, les fonctions Op et aF y qui sont Q-
approchables, sont telles que o, =o, =1 sur A et 1 Oy = a2 =0 sur

F1 F2 F1 F2
1 p —— —
5(K) \ 4 . D'aprés (a), on a op =op ,donc F =T, .

1 2
(b) => (c) est évident en prenant A = &5(K) .
(¢) => (a). Soient f , g€ an (K) telles que f =g sur &(K) . Alors
h=Ff-gc¢ aQ (K) est nulle sur &(K) Montrons qu'elle est identiquement nulle.
Soit h =sup O,h) .oma h oed? (¥), n =0 sur &(K) et hy 20 par-

1 1 apr 1
tout, Donc F, = (O) est une face @ pp(K)—exposée telle que F, o 5(K)
Donc F1 =K et h1 0 . On montrerait de méme que h2 = infa(h ’ 0) = 0 . Donec

h=0 et £f=g.

PROPOSITION 43. - Soit K un simplexe compact tel que aapp(K) =0 (K) . Alors,

on a les propriétés suivantes, d'ailleurs équivalentes :

(a) (£, gea,,(K) et £=¢g sur 5(K) => (f=2g) .

(b) i A est une partie de &(K) , il existe au plus une face ﬂbar(K)-exposée
F telle que F n&(K) = A .

Démonstration. - L'équivalence de (a) et (b) résulte de la proposition précédente.

Montrons (a). Soient f et g € Clbar(K) avec f =g sur &(K) . Soit h=f -g .

On a h € abar(K) et h=0 sur &(K) . Considérons comme dans la proposition
précédente, h, = supa(h , 0) . Puisque abar(K) = aapp(K) , b€ a.bar(K) et
h, = sup{4 e 4 (K) | £<n}.orsi £<h, £<0 sur §(K) donc £ €0 sur
K . Par suite, h, =0 . On montrerait de méme que h, = infa(h , 0) =0 . Done

1
h=o.

Avant d'énoncer le corollaire suivant, rappelons qu'un bon simplexe ([8], défini-
tion 34) est un simplexe compact dont 1l'ensemble des points extrémaux est univer-

sellement mesurable et pour lequel toute mesure maximale est portée par 5(x) .

COROLLAIRE 44. - §i K est un bon simplexe, 1l'application F -» F n S(K) est

une bijection de 1l'ensemble des faces ﬂbar-exposées sur l'ensemble des parties

universellement mesurables de &(x) .
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Démonstration. - D'aprés le théoréme 36 de [8], on sait qu'un bon simplexe est

tel que aa, (K) =Clbar(K) . Par suite, d'aprés la proposition précédente,

F = Fn g?K) est une injection de 1l'ensemble des faces Clbar(K)—exposées dans
1'ensemble des parties universellement mesurables de 5(K) . Réeiproquement, soit
A une partie universellement mesurable de 8(K) et soit f 1'application

X -> px(lA) : K =» (0, 1) . Naturellement, f est affine. De plus, si p est
une mesure maximale, on a u(f) = p(flg(K)) = u(lAIS(K)) = u(lA) . En d'autre ter-
mes f est intégrable pour toute mesure maximale et satisfait au calcul barycen-
trique pour toute mesure maximale. Alors, d'aprés la remarque 32(v) de [8],

fe abar(K) ; enfin, on a {f = 1} = A, ce qui achdve la démonstration.

REMARQUE 45.

(a) M8me lorsque K a wne structure trdés régulidre, par exemple lorsque K est
un simplexe de Bauer, une face complémentable qui n'est pas abar(K)—exposée, n'est
pas uniquement déterminéde par sa restriction a &(K) . L'exemple de la remarque 33
est particulidrement instructif & cet égard. On a pris K = M{((O , 1)) et
F = {pez K ne changeant aucun point de (o, 1)} . AMors F' est la face formée
des mesures atomiques ; ap, est l'application qui & W fait correspondre la
masse totale de sa partie atomique. On sait (cf. [5]) que apr  est de 2-idme classe
de Baire, de manidre précise Oy est la limite d'une suite croissante de fonc-
tions s. c. s. On a ap, =1 sur 5(K) bien que apy # 1 sur K . Ainsi on a
F' 55(K) et F' ¢ K, bien que F' ait une structure borélienne trés forte puis-

t
que clest un F06 .

(b) Les propriétés d'unicité que donnent les bons simplexes ont été remarquées

indépendamment de ce travail par ROGALSKI ([11], p. 34 et suivantes).

(e¢) Indiquons quelques traces de faces dbar(K)—exposées. D'abord, la trace de
toute tranche fermée est la trace d'une face (— AS(K))—exposée. En effet, soit
T={f2a}, avec f € ﬂc(K) une telle tranche et soit f1 = infa(a , f) 3 on
sait que f1 € - AS(K) et la face {fl = a} a naturellement pour trace T n E(K) .
Par suite (cf. démonstration du théoréme 34) la trace d'une tranche ouverte est la
trace d'une face (D - (AS(K))—exposée. On en déduit que la trace sur &(K) de
tout sous—convexe fermé de K qui est un G5 de K est la trace d'une face
(= A;(K))—exposée. Lorsque K est un simplexe métrisable, on en déduit que
F —> F n §(K) est une bijection de 1'ensemble des faces Ag(K)—exposées sur
1tensemble des boréliens de &(K) (notons que dans ce cas, AS(K) est le plus
petit espace de fonctions affines stable par limite simple de suites contenant

aC(K)); on retrouve ainsi la seconde partie du théordme 3 de [2].
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Terminons par un résultat sur la localisation des mesures maximales au moyen de

faces lorsque K est un simplexe pour lequel toute fonction satisfaisant au calcul

barycentrique est approchable.

PROPOSITION 46. - Soit K un simplexe compact tel que aapp(K) = abar(K) . Alors,

+ s 7 z . 7 k3
pour une mesure W € ml(K) , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) w est maximale ;

(b) Pour toute famille (F.) de faces @, _(K)-exposées tslle que U F o &(x) ,
n’ e————— Tar EN n

w est portée par uy rF_ .
n
nelN
(¢) Pour toute famille finie Fl y see o Fn , de faces (= AS(K))-exposées“ielle

que U F o &(K) , p est portée par U P
= ken k<n

Démonstration.

(a) == (b). Soit (Fn) une famille de faces ﬂbar(K)-exposées. On sait que

’ \ 4 = . ==
ap € abar(K) (théordme 34). Donc « supa(o:Fn , n€N)e abar(K) Comme o = 1
sur &(XK) , ona o =1 partout d'aprés la proposition 43. Be plus, dtaprés la for-
mule 50 de [8], on a

1 = wa) = u(sup (ap ) = sup (w(sup (o)) -
neN n neN mgn m

Mais, comme | est maximale, on a p(sup (aF )) = u( U Fm) , donc finalement
m i1} <n
t=u(y F) . e "
neﬁ
(b) = (c) est naturel. Montrons (c) ==> (a). Rappelons qu'une mesure
est maximale si, et seulement si, u est portée par tout ensemble bordant {g = é}
BREEE fn) avec f, 4 «eu s £ E(ic(K) . Expli-
citons 1'ensemble bordant {g = &} . Nous avons vu ([ 8], remarque 19) que

ou g est de la forme g = sup(f

g = supa(f1 greee 3 fn) , de sorte que

{g -2} ={(sup (£, , ..., £) ~sup(f, , ..o, £)) =0} ,
soit

{g - 8} = {(sup (£, , vo0y 1) = £) =0} .

U
k<n
or, F = {(supa(f1 s cee fn) - fk) = 0} est une face (- AS(K))-exposée. Ainsi,
tout ensemble bordant du type considéré est une réunion finie de faces (- AS(K))-
exposées. Donc si w vérifie (e), w est pbrtée par tout ensemble bordant, donc

w est maximale.
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REMARQUE 47. - Il ressort de la démonstration que les implications

(a) <==> (c¢) <== (b) sont vraies pour un simplexe compact quelconque.

Index des notations et définition

A=eXPOSE.icirencersactccnnnnans P. 9 complémentante.ccceecocoscsseases p. 6
COmP(K) @800 e ees 00 eec0s 000000 p¢6 face, faCe Conique......---oce-o po 2,5
app 1

acomP(K) 0 ¢ 0@ @ 0 0 80 0 0 0P 00 s s 00 00 p. 12 F 0 $ 0 60 0 0 @8 98 A 00 S 00 09 e PN e eOe pl2
aF ® ©° 00 009090 e 800900 a e ® e 0o s 00000 p¢6 $C(K) [EEEEEEREEXE NI I NI BN R
complémentables.eeeseceesseees Do 3,5 T eecesecececsatassasoncncncnns p. 3
complémentaire.eeecesccsecssss Do 2,5

BIBLIOGRAPHIE

[1] ALFSEN (Erik M.). - On the decomposition of a Choquet simplex into a direct
convex sum of complementary faces, Math. Scand., t. 17, 1965, p. 169-176.

[2] ALFSEN (Erik M.). - A note on the Borel structure of a metrisable Choquet sim-
plex and its extreme boundary, Math. Scand., t. 19, 1966, p. 161=-171.

[3] BISHOP (Erret) and LEEUW (Karel de). - The representation of linear functionals
by measures on sets of extreme points, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 9,

1959) p- 305"331 ]

[4] BOURBAKI (Nicolas). - Eléments de mathématiques. Livre 6 : Intégration, chap.
1 4 4, 2e édition. - Paris, Hermann, 1965 (Act. scient. et ind., 1175 ;
Bourbaki, 13).

[5] CHOQUET (Gustave). - Remarques & propos de la démonstration d'unicité de
P.-A. Meyer, Séminaire Brelot-Choquet-Deny : Théorie du potentiel, 6e année,
1961/62, n° 8, 13 p.

[6] Colloquium on Convexity, Proceeding of the colloquium on convexity [1965.
Kobenhavn ]. - Kobenhavn, Kobenhawns Universitets matematiske Institut, 1967.

[7] GOULLET de RUGY (Alain). - Quelques propriétés des fonctions mumériques li-
néaires et semi-continues sur un cdne convexe saillant faiblement complet,
C. R, Acad. Sc. Paris, t. 265, série A, 1967, p. 841-844.

[8] GOULLET de RUGY (Alain). - Caractire réticulé de certains cdnes de fonctions
lindaires sur un cdne convexe décomposable, Séminaire Brelot-Choquet-Deny :
Théorie du potentiel, 12e année, 1967/68, n° 5, 24 p.

[9] GOULLET de RUGY (Alain). - Géométrie des simplexes. - C. D. U. Paris (& pa-
raitre).

[10] ROGALSKI (Marc). - Opérateurs simpliciaux, structure borélienne des simple-
xes, simplexes analytiques, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 265, série A, 1967,
po 610-613.

[11] ROGALSKI (Marc). - Opérateurs de Lion, projecteurs boréliens et simplexes
analytiques. Cours de la Faculté des Sciences d'Orsay, 1967/68.




