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Scéwinaire BRELOT-CHOQUET-DENY 12-01
(Theorle du Potentiel)
12e année, 1967/68, n° 12 7 mars 1968

ULTRAFILTRES RAPIDES SUR N
CONSTRUCTION D'UNE DENSITE RELATIVE DE DEUX POTENTIELS COMPARABLES

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction. — Soient (X , B) wun espace mesurable, (VX)X>O une famille résol-

'l
vante de noysux positifs mesurables bornés sur (X , B) . Une fonction mesurable
u >0 est excessive pour la résolvante (Vk) si XVA ugu pour tout A >0, et
si u = s%p XVX u . Toutes les fonctions de la forme V, o , ol «© est mesurable

positive, sont excessives.

On se propose de résoudre le probléme suivent : Si u et v sont des fonctions
excessives mesurables dont la somme u + v = VO 1 , peut=on trouver ¢ >0 , o
mesurable pour toutes les mesures oV , telle que u = Vo © ? Lorsque toutes les
mesures € VO sont de base une méme mesure W >0 sur (X, B) , 1e probléme po-
gé a été résolu par un théoréme de Motoo (qui englobe une situation plus générale,
car il permet d'obtenir la densité d'une fonctionnelle additive par rapport & une

autre).

Dans ce travail, on ne supposera pas l'existence d'une mesure W privilégiée par
rapport & la résolvante (Vk) » On construira la densité ¢ de u par rapport a
VO 1, en utilisant des ultrafiltres spéciaux sur N , ultrafiltres dont la cons-
truction est possible si 1'on utilise 1'hypothese du continu. La premiére partie de

ce travail est consacrée 3 1'étude de ces filtres.

1. Ultrafiltres rapides sur X .
Désignons par S 1l'ensemble des applications a de N x N dans (o s 1) telles
que
1lim a(p ’ q) =0 .
Pyq=
Désignons par G 1'ensemble des suites infinies o strictement croissantes d'en—
tiers, (nl g Dy g eee 5 I ) . Ces suites o peuvent 8tre identifiées & des

sous-ensembles de N . Nous dlrons que o € G est a-sommable, pour a € S, si

a\n n < 4+ ) = \n n eee n XK N
ﬁél ( p? p+1) ® on o= ( 19 %o r By 0 )

On se propose d'étudier l'existence de filtres U sur N ayant la propriété sui-

vante, "propriété d'extraction" :
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(E) Pour tout ae€ S, il existe o€ U, tel que o soit a-sommable.

Disons qu'une suite o, € G est plus rapide que o, € G , si, lorsque les élé-

ments de o, et o, sont rangés par ordre croissant,

1 2

g

i

1—(n1,n2,...,np,...) ?

02=(m1,m2,000 ’mp,ooo) ?

on a np a;mp , sauf pour un nombre fini d'indices. A chaque o € G , on associera

le filtre de Fréchet 56 défini sur le sous—ensemble infini o de N .

Si 51 et 32 sont des filtres sur I , on dira que 31 est plus rapide que

%, si, pour tout o oy plus rapide que Oy e

P € 52 , 11 existe o, €

2 1 1°?
De m&me, en associant & chaque o € G 1le filtre ?G y on dira qu'un filtre 9

est plus rapide ou moins rapide que o , si & est plus ou moins rapide que %3 .

DﬁFINITION l. = On dira qu'un filtre U sur N est rapide, si U est plus ra-

pide que tout o € ¢ (donc plus rapide que tout filtre sur N ).

PROPOSITION 2. - Tout filtre rapide U sur N a la propriété (E).

Démonstration. — Soit a € S . On sait que 1lim a(p , g) = 0 . Il existe donc
Pyq™

une suite o = (np) telle que

(»,a>n) = <a<p,q><-§1;> :

Pour toute suite o' = (m1 y Wy g eve 5 Iy ees) o plus rapide que o , on a alors

2
2 a(mk y My ) < 4+ o o, La définition des filtres rapides semble faire intervenir
151 +1

1l'ordre naturel de N , en fait il n'en est rien, ainsi qu'on peut le voir gréce au

lemme suivant ¢

LEMME 3. - Soient U un filtre rapide sur N , g une bijection de N sur lui-

méme. Le filtre g(U) est aussi un filtre rapide.

P IELEE np s ees) , et posons

Démonstration. - Soit oce G, o= (n1 s
m, = sup (o y np)) . On obtient une nouvelle suite o' telle que, pour toute

suite o" plus rapide que o' , g(o") est plus rapide que o .

PROPOSITION 4. — Les conditions suivantes sont équivalentes, pour un filtre §

sur N .
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1© § est rapide ;

2° Pour toute suite croissante (Xp)pEN de parties finies de N , dont la réu-~

nion est N , il existe X € & tel que,fpour tout p, X n Xp a au plus p élé=-

ments.

Démonstration, = 2° ==> 1° est immédiat. Soit (X ) une suite strictement

croissante de parties finies de N , de réunion N +tout entier. I1 existe alors

une bijection g de N sur lui-méme, telle que g(X > \ Xp+l) ;g(Xp_f_1 \ XP) .

+
On considdre alors la suite np = sup g(Xp) .

On ne sait pas dire, en général, si 1l'image d'un filtre rapide § sur N par

une application quelconque g de N dans lui-m&me est encore un filtre rapide.

On est ainsi conduit naturellement & la définition suivante @

14
DEFINITION 5. — On dira gqu'un filtre & sur N est absolument rapide, si, pour

toute suite croissante (Xp) de parties de N , de réunion N :

(a) Ou bien 1'un des Xn appartient & &

(b) Ou bien il existe X € § tel que, pour tout P XnX aauplus p élé~
que, P ’ D

ments.

On notera qu'un filtre absolument rapide & est nécessairement un ultrafiltre.
En effet, soit X N . Posons Xj =X, et si (X= (nl p Dy s ees s T cee)
Xp =X v {nl y woe np} . AMlors, ou bien Xe §, ou bien (X e F, propriété ca-
ractéristique des ultrafiltres.

A partir d'autres probldémes, G. CHOQUET a introduit différents types d'ultrafil-
tres sur N , dont voici les définitions, et que nous allons comparer aux filtres
rapides.

1° On dira qu'un ultrafiltre § sur N est §-stable, si, pour toute suite Xh

d'éléments de § , il existe X e F tel que (X « Xn) soit fini pour tout n .

2° On dira qu'un ultrafiltre & est absolument 1-simple, si, pour toute parti-

tionde N, N =2 XP s Ou bien 1l'un des X.p € § , ou bien il existe X eF tel
que X n Xp soit fini pour tout p .

3° On dira qu'un ultrafiltre S est rare, si, pour toute partition de ¥ ,
N = 2 Xp ou tous les Xp sont finis, il existe X e & tel que X n XP contient

un point au plus pour tout p .

Une partie des résultats qui suivent se trouvent déja dams [1].
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PROPOSITION 6.

1° Tout ultrafiltre absolument rapide est &-stable 3

2° Tout ultrafiltre §~stable est absolument 1~-simple, et réciproquement ;

3° Tout filtre rare est rapide ;

4° Tout filtre 6&-stable et rare est absolument rapide.

Démonstration.

1° Soit § wun filtre absolument rapide sur N , et soit (Xn) une suite d!é1é-
ments de & , suite qu'on peut supposer décroissante et d'intersection vide. Posons
Yn = CXn ; on abien N =U Yn + I1 existe alors X € & tel que X n Yp a au plus
n
p éléments, ce qui implique bien que X n Yp =X N Xp est fini pour tout p .
2° Soient & un ultrafiltre §&-stable sur N , (XP) une partition de N , et
supposons qu'aucun des Xp goit élément de & . Comme & est un ultrafiltre, pour

tout p, U X = Yp est un élément de & o Il existe alors X € & tel que

92p
X \Yp soit fini pour tout p j or X NnX <X \Yq+l y donc X nX est fini.
Soient & un ultrafiltre absolument l-simple, (Xn) une suite (qu'on peut suppo-

Xn, Ym=2Xn « I1 faut
trouver X € § tel que X ~ Xp soit fini pour tout p . Distinguons deux cas :

ser décroissante) d'éléments de 5 . Posons Y = \
n n+1

(a) Y € §, on peut glors prendre X =7Y_ .
(v) Y. £ S , mais alors aucun Yn € §, et 11 existe X € & tel que X n Yn

soit fini pour tout n , et XnY =@ . 0n a XNX < U XnY , par suite
P
X~ Xn est fini pour tout =n .

3° Soit o= (nl y T,y seey np y «ee) une-suite.strictement croissante d'éléments de

N . Soit & wun filtre rare sur N , et considérons la partition (XP) de N, ou

o~

X =
p = By s By
pose X = (ml , m

yn . (. 1I1 existe X€ $ tel que X nZX_ a au plus un élément. Si on

o1 tee s mp y eee) OU la suite ?mp) est strictement croissan-—
te, on a bien mp >,np pour tout p .

4° Soit & wun ultrafiltre & la fois §-stable et rare. Pour toute partition de
N , soit (Xp) , ou bien 1l'un des Xp est élément de &, ou bien il existe X € &
tel que X n Xp ait au plus un élément ; on en déduit facilement (cf. la démons—

tration de la partie 3° de cette proposition) que F est absolument rapide.

Remarque. — Si 1'on cherche & obtenir les propriétés les plus fortes pour un ul-
trafiltre sur N parmi celles que nous avons envisagées, il faut considérer les

ultrafiltres qui sont & la fois 6&-stables et rares ; nous dirons, avec CHOQUET,

que ce sont des ultrafiltres absolus.
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PROPOSITION 7. — Soit g une application de N dans N , et soit § un ultra-

filtre absolu sur N .

(a) Ou bien il existe n € N tel que & '(n) €5 ;
(b) Ou bien il existe XN, X €5 , tel que g|x est injective.

Démonstration. = I1 suffit de considérer la partition de N formée des ensembles

g-l(n) , ou n parcourt N . Pour un ultrafiltre absolu & , ou bien l'un des en—
sembles g ~(n) appartient 3 § , ou bien il existe X € & tel que X n g-,l(n) a

au plus un élément pour tout n .

Cette propriété est évidemment caractéristique des ultrafiltres absolus.

COROLLAIRE 8. — L'image par une application quelconque de N dans N d'un ultra-

filtre absolu est encore un ultrafiltre absolu.

Nous ne savons pas encore s'il existe des ultrafiltres sur N possédant les pro-

priétés que nous avons étudides, on a toutefois 1l'énoncé suivant :

PROPOSITION 9. — Si 1l'on admet 1'hypothése du continu, il existe des ultrafiltres

absolus sur N .

Démonstration. — L'ensemble des partitions de N a m8me puissance que 1l'ensemble

de toutes les applications de N dans N , autrement dit que fm . D'aprés 1'hypo=-

thdse du continu, l'ensemble E de toutes les partitions de N peut 8tre indexé

au moyen des ordinaux de 2e classe (c'est-a~dire de cardinal %o ). Posons donc

On va construire par récurrence transfinie une famille (Sa) o 4o filtres a base

dénombrable sur N , satisfaisant aux conditions suivantes :

1°8i o>8, ﬁa est plus fin que 56 3
2° Pour la partition f_ = (xg) de N , ou bien l'un des x";l sppartient & 5

ou bien il existe X € %a tel que X n Xg a au plus un élément pour tout n j

30 ﬁo est le filtre de Fréchet de N .

Supposons que l'on ait construit des filtres SB 4 base dénombrable, et satis—
faisant aux conditions précédentes 1° et 2° pour tous les B <& . Le filtre U,
borne supérieure des filtres %B , pour B <o , est encore & base dénombrable ;

soit (Yn) cette base de U, qu'on peut supposer décroissante, d'autre part soit

Poe = (Xi) la partition de N d'indice o . Distinguons deux cas :
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(a) Le filtre U possdde une trace sur 1'un des Xg s So0it Xg « On prend alors
0

pour filtre ﬁy le filtre sur N qui a pour base la trace de U sur Xz .
0

(b) Pour tout =n , CXi e U,
On construit alors une suite P, d'entiers satisfaisant aux conditions suivantes:
10 r, € Yn s pour tout =n

2° Prst ¢ Xﬁ s pour tous les indices k pour lesquels il existe m < n tel que
P, € Xﬁ + On prend alors pour filtre %y le filtre de Fréchet associé & la suite
(p,) -

Le filtre & , borne supérieure des filtres S& y est alors un ultrafiltre absolu.

Remargues.

1° La présente démonstration est directement inspirée de celle qu'emploie G.

CHOQUET pour construire des ultrafiltres absolument l-simples (cf. [1]).

2° Dans une premiére étape de ce travail, j'avais construit directement des ul-
trafiltres rapides (toujours avec 1'hypothdse du continu), et l'une des étapes né-
cessaires de la démonstration, qui utilise le procédé diagonal, fournit des filtres
8-stables. Ce phénoméne, également rencontré par G. CHOQUET, n'est pas fortuit
puisque tout ultrafiltre absolument 1-simple ou absolument rapide est nécessaire-

ment §-stable.

3° I1 semble peu probable qu'on puisse construire des ultrafiltres absolus sans
1'hypothése du continu. Il serait légitime, étant donné 1'intér8t de ces filtres,

de vérifier si leur existence n'implique pas 1'hypothdse du continu.

Pour terminer, montrons des exemples d'ultrafiltres sur un ensemble dénombrable
qui ne sont pas 8-stables ou qui ne sont pas rares ; on se reportera toutefois 3

H
1'article de CHOQUET [ 1] pour une étude plus détaillée.

Considérons 1'ensemble E des nombres rationnels du segment (0 ’ 1) . Dans E ’
on considére la famille (& des sous—ensembles rares, c'est-3-dire dont 1'adhérence
est sans point intérieur dans (0 ’ 1) . Comme (0 ’ 1) est un espace de Baire, la
femille & est stable par réunion finie, et le complémentaire, dans (0 , 1) , d'un
ensemble de @ est toujours non vide. Soit alors U wun ultrafiltre plus fin que
le filtre des complémentaires des éléments de @ , et soit x sa limite dans

(0, 1) ; les ensembles

1 1
Xn-—[X—H,X+-£]
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appartiennent alors au filtre U . Montrons que U ne peut 8tre $=-stable. En ef-
fet, si U é&tait b&-stable, il existerait X € U tel que X X soit fini pour
tout n , et 1'adhérence X de X dans (0 , 1) est égale & X U {x} , ce serait
donc un ensemble rare, et 1l'on obtient une contradiction. On a ainsi un ultrafiltre
U sur E dénombrable, tel que l'adhérence de tout élément de U soit d'intérieur

non vide dans [O., 1) .

Montrons maintenant 1'existence d'ultrafiltres sur qui ne sont pas rapides.

Considérons la famille @ des sous-ensembles X de telle que

zi<+oo .
nex ©

La famille @ est stable par réunion finie et le complémentaire de tout élément
dans N est non vide. Tout ultrafiltre U plus fin que le filtre des complémen~-

taires des éléments de U ne peut alors 8&tre rapide.

Applications des filtres rapides & la théorie de la mesure.

Soit (X, B) un espace mesurable. On se donne une mesure o-additive =0,
bornée sur (X, B) , et 1'on considdre l'espace H des classes de fonctions numé-
riques p=-mesurables, finies w=~presque partout. L'espace vectoriel H est complé-
tement réticulé, et on peut le munir de la topologie de la convergence en p=mesure,

qui en fait un espace vectoriel topologique métrisable complet.

On rappelle qu'un filtre U sur H converge pour l'ordre, si l'on a

inf (sup f) = sup (inf f) .
3el fes Sel feS

On dira de m8me qu'une suite (fn)' converge pour l'ordre dans H , si 1l'on a
lim sup fn = 1lim inf fn .
Pour tout entier n , soit g, une fonction numérique p-mesurable représentant de

la classe fn s 11 revient alors au méme de dire que la suite fn converge pour

1l'ordre, ou que
1lim sup g, = lim inf g, w-presque partout ,
et lim sup &, finie p~presque partout. Par abus de langage, nous dirons encore
que la suite (gn) converge pour l'ordre p~presque partout.
Tout filtre sur H qui converge pour l'ordre converge en mesure.

La propriété fondementale des ultrafiltres rapides résulte de la proposition sui-

vante ¢
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PROPOSITION 10.

1° Soit (gn) une suite de fonctions numérigues p-mesurables qui converge en

p~mesure vers g . Pour tout filtre rapide U sur 1'ensemble (gn)nEN , il existe

o~

Selu, S= (n1 Py Tp s eee y Doy ees) o tel que la suite (gn ) converge pour
p

l'ordre p~presque partout vers g .

2° Soit (gn) une suite de fonctions numériques p-mesurables précompacte pour

la topologie de la convergence en =-mesure. Pour tout ultrafiltre absolument rapi-

de U sur l'ensemble (gn)neN , 11 existe S e U, S = (nl y Dy g ses np y see),

tel que la suite (gn ) converge pour l'ordre et converge en p-mesure.
b

Démonstration.

1° Pour tout p >0 , il existe un entier np tel que, si m >,np s 11 existe un
ensemble Ai € B tel que

L

P
w(e) g

1 p
ot Igm(x) g(x)] < 5 pour tout x € CAm .
Soit U wun filtre rapide sur N , et soit o' e U plus rapide que la suite
G:(nl,n2’ oo ynp’ s-.)v’i Si l'On'pose C'" ='(m1’m2, e ,m ’ noo) ’ on peut

b
alors construire une suite (Ap) © @ telle que @

(a) P»(Ap) < -21-5 , et

(®) lg (x) - glx)] <L pour tout x € CA_ .
P 2
Un raisonnement classique montre que l'ensemble

A=n(uU 4)
p m>p

est de p-mesure nulle, et que

lin g (x) = g(x) pour tout xe CA .
b b
2° Soit U un ultrafiltre absolument rapide sur la suite (gn) , relativement

compacte pour la topologie de la convergence en p~mesure, et soit g wune fonction
numérique y-mesurable représentant la limite de U . La topologie de la convergen=—
ce en mesure étant définissable par un écart, g posséde un systéme fondamental
dénombrable (Vn) de voisinages. Pour tout n , il existe donc Sn eu, Sn c Vn ’
et comme U est absolument rapide, donc &—stable, il existe S € U tel que
(s » Vn) c (s~ Sn) soit fini pour tout n j; si 1'on pose S = (ml, My ooy mp,...),

la suite (gm ) converge vers g , on termine alors la démonstration en utilisant
P

la premiére partie de la proposition.
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On sait, par ailleurs, qu'une suite (gh) de fonctions p-mesurables qui conver—

ge dans un espace EP(X ’ W) , converge en p-mesure pour 1Lps® .

Soit (X ’ 6) un espace mesurable, et soit (gn) une suite de fonctions numéri-
ques @-mesurables. On considére la famille E[(gn)] des mesures W , positives,
o-additives, bornées sur (X , B) , telles que la suite (gh) converge en p-mesure
vers une limite g“ s W-mesurable. Peut-on trouver une fonction numérique g sur

X, telle que g = gu W=presque-partout, pour toute u € E[(gn)] ?

En corollaire de la proposition précédente, on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 11. - Soit (gh) une suite de fonctions @-mesurables sur (X , 8) .

Pour tout ultrafiltre rapide U sur 1l'ensemble (gn) , la fonction numérique

g = 1imv’(limite simple) est p-mesurable pour toute u € E[(gn)] , et la suite

(gh) converge en U-mesure vers g .

On obtiendrait des résultats analogues avec la famille K[(gh)] des mesures
W >0, o-additives, bornées, telles que la suite (gh) soit précompacte pour la
topologie de la convergence en p-mesure, en utilisant cette fois des ultrafiltres

absolument rapides.

2. Familles résolvantes et Erogecteurs dans les espaces de Riesz comglétement réti=-

culés.
la e ata ad

Dans ce paragrephe, on se donne un espace de Riesz complétement réticulé H , mu-

ni d'une topologie: & d'espace localement convexe séparé ayant les propriétés sui-

vantes @

1° Toute forme linéaire continue sur H est différence de deux formes linéaires
positives continues, autrement dit H' = AR (s 3

20 Toute forme lindaire positive sur H' (ordomné par H'' ), majorde par un é1é-
ment de H sur H!'T , définit un élément de gt 3

3° Le oBne convexe H' est complet pour la topologie initiale © .

Nous dirons qu'un espace complétement réticulé H , possédant les propriétéds 1° a

3°, est un R-espace.

Les espaces P , pour p > 1, sont des R—espaces pour les topologies fortes et
les topologies affaiblies j; de m8me, les espaces T(X) des mesures sur un espace
compact X , et les espaces L1 , sont encore des R-espaces. Les R-espaces véri-

fient les importantes propriétés suivantes :
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1° Tout ensemble de H borné pour l'ordre est faiblement relativement compact.

2° Si A est un sous—ensemble filtrant croissant majoré de gt s le filtre des
sections de A converge faiblement vers sup A .

3° Disons qu'un filtre $ sur ut majore un filtre 9 sur gt , si pour tout
Se€ed, il existe U € &, U majoré par S au sens que tout élément de U est
majoré par un élément de S . Dans ces conditions, si & converge faiblement dans
HY  vers Xy $ a une valeur d'adhérence VoS %

4° Soit E ©H un sous—espace vectoriel épais de H , c'est-a—dire que
(xeB, yen, lylglzl) = (yeE) .

Mors 1'adhérence faible (donc aussi pour la topologie initiale) de E' =B nE'
contient 1'intersection avec H' de la bande engendrée par E , clest—id-dire 1l'en-

. . -+
semble des bornes supérieures de sous—ensembles majorés de E .

On se donne maintenant un R—-espace H , une famille (Vi)ieI d'opérateurs li-
néaires positifs de H dans H , un filtre $ sur I , satisfaisant aux condi=-

tions suivantes

(a) v, V., = vj V. , pour tous i, jeI;

(v) La femille (V‘i)iEI est équicontinue ;

(¢) Pour tout ke I et tout xe H ,

1%m v, N (x) = v (x) .

Dans les applications, on prendra une famille d'opérateurs (Avk)k>0 s OU (VK)

est une famille résolvante d'opérateurs linéaires positifs de H dans H .

Ces données s'apparentent 3 celles de LION [2], mais notre probldme est un peu
différent, nous nous proposons d'étudier le sous—espace vectoriel Hl de H , for-

mé des x € H tels que lim Vi(x) = % existe dans H . Le résultat principal ob=
5
+

tenu est que H, contient la bande engendrée par le sous=—cdne convexe B' de H ’

1
composé des X € BT tels que lim Vi X=X,
&

Ce résultat se démontre par l'intermédiaire de deux lemmes

LEMME 1. — Soit x € H +tel qu'il existe une valeur d'adhérence faible y € H ,

suivant le filtre & , pour 1l'application i r—e-Vi(x) . Alors :

1° Pour tout i€ I, Vi(X) = Vi(Y) H

20 lim V. (x) =y .
& 1
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Démonstration.

1° Soit U un filtre sur I , plus fin que %, tel que lim Vj(x) =y .0n a
U

v,(y) = vi(lam vj(x)) = 1{11m vj(vi(x)) =V, (x) .

2° Soit B 1le sous—espace vectoriel de H formé des x € H tels que

lim V.(x) = x .
s i
La famille (Vi) étant équicontinue, B est un sous—espace vectoriel fermé de
H qui contient les espaces vectoriels Vi(H) , et d'aprés 1°, ¥ est daas 1'adhé-~
rence faible de B , donc y € B . Par suite,

lim Vi(y) = lim Vi(x) =y .
5 5

1
Pour tout y € ut y 0<y<x, ye Hl .

LEMME 2. - Soit x € H, nH' (ctest=a~dire que lim Vi(x) = ¥ existe dans H ).
5

Démonstration. = En raison des hypothéses faites sur H , pour tout ultrafiltre

U sur I, plus fin que & , 1lim Vj(y) = 7z existe dans H . D'aprés le lemme 1,
U

lim Vi(y) =§ existe dans H , donc y € B, .
3 .
Pour terminer, remarquons que H1 n B est fermé car gt est complet et la fa~

mille (vi)ieI est équicontinue, donc H1 n BEY  contient les bornes supérieures de

sous-ensembles majorés de H1 nE .

On peut alors énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 3. - Soit H1 le sous—espace vectoriel de H formé des x € H tels

que lim Vi(x) = % existe dans H . L'espace H

contient la bande engendrée par

1
El nH+.
L'application =x -> % est alors un projecteur continu positif de H1 dans lui-
méme.
3. Familles résolvantes dans les espaces de e 1l

Dans cette partie, on se donne un espace mesuré (X,8,0) o o estune me-
sure positive, o—additive, o-finie, sur (X, 8) , et une famille résolvante
(VX)X>O dtopérateurs lindaires continus positifs de Ll(X , 8 , o) dans lui-méme.

On écrira plus simplement L) e lieu de Ll(X y B, 0)
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On suppose que 3
(a) La bande engendrée par V}(Li(o)) dans 1'espace completement réticulé Ll(c)

est identique & Ll(c) tout entier, pour un certain A >0 ;
(b) La famille d'opérateurs (XVK)K>O est dquicontinue, c'est-a=dire qu'il exis~

te une constante positive M avec HKVXH <M, au sens de la norme des opérateurs.

On rappelle que toute forme lindaire positive sur L (o) , majorable par un é1é-
ment de Li(c) , s'identifie & un élément de Li(o) , de sorte que les résultats du

chapitre précédent sont applicables.
En particulier, on a le théoréme suivant :
THEORRME 1.
1° Pour toute o € Ll(c) s lim AVA © = o existe dans Ll(o) H

Ao

2° Pour toute o € Ll(o) et tout A >0, Vk 0 = Vk & $

3° L'opérateur linéaire o &~é~$ est un projecteur continu positif de Ll(c)

dans lui-méme.

En général, 1'opérateur VO = 1lim Vk n'est pas défini dams Ll(o) tout entier,
A-0
mais on peut introduire un sous-espace vectoriel réticulé de Ll(o) sur lequel on

définira VO .

DﬁFINITION 2. - On appellera domaine de VO s qu'on notera @(Vb) s le& sous-espace

de Ll(c) formé des éléments ¢ tels que

sup v, (lol) = Lin v, (lol)

existe dans Ll(c) . Eour (ON= @(Vb) , ON a encore
Vo © - VK 0= th VO 0 = ka Vx O .

Sur @(VO),>1'opérateur Vb a certaines propriétés de continuité qu'on peut résu-
mer dans le théordme suivant :

THEOREME 3. - Soit (xa)aeA un sous—ensemble de @(VO) , Filtré par un filtre

% , et borné dans @(Vo) « Si lim X, =X existe dans Ll(c) , alors
. SELBLE TAnS 2018

Vo(x) = lism Volx,) -

Démonstration. ~ Soit x € Ll(c) tel que

lx&I < x pour tout @ € A, x € @(VO) .



On a alors

lim AV, Vo x = lin V, x = V (x) =0 .
A-0 A—0

Sur l'ensemble A , VO est donc limite uniforme des opérateurs V)\ y car

lv (x ) - Vk(x <. (x) -7V NEIERY, A Vo %

ce qui démontre le théordme.

PROPOSITION 4. - 8i o € @(v ) s & =1in AV, ¢ est aussi dans @(V )y et

A—o

Démonstration. - On peut se ramener au cas ol ¢ est positive. On a alors

A A
Vocp=s;1pvacp=s;pvacp=vocp .

DEFINITION 5. = On dira que © € Lj'_(c) est excessive, si ¢ = sup AV, o .
A
Exemple : 51 ¢ €0 (V) , Vo est excessive.

Nous pouvons énoncer maintenant le théoréme principal de cette étude.
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’ \
THEOREME 6. — Soient Uy 5 U, excessives, g € ®+(VO) s telles que Uy tu, = Vog

Alors
lim Alu

1T Wy uy) =gy
. 1
existe dans L (o) s 8 € GD(VO) et u, = VO g

Démonstration. -~ Posons

A
gh = Mu, - AV, u,)
2 2 ) - L
On a
g)‘+g)\=)\(u +u, = AV, (u, +u,))
1 2 1 2 ANl 2
= x(v g -\, Vg g) = NP
On sait que 1im ?\V)\ g = de sorte qu'on peut trouver 04 et 0, valeurs

Ao

d'adhérences faibles de (g ) et (g2) , lorsque A tend vers + o .

Montrons que u, = VO 0, = sup Voz @, - On sait que g S @(VO) , donc aussi o,

1 1

o
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et o, majorées par £ . Soit U wun ultrafiltre sur Bf sans point adhérent, tel

2
que @, = léé gi , et soit 0 e€ L (g) . On a

, A
®, 7, o) =187, ®1>=13le (0, V, &7 -

On peut écrire, avec A > o ,

A
v, el = >\v0[(u1 - (A =a) N ul) AV, Ny e

D'aprés 1l'équation résolvante, on obtient

A
Vd g, = XVA u, = ha V& Vk o

et en faisant tendre A\ vers + « , pour 6 € ﬁ»(c) ’

© 5 Vo) =850y =V u)

de sorte que

1l

V& o =uy = ava u

1 .

De u tu, = VO g , on tire

< -— Lo
aVa u; < QV& Vb g VO g V& g
et en faisant tendre o vers O ,
VO ®, = sup V& 0, = Sup u
o o
Si 1l'on recalcule g? , on obtient

A
g, = X(ul - XVX ul) = h(VO 9 - KVK VO ml) = XVX P s

de sorte que

L'élément Py pris d'abord comme valeur d'adhérence faible de (g}) , est donc

1té1ément g, de 1'énoncé du théoréme.

4. Densité relative de deux potentiels.
Soient (X , ®) wun espace mesurable, B (resp. B ) ltespace des fonctions
numériques mesurables (resp. mesurables et >0 ). On dira qu'un opérateur N dé-

fini sur BT est un noyau positif sur (X, 6) , si:
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(a) Pour tout x e X s l'application définie sur Bt par o F—B»N@(x) est une
mesure o=-additive et o~finie 3

(b) Pour toute ¢ € B" , No (qui peut prendre la valeur + ) est G-mesura-
ble 3

(c) Sur le sous-espace vectoriel H de B formé des ¢ telles que

N(|o|)(x) <+ =, vxeX ,

on définit Np = Nm+ - No , de sorte que N est un opérateur linéaire positif de

H dans B .

On se donne maintenant une famille (VK)K>O de noyaux positifs sur (X , @) sa-
‘4

tisfaisant aux conditions suivantes :

(a) I1 existe f e BY, f£(x) >0 pour tout x € X , telle que O<<(Vb f)(x) <+
pour tout x € X 3
(v) Pour toute QPEB+,et Ay, >0, A>u,

V@ o=V, 0+ (A =) N VM ©

VX o+ (A=) VM Vl © .

Ce luxe de définitions est nécessaire si 1l'on veut éviter de se restreindre aux
noyaux positifs bornés et aux familles résolvantes sous-markoviennes.

Une famille (VX)K>O de noyaux positifs qui satisfait & la condition (b) précé-

dente sera encore appelée une famille résolvante.

On va montrer qu'une telle donnée permet de définir toute une classe naturelle de

familles résolvantes dans des espaces de type L.

Pour une mesure positive o sur (x ’ 8) , on définit la mesure GVO par

(UVO y 0) = (o, A ©) pour toute ¢ € B .
Le lemme suivant permet d'induire naturellement une extension de la famille
N
(V))hso & L7(oVy) &

LEMME 1., - Si 1'on désigne par
©€B,

, la norme de Ll(cVO) , alors, pour toute

A7, of < llofl -

Démonstration. — D'aprés 1l'équation résolvante, Vo=V, o+ AVO Vy ®, et

lorsque o € B ’
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<0VO ’ )"V)\ (D> = <G ’ }‘V VK (P> (G ’ VO CD) = (O-VO ’ (D> ’

dtou H)\V cp“

COROLLAIRE 2. - Si ©, 5 ©

OVb—presque partout.

€ B sont égales oV -presque;partouﬁjv AV

0 201 =M

2 A ¥

Soit alors g b—> & 1l'application canonique de B dans Ll(ch)

DEFINITION 3. - On appellera extension canonique a L (OV ) de la famille

(VX)K>O , la famille v )h>0 dlopérateurs linéaires continus de L (GV ) dans

Ll(cVO) , définis par

Vk(é) = (Vx g) pour toute g € B N El(oVO) .

On vérifie facilement 1'équation résolvante

VK—Vuz(p,—)\)V)\VLL:(H.—)\)V‘J‘V)\ .

De m8me, si ¢ € B' est telle que (cVO » Uy ) <+ o , alors

~ . ~ . .
va)\cp Voco=(VOcp) .

\

On rappelle que u € BV st dite excessive par rapport a la résolvante (V ) , 8i

u = sup th u . Si u est excessive, U est aussi excessive dans L (cV ) par

A
rapport & la famille résolvante (VX)X>O + On a supposé que V, f(x) > 0 pour tout
x € X , par suite la bande engendrée par VX(Li(GVO)) dans Ll(oVO) est Ll(cVO)
tout entier, pour tout A >0 . On peut donc énoncer, pour toute mesure o >0 sur

(X, 8) , le théordme suivant :

THéORﬁME 4, - Soient Uy U, e B' deux fonctions excessives, telles que

u, U, = Vb g ou g€ Y n El(cVO) . On désigne par § 1le filtre des complémen—

taires des parties bornées de Bf .

1° 1im A(u1 - AV, ul) existe dans ﬁl(cv ) .
S
2° Pour toute o € Bt , lim RVK
S
(Ces limites sont prises au sens de la semi-norme ¢ &> f Iml do VO .)

o existe dans El(oV ) .

o . -+ _ : .
3° I1 existe 0, € B" telle que (u1 VO @1) soit excessive et

<0’u1—0¢1>=0'
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Démonstration. = 1° et 2° résultent de théordmes déja démontrés. D'apres 1°, on

peut trouver une suite (k&:) tendant vers + = , felle que la suite

& = Meluy = Ny V)\k ny)
converge pour ll'ordre dans Sil(cVO) , de sorte que, pour tout A ,
{oVy 4 (u1 ~ Vo(lim inf gk))) =0 .

Posons hk =inf g , ¢, = sup hk « On a
n 1
n>k

et en faisant tendre A vers + o« ,
@yu, ~Vy9)=0 .

k
On a encore )\k V)‘k ul = Vo(gk) s de sorte que vn = ?\k V)\k ul - VO(hn) est excesw-
sive pour k >n , et 1'on a

. k

t:ul-VOml—lnf[supvn] ’
n k

de sorte que t est surmédiane, et t + VO ®, =u; 5 par suite t eost aussi ex~-

cessive, puisque VO 9, et uy le sont.

On peut maintenant utiliser les propriétés des filtres rapides.

/ A E
THEOREME 5. - Soit U wun ultrafiltre rapide sur N , et soient Uy U, € 5t ’
excessives, u +u, =V g, V, g(x) <+, ¥ xeX.Les fonctions g 1 8y

définies par

Il

U
g2 = 1?11111 p(u2 - pr u2) ’

(i1 slagit ici de limites simples) sont mesurables pour toutes les mesures de la

forme O’VO , oW o est une mesure positive sur (X, B) , et 1'on a

uy =Ty &)y Uy, =Vy 8y e

COROLLAIRE 6, = Soit U un ultrafiltre rapide sur N , pour toute o € Bt )

Vo(x) <+, ¥x€X s lim pr 0 = & est mesurable pour toutes lses mesures
U
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oV

o » Ob o est une mesure positive sur (X, 8) , et

V)\co=V)\c’5, pour tout A >0 .

On peut donc dire que g, = 1im p(u1 - pr ul) représente la densité de u, par
U _

rapport au potentiel VO 1.

5. Bxtensions diverses et aE;Qlications.

Soient (X, B) un espace mesurable, (Vh)h>0 une famille résolvante de noyaux
positifs sur (x , B) . On rappelle que u € B* est dite o=~surmédiane par rapport

a la résolvante (V)\) , pour @ >0 , si

)\V)\Wu\<u, pour tout A >0 ,

et u est o-excessive, si u est a-sumédiane et u = sup 7\V)\+a U .
A

On dira que w 4 o—excessive, est un ao~potentiel pur, s'il existe v o—exces-

sive et (peB+, Vo < + » , tels que u+v=Vacp.

. . . . . +
Nous supposerons désormais que, pour un certain o >0 , il existe ueB , u

o-surmédiane et u(x) >0, ¥ xe X .

Propriétés immédiates et exemples (cf. MEYER [3]).

Si veB est aq-surmédiane (resp. o=excessive, a-potentiel pur), v est
aussi B-surmédiane (resp. p-excessive, Pp-potentiel pur) pour tout B > o , et

l'application A p=> AV v est croissante.

A+B
Si o € B" et Voz ©w € Bt y Va ¢© est un o-~potentiel pur.
Par extension, nous dirons que Vv € BY est un O-potentiel pur, si v est un

a-potentiel pur pour tout o >0 .

LEMME 1. — 4 u € Bt , o=surmédiane, u(x) >0, V x€ X, on associe la fonc-

tion 4 = sup AV

Mo régularisée oa—~excessive de u . Pour tout B, on a
\ oL =22

VB(u -4) =0 et (vB w)(x) >0

pour tout x tel que G(x) >0 .

Démonstration. - Supposons d'abord B >« « On a alors

V. u=7"T

8 Mg Ut VB[W

M- ul

N
et comme u = sup )»VM

A B

ugu, on a
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V4=V u et VueB+,

B B B

done
A
V m - = O .
ACEEY

Posons alors (9=u-ﬁ , et soit p<ao, >0, et Bp>a . On a toujours, d'ta-

prés 1'équation résolvante,

v cp=V

" w+m-u>mwsw '

B
de sorte que VB ¢ = 0 implique bien Vp, ©=0.

Supposons maintenant que (VB u)(x) =0 pourun B >0 ., On a alors

(VB w)(x) > (Vp. u)(x) =0 pour tout W >B

donc aussi
A
0 = a(x) = 1im (AV,,  u)(x) .
MO
Tout se passe donc comme si les noyaux (V)\) avaient d'abord été définis sur 1l'en=-

semble f{# > 0} , et prolongés par O dans 1l'ensemble {t =03} .

Nous supposerons désormais que {4 >0} = X . On peut alors remarquer que, pour

tout B > o , la famille résolvante (v satisfait aux hypothéses du para-

, )\+B))\>O
graphe précédent. On peut donc énoncer le théordme suivant :

THEOREME 2. - Soit v € BY un B-potentiel pur (g >a) , et soit U un ultre-

filtre rapide sur N . Dans ces conditions,

1lim - pV =
4 P(V 1Y P+B v) (Doz

est mesurable pour toutes les mesures oV, , ou o est une mesure positive sur

(X., ®) telle que f vdc <+ ® , et l'ona v = VB(CPB) .

COROLLAIRE 3. -~ Soient v € BY un Bo-poten'lﬁiel pur, et U un ultrafiltre rapi-

de sur N . On définit encore, pour tout B > o,

= lim p(v-pV v) .

%= p+B

Alors, pour tout B, B* >0, ch - CPB, =(p=B"v.

Démonstration. — On a

. 2 .
%‘@%“lﬁp[%wov‘%wV]‘
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D'aprés 1'équation résolvante, on a, pour p assez grand,

Vp+BO V=V, V= (8 - 8y) Vb+BO Vg Ve

D'autre part, puisque v est Bo-excessive,

lim p(p+ B =8.) V. _V v =
et 0" 'p+B p+hy

Les nombres B et B sont fixés, donc

.1
lin =5 p(p + B = By) =1 ,
== p

de sorte que

lim p[V

) By

1= (B = gy)v

I

=Vp+5v (pB—chO .

COROLLAIRE 4 (avec les notations précédentes). - Soit v € Bt un O—Eotentiel.

Si 1l'on pose Py = lim p(v - PVP v) , on a
U

v = V&(QO + ov) s

et si inf ona v
o

0, alors

v = Vo(mo) = sgp V& ®

Bxemples d'application.

- Soient X un espace compact, (V)\))\>O une famille résolvante sous-markovienne
de noyaux positifs de &(X) dans c(X) . On suppose que, pour un certain A\ >0 ,
1'ensemble des fonctions continues A-excessives est stable par enveloppe inférieu-
re, et que 1 est A-excessive. Introduisons alors la relation d'équivalence R

dens X, xny si, pour tout f e ¢X) ,
v, f(x) = vy (y)

et désignons par Y 1'espace compact quotient obtenu, m 1'application canonique
de X sur Y, 6 1'application qui, & toute fonction f sur X , constante sur
les classes d'équivalence suivant R , fait correspondre canoniquement une fonction
e(f) sur le quotient Y . On obtient ainsi une nouvelle famille résolvante sous—

markovienne (Uh) sur Y en posant, pour g € CG(Y) ,

U)\g=9[V)\go‘n'] .
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On remarque que, si f € C+(X) est o=~excessive, f est constante sur les classes
d'équivalences suivant R , de sorte qu'il est indifférent de dire que f € c(X)
est a=excessive par rapport & la résolvante (Vk) , Ou que e(f) est o=-excessive

par rapport & la résolvante (U)\) .

Si 1'on utilise les ultrafiltres rapides, on obtient alors le résultat suivant

PROPOSITION 5. - IL existe une application T: y+-»>T  de Y dans m(x) ,

telle que :
(a) Pour tout y eY, T, _e_;t portée par T iy) ;
(b) Pour toute f e (X)), T £: y p=> f f dTy est mesurable pour toutes

les mesures oU, , © € w(Y) ;
(¢c) Pour tout f € C(X) et tout A,
*
v, = (Ux T f) om 3

(a) Si U est un ultrafiltre rapide sur N , on peut définir T par

(. , £) = 1im pV_ £(x) , on mx) =y .
y 9 1Y h

La partie difficile de la proposition repose sur le lemme suivant

LEMME 6. - Pour tout g € C(Y) et tout xe Y,

lim (pUp g)(x) = g(x) .
poo

Démonstration. -~ Si (C?\) désigne le cbne convexe des fonctions continues A=
excessives sur Y , (Ch - C)\) est réticulé, sépare les points, contient les cons-
tantes, donc, d'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, (C)\ - C)\) est partout
dense dans C(Y) .

On sait que, pour toute o € C)\ ’

limPUp(P:'CP ’
p—m

et comme la famille (pUP) est équicontinue, on a aussi

lim pUp ® =0 pour toute ¢ € C(Y) .
p—m

Démonstration de la proposition 6. — Soit U un ultrafiltre rapide sur N . Pour

toute £ € X) s posons
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A
P(f) =f =1lim pV_ f ,
9 p

P est un opérateur lindaire positif, et P(f om) =f om pour toute f e C(Y) ,

de sorte que la mesure ‘1‘y définie pour y € Y, et f € C(X) , par
A "'1
@, £ = (p£)(x) o xem (y) ,
est telle que ™MT ) =€_ .
elle g () = ¢
Enfin, pour toute f € e(x) , £ est mesurable pour toutes les mesures th ou

g€ mf(x) e« Si v e N?(Y) s 11 existe une mesure o € m*(x) telle que mlo) = v,

de sorte que 9(%) est mesurable pour th s des qu'elle 1l'est pour OVK .
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