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ESPACES NUCLEAIRES

Khélifa HARZALLAH et Erik THOMAS

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
Ile année, 1966/67, nO 13 16 février et 9 mars 1967

0. Introduction. 0

Les espaces nucléaires furent introduits par GROTHENDIECK [5] qui en a exposé la
théorie en termes de produits tensoriels topologiques. Ici, on expose quelques pro-

priétés des espaces nucléaires sans référence explicite aux produits tensoriels,
les résultats étant, bien entendu, essentiellement dus à GROTHENDIECK 0

Les espaces vectoriels topologiques considérés dans la suite seront des espaces
localement convexes séparés sur R ou sur C . Suivant [5], on associe à un tel
espace E deux sortes d’espace normé :

(a) A tout voisinage convexe équilibré U de 0 (dont on désigne la jauge par

Pu ), on associe l’espace normé E , obtenu en munissant l’espace vectoriel quo-
tient de la norme quotient

L’application canonique

de E sur l’espace quotient est alors continue. Quand V est un voisinage convexe

équilibré contenu dans U , y il existe une application unique, qui sera appelée ca-

nonique, de Ev sur telle que le diagramme suivant soit commutatif :

(b) A tout ensemble borné convexe équilibré B de E, on associe l’espace E B
obtenu en munissant l1espace vectoriel engendré par B de la norme jauge de B .

L’injection naturelle

est alors continue. il y a un diagramme commutatif analogue au précédente mais on se

servira seulement de la propriété suivante s L’espace de Banach dual de EU est

précisément E’ (Et désignant le dual de E, et U le polaire de U ).
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1. Applications nucléaires.

DÉFINITION (1). - Soient E et F deux espaces localement convexes, et soit u

une application linéaire continue de E dans F . L’application u sera dite nu-

cléaire quand elle peut être écrite sous la forme

(1)

où :

x’ est une suite équicontinue de formes linéaires sur E,
n

y est une suite bornée d’éléments de F ,
n

À est une suite sommable de scalaireso
n

Remarque. - Dans le cas où E et F sont des espaces normés, u est nucléaire

si, et seulement si,

où un est une suite d’applications linéaires de rang 1 , telle que X ~un~ 1  + oo.
~ 

n

PROPRIETES.

jo Toute application nucléaire est précompacte.

2o La composée à gauche ou à droite dl une application nucléaire par une applica-

tion linéaire continue est une application nucléaire.

30 (Prolongement) Soient E et F deux e. 1. c. séparés, F étant complet.

Soient El un sous-espace vectoriel topologique de E, y ul une application nu-

cléaire de El dans F . Alors, il existe une application nucléaire de E dans

F , dont la restriction à E est u . 0

(1) On obtiendrait une définition équivalente à celle de GROTHENDIECK, en impo-
sant à la suite y d’appartenir à un ensemble borné convexe équilibré B, tel

que l’espace F B soit complet (voir [5], chap. 1, définition 4, p. 80 et 83).
Suivant A. PIETSCH ~6~, nous n’avons pas imposé cette condition. Quand F est un

espace complet, la présente définition coïncide avec celle de GROTHENDIECK, car
alors l’enveloppe convexe équilibrée fermée B de la suite y est complète, et

l’espace est complet a fortiori. 
n
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4° La transposée d’une application nucléaire est nucléaire quand les espaces
duaux sont munis de la topologie forte.

Les démonstrations sont immédiates :

1° Il suffit de remarquer que, dans la représentation on peut, sans restrein-

dre la généralité, y supposer que yn est une suite tendant vers zéro. Alors l’ima-

ge par u d’un voisinage convenable de zéro est contenue dans l’enveloppe convexe

équilibrée fermée de la suite y , et par conséquent précompacte.
2° La forme (1) est conservée en composant à gauche ou à droite par une applica-

tion linéaire continue.

3° C’est une application du théorème de Hahn-Banach suivant lequel on peut pro-

longer les formes linéaires x~ , y définies sur E , y à E , y de sorte que la suite

des prolongements soit équicontinue. Le fait que F est complet assure que la som-

me (1) converge encore pour tout x de E 0

4° u(y’) = Z B (y y y’) Xl, y’ E F’ . La somme, convergeant normalement

dans l’espace de Banach lorsque appartient à vO , ’ converge a fortiori

dans l’espace E’ . La suite y étant bornée dans F, y définit une suite équi-
continue de formes linéaires sur F’ . tu est donc nucléaire.

C. Q. F. D.

La propriété 2° entraîne y en particulier, y que si l’application u : E -&#x3E; F est

nucléaire, si E 1 est un sous-espace de E , et- F un sous-espace de F~ , y l’ap-

plication composée u : E~ -&#x3E; E -~ F ~ F est encore nucléaire. Par contre, y si

u(E) est un sous-espace strict de F , l’application u : E -&#x3E; u(E) n’est pas, y

en général, s nucléaire ~2~a Cependant, y on a la propriété suivante (voir PIETSCH

[ 6 J) : t

5° Soient E un eo 1. o c.9 F un espace normé, et u une application nucléaire

de E dans F , y dont l’image est contenue dans un sous-espace dense G de F .

Alors l’application u : E -&#x3E; G est nucléaire.

Démonstration. - Par hypothèse,

( ) Si u(E) est contenue dans un facteur direct G dans F , l’application
u : E -~ G est nucléaire, y d’après la propriété de composition ; cela explique
plus loin l’emploi des espaces hilbertiens.
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où x’ n est une suite équicontinue de formes linéaires sur E, yn une suite dans

F telle que

Comme G est dense dans F, y on peut trouver une suite dans G, telle

que

Alors, si x’ = x’ , pour tout m ,
n,m n

ou

ce qui prouve l’assertion.

Remarque. - En particulier, soient E un e. 1. ca, F un espace normé, u une

application linéaire continue de E dans F 9 soit, en outre, û le prolongement

continu de u aux espaces complétés y et soit u la restriction de û à E .

Il y a alors équivalence entre les propositions suivantes 2

u est nucléaire;

Ü est nucléaire 9

u est nucléaire.

2. Espaces nucléaires (définition et propriétés immédiates).

PROPOSITION. - Soit E un espace localement convexe séparé. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes ~ i

(a) Pour tout espac,e normé F, toute application linéaire continue de E dans

F est nucléaire ;
(b) E admet une base de voisinages convexes équilibrés B , ayant la propriété

suivante : Quel que soit le voisinage U dans B , l’application canonique
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est nucléaire : t

(c) E admet une base de voisinages convexes équilibrés @’ y ayant la propriété
suivante : i Quel que soit le voisinage U dans , il e xiste V dans B’ , V

contenu dans U, tel que l’application canonique EV -&#x3E; EU soit nucléaire.

DÉFINITION. - On appelle espace nucléaire y un espace localement convexe séparé
satisfaisant aux propriétés (a), (b), (c) ci-dessus (3).

Démonstration de l’équivalence de ( a), (b ), o

(a) implique (b) : C’est trivial.

(b) implique (c) ~ En effet, y on peut prendre ~I == (B . 0 Soit U un voisinage dans

la base ? ~ et notons x ~2014~ X l’application canonique E -~ E2014 y qui est nuclé-

aire par hypothèse, et s’écrit

où xn est une suite équicontinue de formes linéaires sur E o appartient au

polaire V d’un voisinage V, et on peut, quitte à diminuer V y supposer que

V est contenu dans U et appartient à ? . Alors l’application canonique x -~ x

de EV sur EU s’écrit

où désigne la forme linéaire (de norme inférieure à 1) sur , obtenue par
passage au quotient à partir de x’ . La suite x étant bornée dans et la

suite 03BBn étant sommable par hypothèse, y l’application canonique E V -&#x3E; EU est

bien nucléaire ~ (B satisfait la propriété (c~. o
(c) implique (a) : Soit F un espace normé arbitraire, y et soit u : E -~ F

une application linéaire continue. Soit U un voisinage de la base 43,’ contenu

dans l’image réciproque par u de la boule unité de F. Soit V un voisinage

de la base (B* contenu dans U tel que l’application canonique EV -~ EU soit

nucléaire, alors l’application u étant composée, y

est nucléaire d’après la propriété 2° des applications nucléaires.

(3) Cette définition est bien équivalente à celle de GROTHENDIECK
chap. 2, p. 34, théorème 6, et, dans cet exposé, la propriété 5 des applications
nucléaires, ainsi que la remarque à la fin du ~ 1)0 4 -
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Exemple (trivial) : Tout e. 1. Co séparé muni de sa topologie affaiblie est nu-

cléaire (voir § 5, pour d’autres exemples).

Remarque. - Pour que E soit un espace nucléaire, y il suffit que la propriété (a)
de la définition soit vérifiée pour tout espace de Banach s E est nucléaire, si

les applications linéaires continues, y à valeurs dans les espaces de Banach, sont

nucléaires (voir la propriété 5° des applications nucléaires). Il s’ensuit, en par-

ticulier, que E est nucléaire si, y et seulement si, y son complété est nucléaire.

PROPOSITION. - Dans un espace nucléaire, toute partie bornée est précompacteo

Dans un espace nucléaire complet, toute partie fermée bornée est compacte.

Démonstration. - Il suffit de prouver la première assertion. C’est une conséquen-
ce du fait que E est un sous-espace vectoriel topologique du produit n E
( (8 base de voisinages de E ) et du fait que les projections E ~ EV sont nu-

cléaires donc précompacteso

DÉFINITION. - Soient E et F deux e a 1. c. , et soit B une forme bilinéaire

continue sur E x F . On dira que B est nucléaire, y quand elle peut être écrite

sous la forme

(2)

où xt y’ ) est une suite équicontinue de formes linéaires sur E (resp.
- n n ...; ... -...- .. - - 

- - 

..." - -

F ) , et où 03BB 
n 

est une suite sommable de scalaires - 0

THÉORÈME (des noyaux). - Soient E un espace nucléaire, et F un espace loca-

lement convexe quel conque . Alors toute forme bilinéaire continue sur E x F est

nucléaire.

Ce théorème généralise, dans un sens, le théorème des noyaux de L. SCHWARTZ, se-

lon lequel toute forme bilinéaire continue sur O x Q est de la forme

où T est une distribution sur l’espace produit.

Le théorème des noyaux ci-dessus est caractéristique des espaces nucléaires, et

est à l’origine du terme "nucléaire" (voir § 3 du présent exposé).

Démonstration. - Soit B une forme bilinéaire sur E x F . Il existe des semi-

normes continues p et q telles que
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Soit U = E : p(x) ~ 1} o L’application bilinéaire B se décompose en fac-

teurs : 1

6 étant une forme bilinéaire continue sur E U x F . e

L’application canonique x -~ i de E sur Eu est nucléaire y donc s’écrit

où est une suite équicontinue de formes linéaires sur E y x est une suite

de normes inférieures à 1 dans EU 9 y et hn est une suite de scalaires sommableso

Alors,

( x représentant de x )0
n n

Définissons la suite y’ par (y , y’ ) = B(x , y) o

n n n

Cela prouve que la suite yt n est équicontinue, et achève la démonstration. 0

Remarque. - On a démontré plus précisément que, y sous les hypothèses du théorème,

on peut représenter sous la forme (2) un ensemble équicontinu de formes bilinéaires,
la suite X 

n 
et la suite x’ n demeurant fixes, la suite y’ étant extraite d’une

partie équicontinue fixe de F’ s

3. Critères de nucléarité en termes de mesures de Radon.

Soit E un e. 1. c., et soit A une partie équicontinue du dual E’ , fermée

pour la topologie faible E) . Alors A est compacte pour cette topologie.

DÉFINITION. - On dira qu’une semi-norme p sur E est de type L1 , si elle

peut être écrite sous la forme



13-08

où A est une partie équicontinue faiblement fermée du dual, et ~ est une mesure

de Radon positive sur A o

Une semi-norme de type Li est évidemment continue. La représentation ci-dessus

n’est pas uniqueo On peut, y si  ~ 0 , y se ramener au cas où la masse de  est 1

(prendre à la place de l’image de / B ~ par l’homothétie de ra pp ort ~(A)).

Ondéfinit de la même manière les semi-normes de type 12: 1

et plus généralement de type L .

Ceci étant 1 on a le critère suivant i

CRITÈRE (PIETSCH) (4). - Un e. o 1. c. séparé E est nucléaire si, et seulement si,

chaque semi-norme continue est majorée par une semi-norme de type o

C’est une conséquence du théorème suivant : .

, B

THEOREME. - Soit E un e. o 1. o c. séparé. Alors, y chacune des propriétés suivantes

est équivalente â la nucléarité de E â

1 ° Les semi-normes de type L forment un fondamental de semi-normes conti-
nues de E ~ 9

2° Les semi-normes de type L2 forment un système fondamental de semi-normes

continues de E ; 9

3° (i) Il existe une base ? de voisinages convexes équilibrés de 0 dans E ,

telle que pour y soit un espace de Hilbert, 9

(ii) Pour tout U dans ffi 2 ’ il existe v dans V C U tel que l’applica-
tion canonique

soit une application de Hilbert-Schmidt (5).
Démonstration 0 - Dans l’ordre : w

(4) Ce critère a été énoncé par A. PIETSCH [6J. C’est une conséquence de 5
(chap. 1, définition 7, p. 126-127, et corollaire du théorème 10, p. 134~o On en
donne ici une démonstration élémentaire, y suivant ScHAEFER [7].

(5) ~ désigne le complété de Eu a
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Supposons E nucléaire, et soit p une semi-norme continue. o Soit

l’application canonique E -&#x3E; EU , étant nucléaire, s’écrit

où n est une suite de formes linéaires équicontinue, x une suite de scalaires

sommable, et x une suite dans E telle que p(x) ~ 1 o Si P désigne la norme
n n

quotient sur .

mais le membre de droite est la semi-norme de type L1 , définie par la mesure de
masse 1 au point x’ . Les semi-normes de type L1 forment bien un système
fondamental .

1° implique 2° : C’est évident, d’après l’inégalité de Schwarz s

2° implique 3° : s D’après 2°, l’ensemble des voisinages de la forme

où q parcourt l’ensemble des semi-normes de type L2, 9 forme une base de voisina-

ges que nous prenons comme base 2. . Si

E- s’identifie à un sous-espace de L 2/ (A y )J,) B y donc E- ~ est bien un espace de

Hilbert.

Pour satisfaire à (ii), montrons que, si V est un voisinage de S tel que

V c Un l’application canonique

est une application de Hilbert-Schmidt. On doit démontrer pour cela que, 

est une base orthonormée de y
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Soit x un élément de E , y et i (resp. x ) son image canonique dans Ev
(resp. o Alors,

Le dual de est E’ . 

A 

étant hilbertien, on a un anti-isomorphismeLe dual de V est E’ 0 . EV étant hilbertien; , on a un anti-isomorphisme

tel que

e est en outre faiblement continu, et transforme la boule unité V~ de en

la boule unité B de .. 
V

Soit alors v l’image par e de la mesure ~ ; 
° 

9 comme V C A C vO , 9 donc

v est portée par B. v a d’ailleurs la même masse finie que  .

Par continuité, y on a

Si (x ) l 
est une base orthonormée,dans R- y on a, y pour toute partie finie J

de I,

donc

ce qui prouve que (p est une application de Hilbert-Schmidt, et que É3~ satis-

fait aux propriétés (i) et (ii)o

3° entraine que E est nucléaire. Cela découle immédiatement du critère (c) de

nucléarité et du lemme suivant :

LEMME. - Soient H des esp aces de Hil’bert .°, et soient u ô H~ -~ H2
et v : H -&#x3E; H 3 des applications de Hilbert-Schmidt. Alors l’application compo-

sée
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est nucléaire. 0

Rappelons qu’une application linéaire u : H -&#x3E; H2 est dite application de

Hilbert-Schmidt, quand il existe une base orthonormée (x ) de H telle que

la somme

est finie.

Dans ce cas, y tous les termes de cette somme, sauf au plus une infinité dénombra-

ble d’entre eux, sont nuls, donc l’image u(H ) est séparable.

Dtutre part y si ~y ~ _, est une base orthonormée de H2 ,

de sorte que

Il s’ensuit que la somme (s) ci-dessus est indépendante de la base orthonormée
,

(x ) choisie, y et que l’adjoint u de u est aussi une application de Hilbert-

Schmidt.

Ceci étant, montrons que l’application w = v o u est nucléaire, v et u

étant de Hilbert-Schmidt. Soit une base orthonormée dans 

alors

où

west de rang 1 , y et
TI

û et v étant de Hilbert-Schmidt,
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Cela prouve que est nucléaire? d~où le lemme.

Pour achever la démonstration du théorème y on remarque qu’une base ? satisfai-

sant aux propriétés (i) et (ii), satisfait aussi à la propriété E 2 ’
B V E ~2’ V c U tel que l’application canonique EV -~ EU soit nucléaire. Cela

découle du lemme précédent et de la remarque suivant la propriété 5° des applica-

tions nucléaires, et cela termine la démonstration du théorème.

. 

Remarque. - La caractérisation 3° permet le lien avec le point de vue de GEL’FAND

et VILENKIN [3J sur les espaces nucléaires. o Il est facile, y en effet, d’en déduire

le critère suivant :

CRITERE. - Un espace de Fréchet est nucléaire si, et seulement si, y il est limite

projective .

d’une suite d’espaces .de Hilbert, les projections p 
n,m 

étant nucléaires (ou seu-
lement Hilbert-Schmidt, ou seulement pour m assez grand par rapport à n ).

COROLLAIRE (Réciproque du théorème desnoyaux). - Soit E un e. 1. c. tel que, y

pour tout espace de Banach F , 9 les formes bilinéaires continues sur E x F soient

nucléaires. Alors E est un espace nucléaire.

Démonstration. - On montre que le critère de Pietsch est satisfait i Soit p

une semi-norme continue sur E . 0 Soit U = (x ° p(x) ~ 1’} . La forme bilinéaire

continue

est nucléaire.

où Xl est une suite équicontinue de formes linéaires sur E e x" une suite de

formes linéaires sur Et de norme inférieure à 1 , y et où (x ) est une suite
~0 n

de scalaires sommable. Alors
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p est majoré par la semi-norme de type 11 1 définie par la mesure de masse lÀ n 1
au point x’ .

4. Théorème de permanence.

THÉORÈME 1. - Tout sous-espace vectoriel topologique d’un espace nucléaire est

nucléaire.

THÉORÈME 2. - Tout espace quotient séparé d’un espace nucléaire est nucléaire.

THEOREME 3. - La somme directe localement convexe d’ une suite d’espaces nucléaires

est nucléaire.

THEOREME 4. - Tout produit d’espaces nucléaires est nucléaire.

Il s’ensuit que toute limite projective d’espaces nucléaires est nucléaire (sous-

espace d’un produit), et que la limite inductive d’une suite d’espaces nucléaires

est nucléaire (quotient séparé d’une somme directe localement convexe).

Rappelons qu’un espace localement connexe est nucléaire si, y et seulement si, y son

complété est nucléaire. Nous énonçons sans démonstration le théorème suivant :

THEOREME 5. - Un espace de Fréchet est nucléaire si, y et seulement si, son dual

(fort) est nucléaire. 
’ 

’

Nous donnons ici des démonstrations des théorèmes 1 à 4 à peu près telles qu’elles

sont indiquées dans ~7~. Pour la démonstration du théorème 5, on pourrait consul-

ter, outre [5], les travaux de SCHAEFER [7] et 

Démonstration du théorème 1. - Soient E un espace nucléaire, et F un sous-

espace. Soit V = FnU , 1 U E (base de voisinages hilbertiens). On démontre que

l’application canonique

ou ce qui revient au même (§ 1, propriété 5°}f que l’application

est nucléaire.

La jauge de V dans F est la restriction à F de la jauge de U dans E .

F~~ s’identifie à un sous-espace de et Fy à un sous-espace de E~ . o L’appli-

cation F -&#x3E; est alors composée suivant le diagramme
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où i désigne l’injection canonique de F dans E , et p la projection orthogo-

nale de Êu sur F.- (ou n’importe quel projecteur continu de Êu sur ). Elle

est donc nucléaire, d’après la propriété 2° du § 1.

Démonstration du théorème 2. - Soient E nucléaire, et F = E/N un espace quo-

tient séparé. On montre que F satisfait la propriété (c)o o Soit 03C0 : E ~ F

l’application canonique sur le quotient.

Soit ~1 l’ensemble des voisinages de la forme n(U) où ue S2’ o (B est une

base de voisinages dans F . o Montrons que ~1 a la propriété (c).

Soit V = ïr(u) e (B~ . o Il existe U e ~2’ U c U tel que l’application canoni

que

soit nucléaire. Alors, si Vi = n(U1) , l’application canonique

est nucléaire (ce qui entraîne (c), d’après la remarque suivant la proposition 5

du § l). o En effet , V (resp. R, ) s’identifie cette fois à un espace quotient
de Ê B~ ) ,. et le diagramme 

A A 
A

EU1 étant un espace de Hilbert, FV1 peut être identifié à un sous-espace de EU
1

On conclut comme précédemment.

Démonstration du théorème 3. - Soit E la somme directe localement con-

vexe d’une suite d’espaces nucléaires. Comme ensemble, E est le sous-espace de

H E formé par les familles (x ) , dont toutes, sauf un nombre fini de compo-
n n

n
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santes, sont nulles. La topologie admet pour base de voisinages de 0 les envelop-

pes convexes équilibrées d’ensembles où U est un voisinage de 0 ar-
n n n

bitraire dans En . 0 On identifie En à un sous-espace de E a

Montrons que E satisfait la propriété (a): Si F est un espace normé arbitrai~

re, u une application linéaire continue de E dans F , y alors u est nucléaire.

Soit u la restriction de u à E . u est nucléaire, donc

où

{Xl.}. est une suite équicontinue pour chaque n . Désignons par Z1 . la forme
n,1

linéaire sur E obtenue en prolongeant x’ . par zéro sur les espaces facteurs
n,l

différents de E .
n .

Si x’ . U voisinage de 0 dans E ,
n,m ’ n 

" 
n

Cela prouve que la suite z’ , est équicontinue sur E (l’enveloppe convexe ëqui-
n,l ’

librée de 03C0 U est aussi contenue dans le second ensemble ci-dessus). Pour tout
n

x de E,

et comme

cette formule prouve que u est nucléaireo

Démonstration du théorème 4. - Soit

un produit arbitraire d’espaces nucléaires. On montre que E satisfait la propriété

(a).
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Soient F normé, p et u i E -~ F linéaire continue. Compte tenu de la structure

des voisinages de 0 dans E y il est clair qu’il existe une partie finie J de

1 y telle que u se factorise ô

Or,

est nucléaire, y d’après ce qui précède, y donc û est une application nucléaire, donc

aussi u, y d’après la propriété 2° des applications nucléaires.

5. Exemples.

A. Exemples d’applications nucléaires.

(a) Soit C(K) l’espace des fonctions continues sur l’espace compact K à va-

leurs réelles (resp. complexes), et soit E un e. 1. c. séparé sur R (resp.
sur C ~.

Soit

une application nucléaire (mesure vectorielle nucléaire). 0 m est donc de la forme

où yn est une suite bornée dans E , et où  n est une suite de mesures de Radon

sur K , telle que

Soit

Chaque mesure ~ est à densité pn par rapport à ~ , et on peut supposer

m s’écrit alors
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On a donc démontré la proposition suivante 1

PROPOSITION. - Toute mesure nucléaire sur un espace compact est à densité (bor-

née) par rapport à une mesure scalaire positive.

La densité admet,en outre, une représentation en série comme ci-dessus.

Remarque. - En particulier, la mesure m est continue pour la topologie induite

par Ll(~) .
On démontre qu’inversement y si E est un espace de Fréchet, toute mesure vecto-

rielle à densité (dans L-(u,) ) par rapport à  est nucléaire ( ). a Il en découle, 9

par exemple, qu’une application linéaire de C(K) dans C(K’) définie par un

noyau continu G et une mesure scalaire ~ , , est nucléaire : t

ou

V est bien une mesure à densité (continue) par rapport à .

(b) De la même manière y on montre que les applications nucléaires définies sur un

espace L1(~) sont de la forme

où g est une fonction vectorielle bornée admettant un certain développement en

série.

B. Exemples d’espaces nucléaires.

1° Sous-espaces nucléaires d’un espace C(n) . - Soient 0 un espace localement

compact, et l’espace des fonctions continues sur Q (réelles ou complexes),
muni de la topologie de la convergence compacte définie par les semi-normes

(6) Pour une démonstration élémentaire, 9 voir [?]? p. a 94-96.
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r v 7
THÉOÈEME ( ). - Soit E un sous-espace vec toriel topologique Pour que

E soit nucléaire, il faut et il suffit qu’à chaque compact K, on puisse associer

une mesure de Radon positive à support compact,  , telle que

Démonstration. - La condition est suffisante, d’après le critère de Pietsch : i En

effet, la semi-norme

est une semi-norme de type L au sens du § 3, car les formes linéaires sur E ,

forment un ensemble équicontinu, quand t parcourt le support compact De

plus 1 l’application

est faiblement continue, puisque E est constitué de fonctions continues. Si v

est la mesure image de ~ par cette application,’

où

La condition est nécessaire ~ t Notons E~ l’espace E y où

E K s’identifie au sous-espace de C(K) constitué par les restrictions à K des

fonctions de E o Si E est nucléaire, on a la propriété suivante :

Quel que soit le compact K, il existe K~ contenant K tel que l’application

canonique 
.

(~) Ce théorème sera énoncé par HINRICHSEN dans un exposé du présent séminaire
[10]. Nous le démontrons ici en faisant appel seulement aux notions introduites
dans cet exposé.
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soit nucléaire (cette application est simplement le "restriction"). D’après les
propriétés 2° et 3° du § 1 , y cette application admet un prolongement nucléaire

Ce prolongement est une mesure nucléaire y et d’après une remarque faite à propos
de l’exemple précédent, il existe une mesure ~ sur K telle que l’application
soit continue par rapport à la topologie induite par Ll(~) . L’application res-
triction E -~ EK est donc elle-même continue par rapport à la topologie indui-

te par L1( ) . C’est dire qu’il existe une constante C telle que

C. Q. F. D.

Remarque. - On a, a fortiori, y

Réciproquement, si, à chaque compact K y on peut associer une mesure  vérifiant

l’inégalité ci-dessus, y l’espace E est nucléaire. Cela découle du théorème du § 3.

Le théorème des noyaux donne ici le résultat suivant : i

Soit E un sous-espace nucléaire Alors, y toute forme bilinéaire conti-

nue sur E x E (ou E x est de la forme

où ~ est une mesure à support compact sur Q x Q . o En effet, on sait que

où ( n) (resp. (B! ) ) est une suite de mesures de Radon à support contenu dans

un compact indépendant de n , de masse uniformément bornée, et où X n est une

suite de scalaires sommable (8). Alors, la mesure

convient.

(8) En principe, il s’agit d’une suite équicontinue de formes linéaires x’ sur

E . Mais, y d’après HAHN-BANACH, on peut trouver une suite p de formes linéaires
équicontinues sur C(n) , y telle que  n prolonge 0 

n
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2° Es aces de fonctions indéfiniment dérivables. ~- L’espace Ôl~ des fonctions

indéfiniment dérivables sur R y à support dans le compact K y muni de la topo-

logie de’la convergence uniforme pour toutes les dérivées, y est un espace nucléaire.

C’est une conséquence immédiate du critère de Pietsch :

Les formes linéaires

forment un ensemble équicontinu et dépendent continûment (pour la topologie faible)
de x . Comme précédemment (exemple précédent), il s’ensuit que la semi-norme figu-

rant à droite dans l’inégalité ci-dessus est une semi-norme de type L~ . De 
pour tout symbole de dérivation D ,

et la semi-norme à droite est de type Les semi-normes de type L~ formant

un système fondamental de semi-normes, y p 
K 

est bien nucléaire. 4 L’espace O , limite

inductive d’une suite d’espaces (0.,. ~ est donc aussi nucléaire.

L’espace &#x26; des fonctions indéfiniment dérivables sur R y muni de la topologie
de la convergence compacte pour toutes les dérivées y est nucléaire,étant sous.es-

pace d’un produit d’espaces OK (cf. D’ailleurs, on peut aussi appliquer

directement le critère de Pietsch en utilisant 1~inégalité :

où

La semi-norme à droite est une semi-norme de type L~ sur ~9 et il en est de mê-

me des semi-normes obtenues en remplaçant 03C6 par une de ces dérivées. Les semi-

normes de type L définissent bien la topologie de &#x26;.
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Le théorème des noyaux donne ici le résultat (classique) suivant :

Toute forme bilinéaire continue sur S x a (resp. ë x 0 ) est de la forme

où T est une distribution dans l’espace produit (resp. une distribution à support
compact dans l’espace produit). Pour démontrer ceci dans le cas de O x 0 y on peut
se ramener aux espaces par restriction. Les formes linéaires TK sur

OK K obtenues comme dans l’exemple du 10 vérifient

TT est bien déterminée par , et quand K C (B~. C ~ 1 ’ , et T , prolonge~ " K K
TK 4 Les T sont donc les restrictions d’une distribution T qui convient.

3° L’espace des fonctions harmoniques sur Rn . - Soit 0 un ouvert de e

L’espace des fonctions harmoniques dans Q (réelles ou complexes) est nucléaire.

En effet, la propriété de la médiation spatiale donne immédiatement le résultat

suivant : i Pour tout compact K C soit

E étant assez petit pour que Alors, y

pK(u)  Cte H lui dx , pour toute fonction harmonique u .

L’espace est donc nucléaire, d’après le critère de Pietech (voir le 1° ci-dessus).

On pourrait aussi déduire ce résultat des propriétés de permanence des espaces

nucléaires y mais celles-ci donnent des résultats plus généraux : 1

4° Espaces de solutions d’une équation Du = 0 1 où D est un opérateur diffé-

rentiel hypo-elliptique. - Soit Q un ouvert de R . Soit E un sous-espace

vectoriel topologique fermé de constitué par des fonctions indéfiniment

différentiables. Alors E est nucléaire.

En effet, la topologie de E (induite par coïncide avec la topologie

induite par d’après le théorème du graphe fermé. E est donc nucléaire

comme sous-espace de ë(o) .

En particulier, si D est un opérateur continu dans tel que les solu-

tions de l’équation DT = 0 soient des fonctions indéfiniment différentiables,

l’espace des solutions muni de la topologie induite par est nucléaire.
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Un autre cas où l’on se trouve dans la situation décrite ci-dessus est le cas

suivant :

5° L’espace des fonctions holomorphes. - L’espace des fonctions holomorphes dans

un ouvert 0 de muni de la topologie de la convergence compacte, est nuclé-

aire.

C’est un sous-espace fermé de e(o) , constitué de fonctions indéfiniment déri-
vables (au sens réel). On peut d’ailleurs appliquer directement le critère de
Pietsch en utilisant la formule de Cauchy.

Les théorèmes de permanence conduisent à la propriété de recollement que voici :

Soit (2 un espace localement compact (resp. une variété C~), et soit (O.).
1 1

un recouvrement ouvert de Pour chaque i , soit E(~.~ un sous-espace de
1

do.) (resp. qui soit nucléaire. Soit E le sous-espace de 
1 ].

(respo de (00(0) ) des fonctions ~ telles que, pour chaque i , la restriction

de 03C6 à C2i appartienne à Alors E, muni de la topologie induite

par (resp. C~(03A9)), est nucléaire.

En effet, E s’identifie avec sa topologie à un sous-espace de fi E(Q.) , à sa-

voir le sous-espace des familles (f . ~ . pour lesquelles
1 1

Que l’injection

le produit des restrictions E - soit continu, est évident. Que ce soit

un homéomorphisme, découle du fait que chaque compact de Q est recouvert par un

nombre fini de 0

Cela permet d’étendre les conclusions sur les espaces précédents à leurs homolo-

gues définis sur les variétés.

6. Applications des espaces nucléaires à la théorie du potentiel au sens de BRELOT.

Notations. - Soit w un faisceau de fonctions harmoniques au sens de

Marcel BRELOT. sera muni de la topologie induite par celle de 

Pour a) ouvert régulier, on posera
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l’application définie par

H sera appelée la mesure harmonique relative à w 0

On posera aussi 13~ l’application

définie par

On remarquera que

La notation désigne sup lu(x)1 .
" 

xfK

/ ~

THEOREME 1. - On suppose les axiomes 1~2 et 3 de Marcel BRELOT. Pour tout ou-

vert w, 3~~) est nucléaire.

La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants i

Soit ? un sous-espace vectoriel topologique de t(w) tel que, pour

tout compact K C w , il existe une mesure de Radon j ~ 0 , à support compacta

vérifiant

Alors l’espace ? est nucléaire.

2. - L’axiome 3 entraîne i

Pour toute mesure de Radon   0 et  ~ 0 à support dans un domaine w , si

on pmse

alors
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Démonstration du lemme 1. - Voir 9 5 : Exemples d’espaces nucléaires.

Démonstration du lemme 2. -- Il est vrai, sinon, y il existerait un compact 

et une suite h E A tels que 
n 

q pK n

Soit

On a

donc h est finie -presque-partout, y donc partout (car  ~ 0 , et h est harmo-

nique).

Cependant, y

d’où une contradiction.

Démonstration du théorème. - Soit K un compact 0 En remarquant que K

est réunion finie de compacts, chacun inclus dans un domaine régulier on

peut supposer

K c 000 c ~ avec 000 domaine régulier.

Soient h e H(03C9), x0 ~ 03C90 et f = Pour x E K , on a

d’ après le lemme 2, on a

Par suite,

Ainsi, les conditions du lemme 1 sont vérifiées, et ~(w) est nucléaire.



13-25

COROLLAIRE 1. - ~(w) étant complet et nucléaire? tout ensemble borné est rela-

tivement compact, donc équicontinu, d’après le théorème d’Ascoli (voir BOURBAKI [1],
§ 2, n° 5, corollaire 3 du théorème 2).

En particulier, soit

4l 
Xo 

est uniformément équicontinu sur tout compact.

COROLLAIRE 2. - Soit w relativenent compact, w ~ 03C91 C w . L’application

Démonstration. - Posons H03C91 l’espace quotient de :M(W2) par les fonctions

nulles sur ml ’ muni de la topologie déduite de la semi-norme p- sur 

OE étant compact, E- est normé, donc l’application canonique1 w 1

est nucléaire. D’autre part, l’application restriction se factorise:

Comme la deuxième application est continue, on peut conclureo

Rappels sur les mesures vectorielles. - Soit K un compact, et soit E un

e. 1. c. séparé. On appelle mesure vectorielle à valeurs dans E, une application

linéaire continue de C(K) dans E :

On pose

L’intégrale de f e 2 (m) est l’élément  f dm E E’ ’ , , défini par

THEOREME 2. - Soit ID un domaine régulier ; on posera H==H et Hf = J f dH . o
On a :
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1° Pour tout f ~ E(H) , H 
2° Pour tout feS(H) et toute ~6 C’(~) ,

3° Pour toute ~ et toute v (~0) E e’(w) , on a

40 étant muni de la topologie définie par les semi-normes toutes équiva-
lentes

alors f F-&#x3E; Hf est continue .

Démonstration. - La propriété 1 ° résulte du fait que est semi-réflexif

(car complet et nucléaire) (voir BOURBAK I [2], § 2, corollaire 2 de la proposition

3).

La propriété 2° résulte du fait o H = 6 . e

La propriété 3° dépend de l’axiome 3 : 1 On démontre d’abord que, si f est s. c.

i. ~0 , alors

Ceci reste encore vrai pour les f boréliennes positives. 0 Il s’ensuit que, pour

tout compact 

En remarquant que

et sachant que ces deux propriétés ne dépendent pas de u, y il vient : â

Enfin
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La propriété 4° résulte du fait que l’on a

Cas métrisable : On supposera Q à base dénombrable ; ~(w) est alors un espace

de Fréchet nucléaire, donc réflexif.

Soient F un Fréchet nucléaire, y E normé, u : i E -~ F continue.

Alors u est nucléaire.

Ce lemme résulte des deux propriétés suivantes 1

1° Un Fréchet est nucléaire si, et seulement si, son dual fort est nucléaire ; 9

2° E et F étant deux e. 1. c. séparés, y et u : i E -&#x3E; F nucléaire, alors

Fb -~ est nucléaire. °

THEOREME 3 0 - Soit W domaine régulier ( w est 03C3-compact, car Q est à base

dénombrable) , on a :

lOB: C’((&#x26;)) est nucléaire ~ 9

2° ~ H(03C9) est nucléaire 9 ainsi que son prol ongement à L ( H) = 

quelle   0,  ~ 0 ) j 
3° H est de base B , ~  &#x3E; 0 ; 9 on peut alors choisir pour densité une fonc-

tion &#x3E; 0 , bornée et mesurable 

Démonstration .

lo On a

2° se démontre d’après le lemme. 0

3° Désignons encore par H, le prolongement de H à L(E) = L1(B).
~

étant nucléaire, y on peut écrire ~ t

avec y suite bornée dans ~ (00) , y g suite dans I~(S ) , telles que ~’

n n ~ n,

On peut d’ailleurs choisir g tels que )g (t) )  .

n ~ n n

Soit Gt = 1 g n (t) y n ~ x(w) . La fonction Gt est Lusin-mesurable et bornée , et
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bn a

Soit (x ) une suite dense dans (D , alors G..(x ) ~ 0 , sauf sur un ensemblen t n

ë de B -mesure nulle.
n jjL

Posons

t est mesurable, bornée, et H t et on a
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