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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 13-01
(Théorie du Potentiel)
1le année, 1966/67, n° 13 16 février et 9 mars 1967

ESPACES NUCLEATRES

par Khélifa HARZALLAH et Erik THOMAS

0. Introduction.

Les espaces nucléaires furent introduits par GROTHENDIECK [5] qui en a exposé la
théorie en termes de produits tensoriels topologiques. Ici, on expose quelques pro-
priétés des espaces nucléaires sans référence explicite aux produits tensoriels,
les résultats étant, bien entendu, essentiellement dus & GROTHENDIECK.

Les espaces vectoriels topologiques considérés dans la suite seront des espaces
localement convexes séparés sur R ou sur C . Suivant [5], on associe & un tel

espace E deux sortes d'espace normé :

(a) A tout voisinage convexe équilibré U de O (dont on désigne la jauge par
PU ), on associe 1'espace normé EU s obtenu en munissant 1l'espace vectoriel quo-
tient E/Pai(o) de la norme quotient

X fi> PU(X) ( x représentant de % ).

L'application canonique

E >

de E sur l'espace quotient est alors continue. Quand V est un voisinage convexe
équilibré contenu dans U , il existe une application unique, qui sera appelée ca-

nonique, de EV sur EU y telle que le diagramme suivant soit commutatif :
L%

(b) & tout ensemble borné convexe équilibré B de E , on associe l'espace EB
obtenu en munissant l'espace vectoriel engendré par B de la norme jauge de B .
L'injection naturelle

EB - B
est alors contimie. I1 y a un diagramme commutatif analogue au précédent, mais on se
servira seulement de la propriété suivante : L'espace de Banach dual de EU est

précisément E'. ( B' désignant le dual de B , et UO le polaire de U ).

u°
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1. Applications nucléaires.

/
DEFINITION (1). - Soient E et F deux espaces localement convexes, et soit u

une application linéaire continue de E dans F . L'application u sera dite nu-

cléaire quand elle peut &tre écrite sous la forme

(1) u(x) = 2 A, 1D Y,
n>1
ou

xﬁ est une suite équicontinue de formes linéaires sur E ,

Yy est une suite bornée d'éléments de F ,

xn est une suite sommable de scalaires.

Remarque. — Dans le cas ob E et F sont des espaces normés, u est nucléaire

si, et seulement si,

u(x) =2 un(x) ,

n

ou u est une suite d'applications linéaires de rang 1 , telle que E:Hun” < + o,
n

PROPRIETES.

1° Toute application nucléaire est précompacte.

by

20 La composée & gauche ou a droite d'une application nucléaire par une applica-
1D g PP

tion lindaire continue est une application nucléaire.

30 (Prolongement) Soient E et F deux e. 1. c. séparés, F étant complet.

Soient E, un sous-espace vectoriel topologique de E , u, une application nu-

1 1
cléaire de E1 dans F . Alors, il existe une application nucléaire de E dans
F , dont la restriction a E1 est uy

E, ¢ E

1 °F
1\&
1™9p

(1) On obtiendrait une définition équivalente & celle de GROTHENDIECK, en impo-
sant & la suite y_ d'appartenir & un ensemble borné convexe équilibré B , tel
que 1l'espace Fp 80it complet (voir [5], chap. 1, définition 4, p. 80 et 83).
Suivant A. PIETSCH [ 6], nous n'avons pas imposé cette condition. Quand F est un
espace complet, la présente définition coincide avec celle de GROTHENDIECK, car
alors l'enveloppe convexe équilibrée fermée B de la suite v, est compléte, et
1'espace FB est complet a fortiori.



1303

4° La transposée d'une application nucléaire est nucléaire quand les espaces

duaux sont munis de la topologie forte,

Les démonstrations sont immédiates :

1° T1 suffit de remarquer que, dans la représenﬁation (1), on peut, sans restrein-
dre la généralité, supposer que Yy, est une suite tendant vers zéro. Alors 1'ima-
ge par u d'un voisinage convenable de zéro est contenue dans 1'enveloppe convexe
équilibrée fermée de la suite Ty o et par conséquent précompacte.

20 La forme (1) est conservée en composant & gauche ou & droite par une applica-
tion linéaire continue.

30 C'est une application du théortme de Hahn-Banach suivant lequel on peut pro-

longer les formes linéaires xﬁ , définies sur E, , a E , de sorte que la suite

1
des prolongements soit équicontinue. Le fait que F est complet assure que la som-

me (1) converge encore pour tout x de E .

40 tu(y') =2 xn(yﬁ AN xﬂ s, y' €F' ., La somme, convergeant normalement
n
dans l'espace de Banach E‘O lorsque xﬂ appartient a VO , converge a fortiori
v
dans l'espace Eé . La suite Y, o étant bornée dans T , définit une suite équi-

. . . t . .
continue de formes lindaires sur Fé . u est donc nucléaire.

C. Q. F. D.

La propriété 2° entraine, en particulier, que si l'application u : E - F est

nucléaire, si E, est un sous-espace de E , et- F un sous-espace de Fl , ltap-

1
plication composée u : E1 > E > F -» F1 est encore nucléaire. Par contre, si
u(E) est un sous~espace strict de F , l'application u : E -> u(E) n'est pas,
en général, nucléaire (2)° Cependant, on a la propriété suivante (voir PIETSCH

[6]) :

50 Soient E une. 1. c., F un espace normé, et u une application nucléaire

de E dans F , dont 1'image est contenue dans un sous-espace dense G de F .

Alors 1l'application u : E -» G est nucléaire.

Démonstration. - Par hypothese,

u(x) = z.(x , xi) v,
n

(2) si u(E) est contenue dans un facteur direct G dans F , l'application
ut E -G est nucléaire, d'aprés la propriété de composition ; cela explique
plus loin 1l'emploi des espaces hilbertiens.



13-04

ou Xé est une suite équicontinue de formes linéaires sur E , y, une suite dans
F telle que

i Hynn < + o
n

Comme G est dense dans F , on peut trouver une suite {yn m}m dans G , telle
9

que
va=Zv, .o e Iy <2y -
m m
Alors, si Xg’m = xﬁ , pour tout m ,
—_ 1
u(X) = 2 (x , Xn’m> yn,m ’
n,m
ou

3 oyl <t

ce qui prouve l'assertion.

Remarque. - En particulier, soient E wn e. 1. ¢c., F un espace normé, u une
application lindaire continue de E dans F ; soit, en outre, { le prolongement
continu de u aux espaces complétés, et soit wu, 1la restrictionde 0 a E .

1

u: BE->F, 4: B->F , u, :+ E->F .

I1 y a alors équivalence entre les propositions suivantes :
u est nucléaire ;
I est nucléaire ;

u1 est nucléaire.

2. Bspaces nucléaires (définition et propridtés immédiates).

PROPOSITION. - Soit E wun espace localement convexe séparé. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) Pour tout espace normé F , toute application linéaire continue de E dans

F est nucléaire ;

(b) E admet une base de voisinages convexes équilibrés ® , ayant la propriété

v
suivante : Quel que soit le voisinage U dans @ , 1'application canonigue

E -> EU
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est nucléaire :

(¢) E admet une base de voisinages convexes équilibrés ®' , ayant la propriété

y vV

suivante : Quel que soit le voisinage U dans B' , il existe V dans @'

contenu dans U , tel que l'application canonique EV - EU soit nucléaire.

I z rd
DEFINITION. - On appelle espace nucléaire, un espace localement convexe séparé

satisfaisant aux propriétés (a), (b), (c) ci-dessus (3).

Démonstration de 1l'équivalence de (a), (v), (e).

(a) implique (b) : Cl'est trivial.

(b) implique (c¢) : En effet, on peut prendre B' = B . Soit U un voisinage dans
la base B8, et notons x }-> ¥ 1l'application canonique E -> EU , qui est nuclé-
aire par hypothése, et s'éerit

< o\ s
¥ =2 xn(x ’ xn} xn ,
n
ou Xﬂ est une suite équicontinue de formes linéaires sur E . xﬁ appartient au
polaire V~ d'un voisinage V , et on peut, quitte & diminuer V , supposer que
V est contenu dans U et appartient & 6 . Alors l'application canonique X -» ¥
§ £
de Ev sur EU stécrit
e — o O, [x)
¥ =2 kn(x ’ xn) £ s
n
ou iﬁ désigne la forme lindaire (de norme inférieure & 1) sur EV , obtenue par
passage au quotient & partir de xﬁ . La suite in étant bornée dans EU , et la
suite Ay étant sommable par hypothése, 1l'application canonique EV -> EU est
bien nucléaire ; B satisfait la propriété (c).

(c) implique (a) : Soit F wun espace normé arbitraire, et soit u ¢ E -» F
une application linéaire continue. Soit U wun voisinage de la base B' contenu
dens 1l'image réciproque par u de la boule unité de F . Soit V un voisinage
de la base @' contenu dans U tel que l'application canonique E, = E,, soit

U
nucléaire, alors l'application u étant composée,

us:s E -> EV -3 EU -> P

est nucléaire d'aprés la propriété 2° des applications nucléaires.

(3) Cette définition est bien équivalente & celle de GROTHENDIECK (voir [5],
chap. 2, p. 34, théoréme 6, et, dans cet exposé, la propriété 5 des applications
nucléaires, ainsi que la remarque & la fin du § 1).
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Exemple (trivial) : Tout e. 1. c. séparé muni de sa topologie affaiblie est nu-

cléaire (voir § 5, pour d'autres exemples) .

Remarque. — Pour que E so0it un espace nucléaire, il suffit que la propriété (a)
de la définition soit vérifide pour tout espace de Banach : E est nucléaire, si
les applications linéaires continues, & valeurs dans les espaces de Banach, sont
nucléaires (voir la propriété 5° des applications nucléaires). Il s'ensuit, en par-

ticulier, que E est nucléaire si, et seulement si, son complété est nucléaire.

PROPOSITION. - Dans un espace nucléaire, toute partie bornée est précompacte.

Dans un espace nucléaire complet, toute partie fermée bornée est compacte.

Démonstration. = Il suffit de prouver la premidre assertion. C'est une conséquen-

ce du fait que E est un sous-espace vectoriel topologique du produit M Ev
vel
( 8 base de voisinages de E ) et du fait que les projections E -» EV sont nu-

cléaires donc précompactes.

7
DEFINITION. - Soient E et F deux e. l. c., et soit B une forme bilinéaire

continue sur E x F . On dira que B est nucléaire, quand elle peut &tre écrite

sous la forme

(2) B(x , y) =Z A\ (x, )T 5 7)) s
n

ou xﬁ (resp. yﬁ ) est une suite équicontinue de formes linéaires sur E {resp.

F ), et ou hn est une suite sommable de scalaires.

/N
THEOREME (des noyaux). — Soient E un espace nucléaire, et F un espace loca-

lement convexe quelconque. Alors toute forme bilinéaire continue sur E x F est

nucléaire.

Ce théoréme généralise, dans un sens, le théoréme des noyaux de L. SCHWARTZ, se-

lon lequel toute forme bilinéaire continue sur © x @ est de la forme
B(cp;\)})=<T'(p®\li>9
ou T est une distribution sur l'espace produit.
Le théoreme des noyaux ci-dessus est caractérisktique des espaces nucléaires, et

est & 1l'origine du terme "nucléaire" (voir § 3 du présent exposé) .

Démonstration. = Soit B une forme bilindaire sur E x F . Il existe des semi~-

normes continues p et q telles que
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13z , v)| < o(x) a(y) , i x€E, Vy€ F .

Soit U={x€e E: p(x) < 1} . L'application bilinéaire B se décompose en fac-

teurs

ExF -—§—> C

\ /5
EU x F

B éStant une forme bilindaire continue sur EU x P .

L'application canonique x =» ¥ de E sur EU est nucléaire, donc s'écrit
}"{:Z X x! X
RCIREINE

ol xﬁ est une suite équicontinue de formes linéaires sur E , in est une suite
de normes inférieures & 1 dans EU , et An est une suite de scalaires sommables.

Alors,

B(X ’ y) = é(i s y) =Z )\n<X ’ f{n> é(in 9 y)
=2 )\n<X ? XA) B(Xn ? y)

( x représentant de % ).

Définissons la suite y! par (¥ , y)) = B(xn , V) .

I, v < p(x) a(y) < aly) .

)

Cela prouve que la suite yﬁ est équicontinue, et achdve la démonstration.

Remarque. - On a démontré plus précisément que, sous les hypothéses du théoreme,
on peut représenter sous la forme (2) un ensemble équicontinu de formes bilinéaires,
la suite hn et la suite xﬂ demeurant fixes, la suite yﬁ étant extraite dtune

partie équicontinue fixe de F'

3, Critéres de nucléarité en termes de mesures de Radon.
NN NN NS NG NI NI NS NI NG NT NI NS NI N NI NI NI NS NI NSNS NSNS NM NSNS NI NI NI NI NS NI NI NI NI NI NINI NSNS

Soit E un e. 1. ¢c., et soit A wune partie édquicontinue du dual E' , fermée

pour la topologie faible o(E' , E) . Alors A est compacte pour cette topologie.

1

/
DEFINITION, - On dira qu'une semi-norme p sur E est de type L~ , si elle

peut 8tre écrite sous la forme

p(x) = I, T, 20l auxn)
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ou A est une partie équicontinue faiblement fermée du dual, et | est une mesure

de Radon positive sur A .

. 1 o . p . .
Une semi-norme de type L est évidemment continue. La représentation ci-dessus

n'est pas unique. On peut, si yu # O , se ramener au cas ol la masse de y est 1

(prendre 2 la place de pw l'image de E%KT w par l'homothétie de rapport u(A)).

Ondéfinit de la m&me maniére les semi-normes de type L2 :

a = (1@, 2012 a@)?

et plus généralement de type P .

Ceci étant, on a le critére suivant :

\
CRITERE (PIETSCH) (4). -Une. 1. c. séparé E est nucléaire si, et seulement si,

. . " . 1
chaque semi-norme continue est majorée par une semi-norme de type L

Clest une conséquence du théoréme suivant :

4 \
THEOREME., - Soit E wun e. 1. c. séparé. Alors, chacune des propriétés suivantes

est éguivalente & la nucléarité de E :

1° Les semi-normes de type L1 forment un systéme fondamental de semi-normes conti-

nues de E

2° Les semi-normes de type L2 forment un systéme fondamental de semi-normes

continues de E ;

30 (i) I1 existe une base @2 de voisinages convexes équilibrés de O dans E ,

telle que pour U € @2 s ﬁU goit un espace de Hilbert ;
(ii) Pour tout U dans 82 , 11 existe V dans @2 s, VcU tel que l'applica-

tion canonique

EV - EU

soit une application de Hilbert-Schmidt (°).

Démonstration. - Dans l'ordre :

E nucléaire === 1° =2 2° => %0 == E nucléaire.

(4) Ce critdre a &té énoncé par A. PIETSCH [6]. C'est une conséquence de [ 5]
(chap. 1, définition 7, p. 126=127, et corollaire du théoréeme 10, p. 134). On en
donne ici une démonstration élémentaire, suivant SCHAEFER [7].

(5) EU désigne le complété de EU .
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Supposons E nucléaire, et soit p tune semi-~norme continue. Soit
U={x: p(x) <1},

1'application canonique E — EU , étant nucléaire, s'écrit
b4 }-—} i'. :i )\,n<X Iy X;1> }.(n 9

ol xﬁ est une suite de formes linéaires équicontinue, A, une suite de scalaires
sommable, et x =~ une suite dans E telle que p(xn) <1 .81 p désigne la norme

quotient sur EU ’
p(x) = B(%) ff I Te =Dl

mais le membre de droite est la semi-norme de type L1 , définie par la mesure de
masse Ixn' au point xﬁ . Les semi-normes de type L1 forment bien un systéme
fondamental .

1° implique 2° : C'est évident, d'aprés 1'indgalité de Schwarz :
J‘ 1 1 %‘I ]2 Y
e 2] ) g0, T, x| ax))? .
2° implique 3° : D'apreés 2°, l'ensemble des voisinages de la forme

U={x: qfx) <1y,

ou q parcourt l'ensemble des semi-normes de type L2 , forme une base de voisina-

ges que nous prenons comme base ®2 . Si

a@ = (0, 1, a6 v-x ] <1y,

EU s'identifie & un sous-espace de L2(A ’ p) , donc ﬁU est bien un espace de

Hilbert.

Pour satisfaire a (ii), montrons que, si V est un voisinage de &E tel que

Vcln AO , llapplication canonique

~

o ¢ EV->ﬁU

est une application de Hilbert-Schmidt. On doit démontrer pour cela que, si (ga)a

’ N
est une base orthonormée de EV’

S o )llg <+ (Ul lly » nome dans &) .
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Soit x un élément de E , et % (resp. ¥ ) son image canonique dans EV

(resp. E Alors,

U ).
o#) =% ov Jo@)2 =1, I, =12 atn) .

Le dual de EV est E'O . ﬁV étant hilbertien, on a un anti-isomorphisme
v
. 1 A
8 : E 0= EV
v
tel que
(ilex')v ={(x, x'), ¥y x' e E'O .

v

8 est en outre faiblement continu, et transforme la boule unité VO de E'O en

la boule unité B de ﬁv. v

Soit alors v 1l'image par 6 de la mesure | ; comme V < AO , AC VO , donc

v est portée par B . y a d'ailleurs la méme masse finie que .

|2

o2 = T, 1elox)y 12 auler) = Iy 12l 12 auy)

Par continuité, on a

@2 =0y 1l 12 auly) , v red .

"

Si (ﬁ&)ael est une base orthonormée,dans EV , on a, pour toute partie finie J
de I,

2 ) =Ty T 1P <y I et <Ly e

e
donc

2 |lo(x )HZ < I dy < + ® ,
o ~ B
ael

ce qui prouve que ¢ est une application de Hilbert-Schmidt, et que @2 satis-

fait aux propriétés (i) et (ii).

30 entratne que E est nucléaire. Cela découle immédiatement du critdre (c¢) de

nucldarité et du lemme suivant

LEMME. - Soient H1 ’ H2 ’ H3 des espaces de Hilbert ; et soient u : H1 - H2

et v ¢ H2 - H3 des applications de Hilbert-Schmidt. Alors 1'application compo-

sée
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W=vVou?: H -»H

est nucléaire.

Rappelons qu'une application linéaire u : H1 -> H2 est dite application de

Hilbert-Schmidt, quand il existe une base orthonormée (Xa)a de H1 telle que
la sohme

2 < to
(2) EI Hu(xa)n

Qe
est finie.

Dans ce cas, tous les termes de cette somme, sauf au plus une infinité dénombra-

ble dtentre eux, sont nuls, donc 1l'image u(Hl) est séparable.

Dtgutre part, si (yB)F est une base orthonormée de H2 ,
D

u(x,) =§ CCRIEARAP

de sorte que

DG = T l)lv)? = T Gl = 2 )
o o, B B

OZ;B

I1 s'ensuit que la somme (2) ci~dessus est indépendante de la base orthonormée
%*
(Xa)a choisie, et que l'adjoint u de u est aussi une application de Hilbert-
Schmidt.

Ceci étant, montrons que l'application w =7V ou est nucléaire, v et u

étant de Hilbert-Schmidt. Soit (yn)meN une base orthonormée dans u(Hl) ,

?

u(x) = % (u(x)ly,) ¥

n

alors

W(X) = ZW.n(X) ’

w (x) = (u(x)ly) v(y) = (xlu"(y) v(y) ;

W est de rang 1 , et

el < G G

3*
u et v étant de Hilbert-Schmidt,
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3wl s € I GNP E v 1D < + o

Cela prouve que w est nucléaire, d'ou le lemme.

Pour achever la démonstration du théordme, on remarque qu'une base @2 satisfai-
sant aux propriétés (i) et (ii), satisfait aussi & la propriété (c¢) : V U e Bz ,
1V e 82 sy VU tel que 1'application canonique EV - EU soit nucléaire. Cela
découle du lemme précédent et de la remarque suivant la propriété 5° des applica=-

tions nucléaires, et cela termine la démonstration du théorime.

Remarque. - La caractérisation 3° permet le lien avec le point de vue de GEL'FAND
et VILENKIN [3] sur les espaces nucléaires. Il est facile, en effet, d'en déduire

le critére suivant :
\
CRITERE. - Un espace de Fréchet est nucléaire si, et seulement si, il est limite
projective

F=limp _H_
P ?

d'une suite d'espaces .de Hilbert, les projections Py étant nucléaires (ou seu-
. 9

lement Hilbert-Schmidt, ou seulement pour m assez grand par rapport & n ).

COROLLAIRE (Réciproque du théordme desnoyaux). — Soit E un e. 1. c. tel que,

pour tout espace de Banach F , les formes bilinéaires continues sur E x F soient

nucléaires., Alors E est un espace nucléaire.

Démonstration. — On montre que le critére de Pietsch est satisfait : Soit p

une semi-norme continue sur E . Soit U= {x : p(x) < 1} . La forme bilinéaire

continue

(x, x') b= (x,x'") sur Ex E'y
U

est nucléaire.

(x , x") =Z-)\n(x , lel)(x’ R xﬁ) ,

ou xﬁ est une suite équicontinue de formes linéaires sur E , xg une suite de

formes linéaires sur E! de norme inférieure & 1 , et ol (kn) est une suite

0
U
de scalaires sommable. alors

p(x) = _oupg [, =0 <2l @, x)l
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p est majoré par la semi-norme de type L1 , définie par la nmesure de masse Iknl

au point xﬁ .

4. Théordmes de permanence.
PRV P L VT S e el e e e e g

/N
THEOREME 1. - Tout sous—espace vectoriel topologique d'un espace nucléaire est

nucléaire.

/ \ .
THEOREME 2. - Toub espace quotient séparé d'un espace nucléaire est nucléaire.

/ N\
THEOREME 3. - La somme directe localement convexe d'une suite d'espaces nucléaires

est nucléaire.

{ \ .
THEOREME 4., - Tout produit d'espaces nucléaires est nucléaire.

I1 s'ensuit que toute limite projective d'espaces nucléaires est nucléaire (sous-
espace d'un produit), et que la limite inductive d'une suite d'espaces nucléaires

est nucléaire (quotient séparé d'une somme directe localement convexe) .

Rappelons qu'un espace localement convexe est nucléaire si, et seulement si, son

complété est nucléaire. Nous énongons sans démonstration le théoréme suivant

/ \
THEOREME 5. — Un espace de Fréchet est nucléaire si, et seulement si, son dual

(fort) est nucléaire.

Nous donnons iei des démonstrations des théorémes 1 & 4 & peu prées telles qu'elles
sont indiquées dans [7]. Pour la démonstration du théordme 5, on pourrait consul-
ter, outre [5], les travaux de SCHAEFER [7] et SCHWARTZ [11].

Démonstration du théoréme 1. - Soient E un espace nucléaire, et F wun sous-

espace. S0it V=FnU , Ue 62 (base de voisinages hilbertiens). On démontre que

1l'application canonique

F - FV ’
ou ce qui revient au méme (&8 1, propriété 5°), que l'application

S FV

est nucléaire.

La jauge de V dans F est la restriction & F de la jauge de U dans E .
Fv gslidentifie & un sous-espace de EU , et ﬁv 4 un sous—espace de ﬁU . L'appli=-

cation F -» ﬁV est alors composée suivant le diagramme



13-14

[en]

[EN

o —> =

1> [xi>
3

- v

ou i désigne 1l'injection canonique de F dans E , et p la projection orthogo-

nale de EU sur FV (ou n'importe quel projecteur continu de ﬁU sur ﬁv ). Elle

est donc nucléaire, d'aprés la propriété 2° du § 1.

Démonstration du théoréme 2. - Soient E mnucléaire, et F = E/N un espace quo-

tient séparé. On montre que F satisfait la propriété (c). Soit m: E —->TF

1tapplication canonique sur le quotient.

Soit @1 1'ensemble des voisinages de la forme ﬂ(U) ou UE @2 . Bl est une
base de voisinages dans F . Montrons que @1 a la propriété (e).
Soit ¥ =mn(v)e 6 . I existe U € 6, , U ©U tel que 1'application canoni-
que
B -» 8
U1 U
soit nmucléaire. Alors, si V, = n(Ul) , l'application canonique
Fvl - FV

est nucléaire (ce qui entraine (c¢), d'aprés la remarque suivant la proposition 5

du § 1). En effet, F (resp. P ) s'identifie cette fois & un espace quotient

v V1
de ﬁU (resp. ﬁU ) , et on a le diagramme commutatif
1
By =By
1
l A
]
1
]
Vo l
FV -> FV
1
EU étant un espace de Hilbert, ﬁV peut &tre identifié & un sous-espace de ﬁU
1 1 1

On conclut comme précédemment.

Démonstration du théoréme 3. - Soit E==§5En. la somme directe localement con-

vexe d'une suite d'espaces nucléaires. Comme ensemble, E est le sous-espace de

M En formé par les familles (xn) , dont toutes, sauf un nombre fini de compo-
n
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santes, sont nulles. La topologie admet pour base de voisinages de O 1les envelop-
pes convexes équilibrées d'ensembles g Un , Ol Un est un voisinage de 0 ar-

bitraire dans En . On identifie En 4 un sous-espace de E .

Montrons que B satisfait la propriété (a): Si F est un espace normé arbitrais

re, u une application linéaire continue de E dans F , alors u est nucléaire.

Soit u, la restriction de u & En - est nucléaire, donc

-2 1
un(xn) - i xn,i<xn ’ Xn,i> yn,i ’

Hy

n’inél: ZI)\ l§'l‘é‘9
n

s n,lL
i ’

{xﬁ i}i est une suite éguicontinue pour chaque n . Désignons par z) ; la forme
? 9
linéaire sur E obtenue en prolongeant x' . par zéro sur les espaces facteurs

différents de En .

<X ’ z'1:1,i> = % (Xk ’ Zlfl,i> = <Xn ’ XI'I,i> J

. 0 - ‘
Si x!' ., eU  , U  voisinage de O dans E_,
n,i n n n

EUnC{er: l(x,zl'l’i)lgl} .

Cela prouve que la suite z! 5 est dquicontinue sur E (1'enveloppe convexe équi-
, .
librée de Il Un est aussi contenue dans le second ensemble ci—dessus). Pour tout

x de E,
u(z) = 2 A

Ax o, 2!, .
. n,l< ’ n,l> yn,:L ?
i,n

et comme

2 l)\n,il < tw gy
1i,n

cette formule prouve que u est nucléaire.

" Démonstration du théoréme 4. - Soit

E= Il E, ,
jer

un produit arbitraire d'espaces nucléaires. On montre que E satisfait la propriété

(a).
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Soient F normé, et u : E -» I 1linéaire continue. Compte tenu de la structure
des voisinages de O dans E , il est clair qu'il existe une partie finie J de

I, telle que u se factorise :

M i
ieJ
Or,
e =&c=
jeg * e ?

est nucléaire, d'aprés ce qui précdde, donc U est une application nucléaire, donc

aussi u , d'aprés la propriété 2° des applications nucléaires.

5. BExemples.

A, Exemples d'applications nucléaires.

(a) Soit C(XK) 1'espace des fonctions continues sur 1'espace compact K & va-
leurs réelles (resp. complexes), et soit B un e. 1. c. séparé sur R (resp.

sur C ).
Soit
ms: C(K) -= E
une application nucléaire (mesure vectorielle nucléaire). m est donc de la forme

m(cp) =Z (CP ’ Uan> yn ’
n

ou v, est une suite bornée dans E , et ol T est une suite de mesures de Radon

sur K , telle que

j;HunH <+w

Soit

=Tl
n

Chaque mesure by est & densité p, Dar rapport & u , et on peut supposer

zlpnl =1,
n

m stéerit alors
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X n(p) = £(5) oft) ault) ,
on f(t) =2 p (t) ¥, -

On a donc démontré la proposition suivante :

PROPOSITION. - Toute mesure nucléaire sur un espace compact est & densité (bor-

née)_par rapport & une mesure scalaire positive.

La densité admet, en outre, une représentation en série comme ci-dessus.

Remarque. - En particulier, la mesure m est continue pour la topologie induite

1
par L (p) o

On démontre qu'inversement, si E est un espace de Fréchet, toute mesure vecto-
rielle & densité (dans Lé(p) ) par rapport & y est nucléaire (6). I1 en découle,
par exemple, qu'une application linéaire de C(K) dans C(K’) définie par un

nogau continu G et une mesure scalaire y, , est nucléaire :

%u>=fux,w¢w>mw>,
ou

o=de e at) e o, v
V est bien une mesure & densité (continue) par rapport a [T

(b) De la m&me maniére, on montre que les applications nucléaires définies sur un

espace Ll(p) sont de la forme

u(f) =«f§f du

ou & est une fonction vectorielle bornée admettant un certain développement en

série.

B. Exemples d'espaces nucléaires.

1° Sous~-espaces nucléaires d'un espace ¢(q) . - Soient Q wun espace localement

compact, et Q) 1'espace des fonctions continues sur Q (réelles ou complexes),

muni de la topologie de la convergence compacte définie par les semi~-normes

v (0) = oup lo(£) | .

(6) Pour une démonstration élémentaire, voir [7], p. 94-96.
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THROREME ().

E soit nucléaire, il faut et il suffit qu'd chaque compact K , on puisse associer

- Soit E un sous-espace voctoriel topologique de c(Q) . Pour ue

une mesure de Radon positive a support compact, w , telle que

pK(cp)erlcpldp,, i o€ E .

Démonstration. — La condition est suffisante, d'aprés le critére de Pietsch : En

effet, la semi-norme
9o > f |l au
est une semi~norme de type L1 au sens du § 3, car les formes linéaires sur E ,
é(t) e

forment un ensemble équicontinu, quand t parcourt le support compact de w . De

plus, lt'application
t > é(‘t)

est faiblement continue, puisque E est constitué de fonctions continues. Si v

est la mesure image de | par cette application,

“r |(P| dp, =§A l<(P ’ 5>| dV(5) ’

#=0U |, U={p €8 ;

(o) < 1} .

Psupp

La condition est nécessaire : Notons E, 1l'espace E_ , ou

K U

U=1{p B : pK(q))fl}°
EK stidentifie au sous-espace de C(K) constitué par les restrictions & K des
fonctions de E . Si E est nucléaire, on a la propriété suivante :

Quel que soit le compact K , il existe K1 contenant K tel que l'application

canonique

(7) Ce théordme sera énoncé par HINRICHSEN dans un exposé du présent séminaire
[10]. Nous le démontrons ici en faisant appel seulement aux notions introduites
dans cet exposé.



13-19
soit nucléaire (cette application est simplement le "restriction"). D'aprds les

propriétés 2° et 3° du § 1 , cette application admet un prolongement nucléaire

c(xl) - &

.

K

' Ce prolongement est une mesure nucldéaire, et d'aprés une remarque faite & propos
de 1l'exemple précédent, il existe une mesure y sur gt telle que l'application
soit continue par rapport & la topologie induite par Ll(p) . L'application res-—

triction E 1 —>= EK est donc elle-méme continue par rapport & la topologie indui-

te par Ll(p) « C'est dire qu'il existe une constante C telle que

C. Q. F. D.
Remarque. - On a, a fortiori,
2 &
PK(@) < C'("r lo] = aw)® Voe E .
Réciproquement, si, & chaque compact XK , on peut associer une mesure p vérifiant
1'inégalité ci-dessus, l'espace E est nucléaire. Cela découle du théordme du § 3.
Le théoréme des noyaux donne ici le résultat suivant :

Soit E un.sous—espace nucléaire de G(Q) . Alors, toute forme bilinéaire conti~

nue sur E x B (ou E x C(Q) ) est de la forms

8o , 4) =4 olx) 4(3) aulx , ¥)

ol W est une mesure a support compact sur Q x Q . En effet, on sait que
B((P ’ \1') =2 )‘n<QP ’ P‘n><‘§' 9 \)n> 5

ol (un) (resp. (vn) ) est une suite de mesures de Radon & support contenu dans
un compact indépendant de n , de masse uniformément bornée, et ou x est une

suite de scalaires sommable ( ) Alors, la mesure

= E)\n(un ® vn)

convient.

(8) En principe, il s'agit d'une suite équicontinue de formes linéaires xﬁ sur
BE . Mais, d'aprés HAHN-BANACH, on peut trouver une suite My de formes linéaires
equlcontlnues sur CG(Q) , telle que By prolongs xﬁ
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20 Espaces de fonctions indéfiniment dérivables. - L'espace ®K des fonctions
3 7 s 3 ’ 3 n N .
indéfiniment dérivables sur R~ , & support dans le compact K , muni de la topo-
logie de la convergence uniforme pour toutes les dérivées , est un espace nucléaire.

C'est une conséquence immédiate du critére de Pietsch :

j el Jol0) 2% w
sup l(P('t)l s IS;{' (X)l dx N -52 = S’f—‘_—a-x—- R
1 e 0 © n

Les formes lindaires
oW
0 k- = (x)

forment un ensemble équicontinu et dépendent continlment (pour la topologie faible)
de x . Comme précédemment (exemple précédent), il s'ensuit que la semi-norme figu-
rant & droite dans 1'inégalité ci-dessus est une semi-norme de type L1 . De méne,

pour tout syuwbole de dérivation D ,
sup |Dp(8)] < | 2 Do(x)| ax
t

et la semi-norme a droite est de type L1 . Les semi-normes de type L1 formant
un systeme fondamental de semi-normes, GDK est bien nucléaire. L'espace @, limite
inductive d'une suite d'espaces @K , est donc aussi nucléaire.

L'espace & des fonctions indéfiniment dérivables sur BP , muni de la topologie
de la convergence compacte pour toutes les dérivées, est nucléaire, étant sous- es-
pace d'un produit d'espaces %K (ef. [11])). D'ailleurs, on peut aussi appliquer

directement le critére de Pietsch en utilisant 1'inégalité :

o)) <92 B2 (0] ax + ey T, o) 2
B e < IS () ax gy g ol e

[a’b)—

I
o |
S
®
o’
\—
o/
léﬁ
[a}
—
o’
]
—
-
L.
=]

mes (a , b} = Il (b, -a.), a. <b. .
. i i
i=1
La semi-norme & droite est une semi-norme de type L1 sur &, et il en est de mé-
me des semi-normes obtenues en remplagant ¢ par une de ces dérivées. Les semi-

normes de type L1 définissent bien la topologie de & .
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Le théoréme des noyaux donne ici le résultat (classique) suivant :
Toute forme bilindaire continue sur ® x® (resp. & x & ) est de la forme
Blw , 4) = (T, 0 ® §) ,

o T est une distribution dans l'espace produit (resp. une distribution & support
compact dans 1'espace produit). Pour démontrer ceci dans le cas de ® x ® , on peut

se ramener aux espaces @ . x @K par restriction. Les formes linéaires T _ sur

K K
QKXK obtenues comme dans 1l'exemple du 1° vérifient
(B(cp,\l;)=(TK,cp®q;>} V(p,\ll;EGDK.
T, est bien déterminée par @ , et quand K < K1 y B,c@® 1 et TA1 prolonge
£ Y Y K K

TK . Les TK sont donc les restrictions d'une distribution T qui convient.

30 L'espace des fonctions harmoniques sur BF « = S0it Q un ouvert de EF .

L'espace des fonctions harmoniques dans () (réelles ou complexes) est nucléaire.

En effet, la propriété de la médiation spatiale donne immédiatement le résultat

suivant : Pour tout compact K < Q , soit
H={x: d(x, K) <e} ,
e ©étant assez petit pour que H c (G . Alors,

pK(u) < Cte IH |u| dx , pour toute fonction harmonique u .

L'espace est donc nucléaire, d'aprés le critdre de Pietsch (voir le 1° ci-dessus).

On pourrait aussi déduire ce résultat des propriétés de permanence des espaces

nucléaires, mais celles-ci donnent des résultats plus généraux :

4° Espaces de solutions d'une équation Du =0 , ou D est un opérateur diffé-

rentiel hypo-elliptique. - Soit (O wun ouvert de g? . 30oit E un sous-espace

vectoriel topologique fermé de () , constitué par des fonctions indéfiniment

différentiables. Alors E est nucléaire.

En effet, la topologie de E (induite par CXQ) ) coIincide avec la topologie
induite par &Q) , dtaprds le théoréme du graphe fermé. E est donc nucléaire

comme sous-espace de &.Q) .

En particulier, si D est un opérateur continu dans 0'(Q) tel que les solu-
tions de 1'équation DT = O soient des fonctions indéfiniment différentiables,

1l'espace des solutions muni de la topologie induite par dQ) est nucléaire.
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Un autre cas ou l'on se trouve dans la situation décrite ci-dessus est le cas

suivant @

5¢ L'espace des fonctions holomorphes. - L'espace des fonctions holomorphes dans

n . . p
un ouvert (Q de € , muni de la topologie de la convergence compacte, est nuclé-

aire,

Clest un sous—espace fermé de G(Q) , constitué de fonctions indéfiniment déri-
vables (au sens réel). On reut d'ailleurs appliquer directement le critére de

Pietsch en utilisant la formule de Cauchy.
Les théorémes de permanence conduisent & la propriété de recollement que voiei :

Soit () un espace localement compact (resp. une variété ¢” ), et soit (Qi)i
un recouvrement ouvert de ( . Pour chaque i , soit E(Qi) un sous-espace de
CXQi) (resp. Gm(Qi) ) gqui soit nucléaire. Soit E 1le sous-espace de c(q)
(resp° de Cw(Q) ) des fonctions ¢ telles que, pour chaque 1 , la restriction
w/Qi de ¢ a Qi appartienne a E(Oi) . AMlors E , muni de la topologie induite
par  dq) (resp. ¢ (Q) ), est nucléaire.

Bn effet, E gs'identifie avec sa topologie & un sous-espace de riE(Qi) , & sa-
i

voir le sous~espace des familles (fi)i pour lesquelles

fi(x) = fj(x) , FxeqQ n Qj .

Que 1l'injection

E - i E(Qi) ,
i

le produit des restrictions E -» E(Qi) , soit continu, est évident. Que ce soit
un homéomorphisme, découle du fait que chaque compact de Q est recouvert par un

nombre fini de Qi .

Cela permet d'étendre les conclusions sur les espaces précédents a leurs homolo-

gues définis sur les variétés.

6. Applications des espaces nucléaires & la théorie du potentiel au sens de BRELOT.

Notations. - Soit k->3g(w) un faisceau de fonctions harmoniques au sens de

Marcel BRELOT. m(w) sera muni de la topologie induite par celle de G(w) .

Pour @ ouvert régulier, on posera

B =H: clow) - rlw)
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l'application définie par

© > .
i Q

w

H sera appelée la mesure harmonique relative & @ .

On posera aussi 6% 1'application
¥ =8: C'(w) - c'(3uw)
définie par

3 W
J‘H:;dp,_-f(pd@u.

On remarquera que

La notation pK(u) désigne sup Iu(x)| .
x€K

/ \
THEOREME 1. - On suppose les axiomes 1, 2 et 3 de Marcel BRELOT. Pour tout ou-~

vert o , #(w) est nucléaire.

La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants ¢

LEdiE 1. - Soit % wun sous-espace vectoriel topologique de C(w) tel que, pour

tout compact K < ¢ , il existe une mesure de Radon ¢ > 0 , a support compact,

vérifiant
pK(w) < / lo| do pour toute o € ¥ .

Alors 1l'espace # est nucléaire.

LEMME 2., ~ L'axiome % entraine :

Pour toute mesure de Radon w >0 et u # 0 & support dans un domaine  , si

on ptse
A= {h e R+(w) ’ j h du € 1} ’

alors

sup pK(h) <o, pour tout compact K <
hel

(ou encore pK(h) < oy I h dy ).
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Démonstration du lemme 1. - Voir § 5 : Exemples d'éspaces nucléaires.

Démonstration du lemme 2. — Il est vrai, sinon, il existerait un compact K < w

3

et une suite hn € A tels que pK(hn) >n’ .

Soit

On a

Ihdp=z—1§<w;
n

donc h est finie p-pres:ue-partout, donc partout (car " #0 , et h est hamo-

nique).
Cependant,
n < PK(§%> < PK(h) <o, pour tout =n ,
d'ou une contradiction.

Démonstration du théoréme. — Soit K un compact < w . En remarquant que K

est réunion finie de compacts, chacun inclus dans un domaine régulier < , on

peut supposer

K c g SwyCw, avec w, domaine régulier.

Soient h e‘x(w) y  Xg € Wy et f = lh\iawO‘.Pour x € K, on a

n)| = W 5 ap0l <d Inl 4.0 - 8,0

d'aprés le lemme 2, on a
® W w
0 0 .0
Hf (x) < Oy Hf (xo) = ay I Ihl deO .
Par suite,
W
[ 0
Ainsi, les conditions du lemme 1 sont vérifides, et ¥ (w) est nucléaire.
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COROLLAIRE 1. - % (w) étant complet et nucléaire, tout ensemble borné est rela-

tivement compact, donc équicontinu, d'aprds le théordme d'Ascoli (voir BOURBAKI [1],

§ 2, n° 5, corollaire 3 du théordme 2).

En particulier, soit

3. = {h: he%+(w), h(XO)Sl, avec X

. € w et w domaine régulier} .
0

0

o est uniformément équicontinu sur tout compact.
0

COROLLAIRE 2. = Soit wy relativement compact, N c Tp‘l < wy . L'application

restriction 3{’,((,)2) ->}&(w1) est nucléaire.

Démonstration. - Posons HE 1l'espace quotient de ;@(wz) par les fonctions

, muni de la tclJpologie déduite de la semi-norme p sur Jﬁ(wz)
w
1

nulles sur m‘l

N étant compact, H(:). est normé, donc l'application canonique
1

% (‘”2) -> Hml

est nucléaire. D'autre part, 1l'application restriction se factorise :

% (w,) - Hm.1 —>sc(w1) .

Comme la deuxiéme application est continue, on peut conclure.

Rappels sur les mesures vectorielles. = Soit K un compact, et soit E un

e. 1. c. séparé. On appelle mesure vectorielle & valeurs dans E , une application

lindaire continue de C(K) dans E :
m: C(X) >E .

On pose

£m) = n £X|z' oml|) .
z'eR!

W
L'intégrale de f e £(m) est 1'élément »r f dm € B! , défini par
z' > f £t d(z! o m) .

R
THEOREME 2. - Soit « un domaine régulier ; on posera H = ik et Hf = j‘ f dH .

On a @
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1° Pour tout f e £(H) , Hf e ®(w) ;
20 Pour tout f e £(H) et toute e C'(w) ,

~

)

He du = [+ a8, -

30 Pour toute n et toute v (#0) e Cl(w) , ona

El(Bu) =el(s) = 2(8) .

40 £(H) étant muni de la topologie définie par les semi-normes toutes équiva-

lentes

£ J I£] a8,

alors fp=>H

. est continue.

Démonstration. - La propriété 1° résulte du fait que ®(w) est semi-réflexif

(car complet et nucléaire) (voir BOURBAKI [2], § 2, corollaire 2 de la proposition

3).
La propriété 2° résulte du fait que y o H = @u .
La prorriété 3° dépend de l'axiome 3 : On démontre d'abord gue, si f est s. c.

i. >0, alors

£ e gl(@u) “s fe El(ﬁv) , pour u et v >0 et #0 .

s

Ceci. reste encore vrai pour les f boréliennes positives. Il s'ensuit que, pour

tout compact K < w ,
@u(K) =0 == @v(K) =0, pour u et v >0 et #£0 .
En remarquant que
1 s . 1
fetf (@u) <=>» 1 g borélienne € ¢ (@u) ’ avec g =1 , @u-p. P.

et sachant que ces deux propriétés ne dépendent pas de wu , il vient :

f e ﬁl(@p) <=x f € El(Bv) , pour p et v =0 et #O0.
Enfin
1 1
e@ = n e@)=n @),
pee' (w) W w30 W
W70

< .
car lBMI NS ﬁlui
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La propriété 4° résulte du fait que 1l'on a

f\
PK(Hf).S pK(H|f|) < QK’M I Hlfl dp = aK’u U |f| d@u .

Cas métrisable : On supposera ( A& base dénombrable ; %(w) est alors un espace

de Préchet nucléaire, donc réflexif.

LEMME., - Soient F un Fréchet nucléaire, E normé, u : E - F continue.

Alors u est nucléaire.
Ce lemme résulte des deux propriétés suivantes ¢

1° Un Fréchet est nucléaire si, et seulement si, son dual fort est nucléaire ;

20 E et F étant deux e. 1. c. séparés, et u: E -» F nucléaire, alors
t

u e Fg -> Eé est nucléaire.

/ \
THEOREME 3. - Soit ® domaine régulier ( @ est o-compact, car (Q est & base

dénombrable) , on a :

1° B: C'(w) => C'(3w) est nucléaire ;

20 H s C(Bw) -> }ﬁ(w) est nucléaire, ainsi que son prolongement & L(H): L1@ )

Y

(pour n'importe quelle w =0, w# 0 ) ;

30 H est de base 8 , V w > 0 ; on peut alors choisir pour densité une fonc-

tion > 0 , bornée et mesurable (LUSIN).

Démonstration.

1° On a

° 1) ] o e e e e e oo e e \ a S —— 1 .
G : C'(w) quotient>3ﬁ (m) nuclealre> ¢ (aw)

2° se démontre d'apres le lemme.
30 Désignons encore par I , le prolongement de H & L(H) = LlﬁBu) .

H: Ll(ﬁu) -> % (@)

étant nucléaire, on peut écrire :

H. = 2 (arf.g . )y ,
f >0 n W 'n

avec y = suite bornée dans #(w) , g, sulte dans L°(8 ) , telles que E?Wghﬂ <o

W
On peut d'ailleurs choisir g € Em(@p) tels que Ign(t)| < HgnH .

Soit G = S gn(t) v, € #%(w) . La fonction G, est Lusin-mesurable et bornée, et
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bn a
Hf(x) = f Gt(x) £(t) d@u(t) .

Soit (xn) ure suite dense dans w , alors Gt(xn) > 0 , sauf sur un ensemble

& de ® -mesure nulle.
n (&
Posons

0, si teU Sn

_t_
Gt’ si t¢U8n

t - Ht est mesurable, bornée, et Ht € %+(w) , et on a

He = f Hy (%) d&u(t) .
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