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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 9-01
(Théorie du Potentiel)
1le année, 1966/67, n° 9 12 janvier 1967

cONES DE FONCTIONS ET THEORIE DU POTENTIEL
II. RéSOLVANTES ET SEMI-GROUPES SUBORDONNﬁS i un cONE DE FONCTIONS.

par Gabriel MOKOBODZKI et Daniel SIBONY

Introduction. - Dans la partie I de ce travail (1), nous avons entre autres démon-

tré qu'étant donné un cbne convexe C c @+(Q) vérifiant nos quatre axiomes, on

peut, & tout v e C , associer un noyau V unique subordonné & C avec V1 =v
et un opérateur A ("de Dynkin généralisé") tel que AVp = , V g€ CK(Q) .1
s'agit maintenant de construire la résolvante et le semi-groupe associés a un tel

noyau.

En fait, nous allons élargir le cadre du travail et résoudre le probléme plus gé-

néral suivant :

Soit C c C+(Q) un cdne convexe adapté, linéairement séparant et stable par som-—
mes continues. Soit V un noyau subordomné & C , c'est-a-dire une application 1li-

néaire de ¢K(Q) dans C - C telle que :
(8) W(EhQ) < o
(b) Supp Vo < Seo (cf. (I)).

Alors, ce noyau posséde une résolvante achevée et un semi-groupe dont on précise-
ra les domaines naturels, les extensions, et l'interprétation au moyen des mesures

pseudo-portées par le support fin &§(V) du noyau V .

Premidre partie :

Résolvante et semi-groupes. Cas sous-markovien.
Pay oW W W W W W W Ve ot e e e o N o e N Y Ay e a v oY W P W W P W W W W

Nous allons d'abord traiter le cas "sous-markovien", car, outre qu'il correspond
au cas de la théorie de Hunt, il met en évidence certains arguments qui seront par

la suite généralisés.

\
HYPOTHESES .

1° C est un cBne convexe adapté, C < G#(Q) s linéairement séparant.

(1) cf. Séminaire Brelot-Choquet-Deny : Théorie du potentiel, 1le annde, 1966/67,
n°® 8, 35 p.
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20 La fonction 1 est C-surmédiane (on dira aussi C—dominante) c'est=a-dire

(weC, 1>u sur Suppu) => (1 >u dans Q) .

1. Résolvante.
Le théordme général suivant fournit la résolvante associée & un noyau V subor-
donné & C tel que V1 =v, € C et soit bormé.

/ A\
THEOREME 1. - Soit V wune application linéaire positive de Cb(Q) dans lui-méme,

vérifiant le principe de domination (2). Alors, il existe une famille (Vx)h>0 , et

une seule, d'opérateurs linéaires bornés de Cb dans lui-méme telle que ¢

V—V)\=)\VV.A=}\.V>\V, ¥ A>0.

Ces opérateurs vérifient 1'équation résolvante :

VX - Vu == (A - u)Vx Vu R VAx,u>0,

et sont des opérateurs positifs.

Démonstration.

1° Unicité. - Si une telle famille existe, on a nécessairement, pour tout A >0,
(1 - XVX)(XV +I)=1 ( I : application identique) .
et

(w + 1)(1 - ka) =1.

L'opérateur I - hVX , donc Vk , est par suite unique s'il existe. (considérer le

groupe des éléments inversibles dans E(Cb , Cb) .)

50 Existénce. — Pour A > O assez petit (clest-a-dire tel que |AV|| <1 ), on

pose ¢ V. = 2 (- k)k Vk+1 , ce qui a un sens. Si V et V sont définis, ils.
A k>0 A "
vérifient 1'équation résolvante. En effet :
(1) | Vo=V =XV, V
(2 V =V -V v
) " "

(3) ctest-a-dire : (Vo < Vy sur (9 >0) ==> (Vo < Vy partout) .
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"\

VAV IV +uV V)=V - -
}\[p p-p‘] LERVAAAERI A A

\')
"

VvV - V., + = - -
wl AT v]vM V-V, Vu- AN Vp. v

d'ou, par différence, le résultat.

Vk » 8'il existe est un opérateur > 0 . Bn effet, V., est un opérateur borné.

A
Soit g e C;(Q) ; Vg est un élément borné du cdne C . On a

v, 8 =V(g -1V, g)

g-\N, g étant borné, le second membre a un sens. Il suffit donc de démontrer que

XVK Vg < Vg . Posons u = Vg .

AL u = VA (u - AT, w)] = Vo

ou ¢ = AMu - NN u) est borné. On a u > Vo sur l'ensemble [p > 0] (c'est évi-

dent), donec partout. Donc AV, u < u .

A
C. Q. F. D.
L'ensemble e des N > 0 , tels que VK existe, est ouvert (complémentaire du

spectre de - V ). Il est fermé, si (An) ce, A >y,

Im, = m s by =l ® > o

n
Donc Vk existe pour tout A >0 .

La démonstration ci-dessus est pratiquement identique & celle de MEYER dans [6].

Définitions.

1° Soit u borélienne bornée positive dans Q (u € B+) s u est dite surmédia~
ne par rapport & la résolvante (Vk) sion a :

A, ugu, P A>0 .

20 Soit u e 8" , u est dite V-dominante, V étant un noyau subordonné & C
si pour toute ¢ € Cb(Q) ,
(u>Vp sur Sp) => (u>TVp dans Q)
30 Soit u € 8" ¢ u est dite C-dominante si pour tout v €C ,

(u=v sur Suppv) => (u>v dams Q) .
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Remarque. - On a évidemment 1'équivalence :
(u est C-dominante) <=> ( @ est C-dominante)

ou 0 est la régularisée s. c. i. de u .

PROPOSITION 2. - Les fonctions V-dominantes et (Vx)-surmédianes dans Q sont

les m8&mes.

La démonstration est identique & celle de P.-A. MEYER ([7], p. )

COROLLAIRE 3. - Toute fonction C-dominante s. ¢. i. est (Vk)—surmédiane pour

tout noyau V subordonné & C .

En particulier, les fonctions de C sont (VA)—surmédianes.

borné > 0 et strictement

/
THEOREME 4. - Soit V subordonné & C avec V1 = Y

concave . Soit (VX) la résolvante associde & V . Alors on a :

u = sup AV
A>0

AW VuecC .

Démonstration. - Soit u une fonction (Vx)-surmédiane (c'est-a~dire par rapport

4 la résolvante). On a, pour tout x € Q ,

XVK u(x) < qu u(x) VA< s

~

et, on peut dcrire AV, u(x) = f u dpx X\ ou est une mesure de Radon > 0
9

A X, A
sur Q, car u —> AVK u(x) est une forme lindaire croissante sur C , qui est
un cBne adapté. On pose
T(u) = sup A u(x) , Vuec.
A>0
T est une forme linéaire sur C - C , croissante sur C , donc c'est une mesure

20, p ( c-intégrable). On a évidemment
f u-dp.X < u(x) ’ Vue C .

Si on avait . # €, » comme V. est strictement concave, on aurait

I Vo du < vo(x)
or

Jv dp,x = sup AV

(x) = sup AV, Vi(x)
0 \>0 A

v
A0 x>0
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. +
De plus, V - Vk = AVA V, ¥VA>0.Soit donc ¢ € CK

tel que @ L avy .

« Il existe o > 0 réel

XVx(m) < oAV, v, Lav

Ao o °

a . A
Done V, ¢ <5V - Donc iiiaka Vo = Vg ou encore j Vo du_ = Vo(x) or

I Yo dgx = sup I Voo dux = vo(x)

+
peCy(02)

Donc = .
Py €x

COROLLAIRE 5. - Les nesures (p,x,)\))oO convergent C-faiblement vers € ?
VxeQ gquand A = +, clest-a-dire,

lim I u dy, = u(x) ’ fuecC.
X4 A
A—r+o0

COROLLAIRE 6. - Tout élément de C peut s'écrire u = sup V@n ou V@n est une

suite croissante avec (gn) c C;(Q) . Plus généralement toute u , telle que

u=supu ol (un) cC, et (uh) croissante, peut s'écrire :
n

u = s;p V@p avec (V¢p) croissante et (@p) = G;(Q) .

Démonstration, - On a, pour toute u bornée, u € C,

u = sup AV, u = sup v[a(u - N u) ] = sup Ve
A>0 A>0 n

et

n(u - v u) = v, € G;(Q) , ¥ n

car u est bornée, donc Vn u aussi.

Supposons maintenant u = sup u, avec (un) cC et (un) croissante. On peut
toujours écrire u = sup uﬂ avec (uﬁ) cC, uﬁ bornée pour tout n et (uﬁ)
croissante. La suite double (pr uﬁ)n 0 est croissante, u , étant s. c. i.,

. ?

) ) + .

. .

gs'écrit comme sup an ou o, € CK(Q) ’ (an) croissante, o <u Vn.

Pour tout i , on peut trouver p; et n, tels que

. ! . ur So. .
p; Vpi uni > oy sur Loy
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Donc, en extrayant au besoin une sous-suite de (pi ’ ni) , On a

w=sup kV. ul =sup Y[k, (u -k V. ul)]= sup Vo,
i 1k dp A i
+

avec (@i) c Cb

et (V@i) croissante.

7\
THEOREME 7. - Soit M+ l'ensemble des mesures >0 sur Q, C-intégrables.,

Soit & wun filtre sur Mt , convergeant C-faiblement vers u € MT  (c'est-a-dire

1%m J v dy = J vdu , VveC ). Alors, pour toute u continue, C—majorée

(c'est-a-dire telle que Iul <w avec WwE C ), on a ¢

1lim I u dy = J u dp .
5

Démonstration. — Soit (iI7 , ) 1'ensemble M7 muni de la topologie & asso-

cide au filtre & , c'est-a-dire que (AU {p,})AEg est le filtre des voisinages de

w pour cette topologie.
Toute v de la forme v1 - v2 (vi € C) est continue sur cet espace topologique

et toute © continue, C-majorée, s'écrit

X @ dv = inf j (v, = v,) dv .
e 1T T2
1 27
v.€C
i
Donc ¢ est s. c. s. pour la topologie © (comme inf de fonctions continues).
Le méme raisonnerent appliqué a (- ¢) montre que l'application v - I ¢ dv

est continue sur (M+ ’ G) .

COROLLAIRE 8. = Pour toute u s. c. i., u>0 (VK)-surmédiane, on a :

u = szp {V@n : (V@n)n croissante, ©, borélierne > 0 , V n} .

Démonstration. — En effet, comme v est >0 et inf(nvO , u) est (Vx)-

surmédiane, on peut se ramener au cas ou u est bornée.

u étant s. c. i. peut s'écrire comme sup |, ou (ﬂn) croissant, et @h)CZGE;
chaque § _ » étant C-majorée, est continue sur (M+ , ©) .Donc u est s.c. i,
sur (M+ ’ G) . Donc

liminf.rudp, > u(x) .
N XyA
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Par ailleurs,
f u d“x,x = th u(x) g\u(x) pour tout A >0

car u est (Vk)—surmédiane. Donc u = sup AV, u , et en écrivant & nouveau
A>0
u = sup V(a(u - N u)) , on obtient le résultat.
A>0

PROPOSITION 9. — Les propriétés suivantes sont équivalentes, pour u € " :

(a) u est C-dominante ;

(b) u est V-dominante pour tout noyau V subordonné & C associé & un élément
v el (clest-a~dire Vi =7v ) ;

(¢) u est V-dominante pour un noyau V _subordonné & C associé & une fonc-

tion strictement C-concave.

Démonstration. - (a) ==> (b) => (c) : c'est immédiat.

(¢) == (a) , car si u est V-dominante, @ 1l'est aussi, donc

i = sgp V@n y

et par suite @ est C-dominante, donc u 1l'est aussi.

Remarque. — Les fonctions C-dominantes peuvent donc &tre appelées fonctions
C-surmédianes, puisqu'elles sont surmédianes par rapport & tout noyau subordonné:
4 C . On verra qu'on peut associer & des cdnes plus généraux que C wune notion

de fonction surmédiane.

2. Construction du semi-groupe.
WMN\IW\I\NVV\NV\AMANWW

Soit toujours un noyau V subordonné & C tel que V1 = Yy € C soit une fonc-

tion bornée. Soit (Vh) la résolvante achevée du noyau V .

PROPOSITION 10. - I1 cxiste un semi-groupe (Pt)t>0 fortement continu d'opéra-

- t

teurs linéaires >0 sur H = V(CK) tel que, pour tout n€ C , P_u est s. c.

i.

Démonstration. — On pose SX = x(xvx -I). s est un opérateur linéaire borné

A
dans Cb(Q) . Soit

S
Qz e A (r» >0) .



9-08

Pour tout une C, on a Qt ugu, car :

A At s AN

Qt u=e n!

nz0

et on a XVA u<gu, donc (XVx)n ug<u, Vn.

Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre de Frechet sur N . On pose

P, u(x) = i Gux)  (xeq) .

L'application u =» Pt u(x) est une forme lindaire sur C - C , croissante sur

C , donc il existe une mesure, et une seule, Mg t<3 0 sur (Q telle que :
?

Pt u(x) = j u dpx,t , Vu€ecC.

D'aprés le théordme de Hille-Yosida, pour toute u = Vo (@ € eb) , Pt u est con-

tinue, et on a

~F
Py u=Pt,(Pt u) , vt, t' €ER ;

cette propriété de semi-groupe se prolonge a tous les é1éments de C - C , et tout
' rd 3 — ° .
u et s'éerivant u = szp V¢n H Pt u est s. c. i.

Remarquons que Pt se prolonge & 1l'espace vectoriel des fonctions ¢ continues

C-majorées (c'est-a-dire telles qu'il existe w €C , Iml <w ) en vertu de la for-

mule

j @ du = inf f v dy pour toute y , mesure 2> O C-intégrable.
veC-C

vz

COROLLAIRE 11. - Soit HC 1'espace vectoriel des fonctions continues C-majorées.

Alors, le semi-groupe (p opére de H, dans HC

C

En effet, on a, par construction de (Pt) ,

t)t;o

Pt ugsu, VuecC et V1

\V
(@]

Donc si ¢ € HC ’

lPt @l < P,c w<w pourun w€ c,

et P, ¢ est continue. (Cf. [13].)
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Définition. = Une fonction f est dite excessive, si elle est €, V-mesurable,

V x, et telle que

AV, £<f et f=sup \V,

A - x>0 A

COROLLAIRE 12, - 3i une fonction f est excessive, elle est telle que

Pt f<f, vVt>0 et f = sup Pt f
>0

En effet, le théoréme de Hille-Yosida nous apprend que

lim P, Voo = Vo , Vo€C .
tw0 ° b
Cette relation est vraie pour toute ¢ borélienne. En effet, on voit sans peine

qu'elle 1l'est pour les ¢ s. c. i. ou s. c. s. De plus,

Pt Vo = sup Pt Vy

yS.C.8.
<
Dol :
s:p Pt Vi = sup sup Pt Vy = sup Vy = Vo o
Y t
Remarques.

1° Les opérateurs Pt , pour tout t > 0 , sont des opérateurs linéaires continus

de HC dans HC , muni de la topologie de l'ordre.

2° L'opérateur A , défini au moyen de Vo = V1 , est le générateur infitédsimal

du semi-groupe (Pt) ¢ A est défini sur 1'espace V(Cb(Q)) qui est dense dans

HC .

!\
THEOREME 13. - On a
j‘w
Vf = 0 Pt f dt

Vf=Je'“P fdt , Vv feH

A t c °
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Deuxidme partie :

Construction de la résolvante et du semi-groupe dans le cas général.

On se propose de faire cette construction sans supposer que la fonction 1 est
C-surmédiane. Autrement dit, on se propose d'associer une résolvante et un semi-
groupe a tout noyau V subordonné & C . Pour cela, on adapte la méthode de LION
([5]), en 1'étendant dans un cadre plus général. On désigne toujours par HC ltes-~
pace vectoriel des fonctions continues C-majorées (c'est—é—dire telles que,

Vfe HC », AweEC: Ifl <w ).

Rappelons la définition d'un noyau subordonné.

Définition.

1° On appelle noyaunggb9rdonné a C , une application linéaire positive V de
(BK(Q) dans H

o telle que :

(1) v(ca) =c ;
(ii) Supp Vo < Sg » Ve CE(Q)

2° Une résolvante (VA) est dite achevée (selon MEYER [7]) si sup V., =V

A 0
est un noyau. A0

C est un cdne adapté, linéairement séparant avec C = Cc .

LEMME 1. - Soit V un noyau subordonné & C , tel qu'il existe une famille d'opé-

rateurs (Vx) linéaires > 0 de H, dans H, , vérifiant

V = VK + XVK V = VX + XVVX ’ v A>0 .

Alors, pour toute g borélienne >0 dans (Q telle que Vg < + ©, on a

(W, g<eg) <=> g=(I+)f avec £ boréliemne >0 .

Démonstration. - 3Si KVK g<g et Vg< o, ona:

g=(I+w)(g- Ny g) = (I # \)F ,

et réciproquement.

En particulier, le lemme s'applique si g est C-dominante telle que Vg est

finie.
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1. Btude de la résolvante.

Définition, - Un noyau V subordonné & C est dit C-majorable, s'il existe
w>0 dans Q , w C-dominante, telle que Vw existe, soit continue et Vw < kw
dans Q (pour un certain k réel >0 ). (cf. [13].)

PROPOSITION 2. - Tout noyau V subordonné & C et C-majorable admet une résol-

vante.

Démonstration. — Soit HW 1'espace vectoriel des fonctions continues f telles

qu'il existe o > 0 réel avec if] <ow .
V se prolonge en un opérateur linéaire dans HW , borné pour la norme déduite de
la norme suivante sur Hw

Iell, = inf(x >0 5 ] <} .

Hw est complet pour cette norme, donc L(HW , HW) aussi.

1
Pour A > O assez petit, (n < ﬂ—n-) , On pose
v
w

Vo= X (- 1)K Ak y&L
=0

V étant itérable, cette série converge normalement (pour la norme HV”W ), et vy

est un opérateur linéaire borné dans HW pour la norme relative & w , et
7yl < Vil -

Vk , quand il existe, est un opérateur > 0 (démonstration standard). Enfin,

1'ensemble e des A >0 , tels que V. existe, est ouvert (complémentgire du

A
spectre de - V ) et fermé gréce & 1'inégalité

7y = 7yl < 1y = 2,

déduite de 1'équation résolvante vérifiée par les VA pour A € e . Donc (VA)A>O
existe pour tout A >0 , et Vk est un opérateur linéaire borné sur Hw , et on

a

g%, PA>O0 .

PROPOSTION 3. — 8i V est subordonné & C et C-majorable, sa résolvante.

(Vh)h>0 est telle que :

V)\(HC)CHC, ¥ A>0;
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st Vk est un opérateur linéaire continu dans HC y VA>0.

Démonstration. - En effet, si ¢ e G;(Q) ’ Vk © e HC , comme on le voit facile-

ment. Pour achever la démonstration, on applique un théordme général sur les opé-

rateurs C-bornés [13].

Le lemme suivant est trés commode pour 1'approximation d'un noyau subordonné quel-

conque.

LEMME. 4. - Soient U-, V., W trois noysux subordonnés & C et C-majorables,

tels que U=V +W dans H,, (Uh) , (VA) et (Wk) leurs résolvantes (qui

existent). Alors, pour tout g €C , on a

UA g2 VA g et Uh g2 Wh g ¥VA>0.

De plus, Uk < VK + Wx , ¥ A>0.

Démonstration. — En effet, de U=V + W on tire que

UK(I + A\U) = VX(I +AV) + W

il

VX(I +\U) + (I - ka)w .

Soit w > 0 C-dominante, assurant 1'itérabilité de U . Soit g € C , w-majora-
ble. D'aprés le lemme 1 , g s'écrit g =(I + A\U)f avec f continue >0 w-

majorable (car U et UA operent dans Hw ). Donc :

U, g=10,(T+ A >V, (T + A0)f

clest~a-dire

(De la m8me manidre, U, =W, g .)
Pour passer & g € C , g quelconque, on écrit

g=sup(g,nw),

n
et on a le droit d'écrire
UX g = sup UX gn .
n
I1 en est de méme pour Vk et WX .
Pour démontrer que Uk <Vt W, , on éerit

v, +W, -0, = (UK - VX)V + (Ux - wx)w ,
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et on applique la partie précédente a toute gz e€ Cn Hw (tous ces opérateurs ope-

rent dans le méme espace HW ), puis & toute g € C .

Dans ce qui suit, on se propose d'associer a tout noyau subordonné & C une ré-
solvante achevée, en utilisant 1'approximation d'un tel noyau par des noyaux subor-

donnés & C et C-majorables.

’ 3 0 + . s 3
La donnde est ici un cdne convexe C < € (Q) tel que CK(Q) < Hy linéairement

séparant et stable par sommes continues.

Soit (Ua>a61 une famille filtrante croissante d'opérateurs linéaires positifs

de CK(Q) dans C(Q) , subordonnés & C telle que :
(a) (w,BpeIl, ax< B) => (UB - U%) est subordonné & C ;
(b) Pour toute © € G;(Q) , sgp ™ 0] €o(C) n ¢, ce qui entraine que
U = sup ™ @ est subordonné & C ;
(c)agour tout o €I , il existe une famille résolvante (Ui)h>0 telle que :
1° Ui est un opérateur linéaire positif de o(C) dans lui-méme pour o e I
et AN>0 ;

29 Pour tout g € C n o(C) , on a s

A Ui g<eg, VaelI et VA>O0;

0, et

30 Pour toute ¢ € @;(Q) ’ ii% XUi 0]

]

Uacp=U<;icp+)\U?:Uacp U?:cp+}\Ua(Uicp)

Vo€eI, A>0, ¢°€ CE(Q) 5

(d) Pour o <pB, A>0 et tout g €C n o(C) , On a :

B
0 ez g .

Ces conditions sont nécessairement vérifides si tous les noyaux ¥ sont C-

majorables avec Ua(C;) cC F\o(C) , Vo €I . On aalors le résultat suivant ¢

PROPOSITION 5. - Le noyau U = sup Ua subordonné & C admet une résolvante (UX)
e o

qui satisfait & la condition (c) ci-dessus et vérifie de plus :

+ .
1° Pour tout ¢ € CK(Q) y Ux © = l;m U% ®

20 Pour tout h € o(C) , U, b = lin U% h .
o



P . . + .
Démonstration. -~ Soit ¢ € GK(Q) , et soient g = Uy , g& = Ua P, 8 eC,

gl(x) > 1 pour tout x € Sp .

1° Montrons que, pour tout ¢ € CE(Q) , 1lim Ui Q= Ux ¢ existe, et que c'est
o

une fonction s. c. s.

Pour g>a ,0na g, > g, et, dtapres (d),

B

B . 5 ayP B
g 2 MUy & 2 MUy g5 > A0y gakui g,

La fonction t = sup RU% &8y est donc s. c. 1.

La famille &y converge uniformément sur tout compact, en croissant vers g ,

par suite,

lim Ui © = lim g, = 1lim )\U‘.i gy

o o o
existe et
U)\co=limUi[(p
o
est s. ¢c. s,
Pour tout ¢ >0 , il existe o, tel que (a > ao) => (g - g, <e sur Se)

par suite g - g& < €8y sur S , donc partout ; on en déduit
- < <
N & )‘Uc;\ € S ”‘U())f SN

ou encore
lim AUY Tp = 1im W02 0¥ o .
o A o A

La famille (Ui)a ost wniformément C-bornée, par suite, pour tout h € o(C) ,

lim Ui h existe, et
o
Uh h = 1lim Ui h = sup Ux Q.
o Ogepsh
et
Sy

2° Montrons que UX h est continue pour tout h € o(C) . Pour cela, on utilise

le lemme suivant @

LEMME 6. - Soit C < C+(Q) un cdne convexe avec CK c HC . Soit U un opérateur

C-borné. Si, pour toute o ezC% y Up ests.c.s., alors Uh est s. c. S.,

¥ heolC), h>0.
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La démonstration figure dans [13].
. +
Soit ¢ EGK . On a
Ua o = U‘;: @ + )\U(;i UO[ © -

On a démontré que :

est s. c. s. car Up € o(C) .
Donc lim U‘;: it ¢ est continue, lg‘m il [0 est aussi continue ; il en est donc
o

de m8me pour lim U‘;\( P .
o

Le lemme précédent permet donc de conclure que lim U‘;\l h est continue pour toute
o
he o{C) .

%0 Pour tout: h e o(C) , on a : 1lim )\U)\ h =0 . En effet, pour tout ¢ € GI.{.’. ’
A0
lim )\U)\ o=0,
A0

car, de ga = U‘i @ + )\U‘i &, on tire

U e<e, <8
d'tou

chp<g et i—l’xg)\U)\cp=O,

I1 en résulte, d'aprds un théordme de [13], que, pour tout h € H, , ]);:Lné AU, h =0,
car 1la famille .(MJ)\))\>O est uniformément C-bornée.
4° La famille (U}\) est une résolvante. En effet, pour tout ¢ > 0 , il existe

o, tel que

(@ >ap) => (g-8g) < es (g eo(g') , &' €C) .
On a 1'égalité

g-T cp-Xng=(g-ga)-(ngo—U§fcp)-(kng—ing)-kUi(g-ga)

A

et comme )\U({(g - ga) < eg' , par passage a4 la limite, on obtient g~ U)\cp —MI)\ g=0

ou encore

Up = U, @+ N, Uo .

A



9-16

Lorsque A =» 0 , 1lim XUA(UQ) = 0 puisque Up € o(C) , on a donc
A-0

Up = sup U, ¢ , pour tout ¢ € et .
Am0 A K

Comme U est un noyau, pour toute h € o(C) , h>0, on a

U(h) = sup Up = sup [sup U, o]
Ogps<h Ogph A

+ +
pe G P Cp
dtodr U(h) = sup Ux(h) , égalité vérifide méme si U(h) n'est pas finie.

Pour tout A, w >0, A<y, et tout o, tout ¢ € o(C) , on a :

Bho=0 o+ (b= o U+ (b= MU o

par passage & la limite, on en tire

1

U)\(p=Uu(p+(p,-x)U)\Uuw U cp+(p,->\)UuU“p

"

Supposons ¢ > O , et faisons tendre \ vers O . On a lim XUX U ¢o=0, d'od
A0

Up =sup U, o =U o + u(sup U, U @)
-0 W -0 M W

U(p:Uu(p'i-uU(Uu(P) ’

égalité qui a un sens méme si Uy et u(u @) ne sont pas finies partout ; mais,

si o ect | alors Up est finie, donc U(Uu @) aussi.

COROLLAIRE 7. - Tout noyau U subordonné & C tel que U(@K(Q)) c o(C) , admet
+
?

une résolvante Uy telle gue Ux(o(C)) < o(C) , et pour toute o€ (o(C))

Up = sup U .
® a0 A @

o <1, de sorte
que sup ¢ = 1 . Posons UY : o P> U(wa w) =& ¢ , pour ¢ € CK(Q) . Les

Démonstration. - Considérons la famille (¢a) c GE(Q) , oi 0 <y

noyaux 1% sont subordonnés & C et C-majorables, ils admettent donc des résol-
vantes. D'autre part, la famille U¥ satisfait aux conditions de la proposition

précédente.

COROLLAIRE 8. - Soient U , V , W des noyaux subordonnés & C qui envoient

CK(Q) dans o(C) , ( U, V, W ne sont plus supposés C-majorables). Alors, pour
tout ge C et tout A >0,

UX g = Vk g et UK g Z'WK g .
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De plus, UX g_Vx + Wx sur C .

Démonstration. - Considérons la famille (¢a) c @g , comme dans le corollaire pré-

cédent. Alors, pour tout o ,
o
Uy eV e, VYgeC ot U: ;;vi + wi sur C,
et, pour tout h € o(C) ’

Uh h = %;m Ui h ;

il en est, de méme pour V, et Wh , ce qui démontre le corollaire.

A

2. Construction du semi-groupe associé a un noyau.
NG NI NS NSNS NN NI TN NI NI NN NP NI NI NS NI NN NI NI NT NI I NI NI IS IS I NI NI PSP IS

Nous utiliserons le théoréme de Hille-Yosida sous la forme suivante :

/\
THEOREME 9. — Soit E un e. 1. c. séparé complet pour les suites. Soit (Vk)h>0

une famille d'opérateurs linéaires de E dans E , telle que :

10 v, - Vu = (u -A)Vk vp = (p - x)vu LN

o . ' rd n e . .
2° La famille d'opérateurs [(xvx) ]neﬁsheﬁi est équicontinue.

Alors si F est 1l'adhérence de l'image commune des opérateurs VK , 11 existe un

semi-groupe (Pt) équicontinu sur F , et un seul, tel que :

10 %i% Pt X=X, ¥y xebl ;
(o)

-\t
;)0 V — 4
c A = IO e Pl dt sur F .

Démonstration. — On a évidemment VX(E) = Vp(E) , Yw, A>0 . Par continuité,
on a 1E%OAVX X=X,V X € VW(E) , donc ¥ x € F . I1 s'ensuit que les opérateurs
Vk sont injectifs sur F . On peut donc définir l'opérateur A sur VX(E) tel
que (AI - A)-l =V, , et on se trouve ramené au théordéme de Hille-Yosida (ef. [16],

p. 246) .

On se donne maintenant un cbne convexe C < C'(Q) , tel que :

1 C = C0 ( ¢ stable par sommes continues) ;

2° € linéairement séparant.

On sait que tout noyau V subordonné & C , a valeurs dans 1l'espace o(C) ,

admet une résolvante achevée (Vx), telle que Vk(o(C)) c o(C) .

Rappelons que o(C) est un espace adapté de Fréchet pour sa topologie de l'ordre
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définie par la suite de semi-normes :

pn(¢) = inf (sup f(x)) (ef. [13]).
feC xeKﬁ

lecol
ou (Kﬁ) est une suite fortement croissante de compacts telle que U Kn =0 .
n

LEMME 10. - Soit E = VK('o'(c‘ﬁ (adhérence dans o(C) ). On a )\(Ef =E, ¥V A0,

et la famille (xvh)n pour n€ N et A >0 est équicontinue.

Démonstration. = Il suffit de démontrer que, pour tout n , on a

pn(xvh p) < pn(¢) pour o € o(C) .

Soient € >0 , et fe C tel que

f>

g

et sup f(x) < pn(¢) + e
xeKh

Ry
Commg XVA f<f, onaencore T z.lxvx @| , donc pn(XVk ¢) < pn(@) + g .

PROPOSITION 11. - Il existe un semi-groupe (Pt) d'opérateurs positifs continus

dans 1l'espace de Fréchet E = v}\(o(c)) , tel que :

1° Pour toute ¢ € E, on a

lin Py @ = o (pour la topologie de E ) 3
t-0

20 (Pt) est équicontinu sur B ;

30V, = I: N P, dt sur E ;

IOO
4o V=J P dt sur V)\(E) .

Démonstration. - Pour 1°, 2° et 3°, il suffit d'appliquer le théoréme. Pour ob-

tenir 4°, on applique le théoréme de Lebesgue de la maniére suivante : Soit f

l'applieation t ~» P e v oo(x) on >0, € o(C) . £ est positive,

t A
fp Z,fu, si pgu', et sug Vu Vk @(x) <w, ¥ x, car
p—b
(A =V 7 olx) < Vo(x)
BoOA
donc

2
V‘J‘chp(x)ixvcp(x), Vu>0.

o0
Donc IO P,V o(x) dt existe. Pour voir que c'est égal & w, o(x) , il suffit
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de remarquer que lim Vp o = Vo pour o € o(C) . Cela résulte de
w0
liIanMcg;:O, V@ECK(Q)
p—0
et de la densité de GK(Q) dans o(C) (cf. démonstration du théordme 5 ).

Remarque. — Soit C C-@+(Q) un cdne convexe tel que C = Cc et Hy o CK(Q) .
On peut voir que o(C) est un espace de Fréchet pour la topologie induite par celle
de HC , qui est aussi la topologie de l'ordre sur o(C) . GK(Q) est dense dans

o(C) pour cette topologie.

En conséquence, les hypothéses faites sur le noyau V , c'est-a-dire V subor=-
donné & C et & valeurs dans o(C) , ne seraient qu'apparemment améliorées si on
supposait seulement V subordonné & C, et V(CK) contenu dans 1l'adhérence de
CK(Q) dans HC .
3. Semi-groupes et mesures représentatives.

Voici d'abord un théoréme de Stone-Weierstrass pour les espaces adaptés.

/N
THEOREME 12. - Soit C < €+(Q) un cdne convexe stable par enveloppe inférieure,

linéairement séparant et adapté. Alors, l'espace vectoriel C - C est dense dans

o(C) (= HC) pour la topologie de 1l'ordre.

Démonstration.

1° Pour tout x €(Q , et tout ouvert ¢ relativement compact ¢ 2 x , il existe
feC~-C avec f=0 dans Cu et f(x)>0.

En effet, dans le cas contraire, pour un g 3x, pour tous f , g€ C , on a
(g2t sur o)) = (&z) 2 £(x)) .

Soit H = (C - C)ICw . L'application
0

(f -2 P> £(x) - glx)

définit une forme linéaire croissante sur H qui est adapté ; elle se représente
donc par une mesure, W positive sur Cwo . Cette mesure | commute avec inf ,

clest-a~dire
p(nf(f , g)) = inf(u(f) , wlg)) .

Donc y, est de la forme Key (A>0) , et ye Q”O . On aurait done f£(x) = Af(y),

VfelC, ce qui est impossible puisque C est linéairement séparant.
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20 (C - C) est dense dans CK(Q) pour la topologie de l'ordre de o(C) .

En effet, soit ¢ € C(Q) , €>0, et v, € C-C telle que |cp-V1l<€

1
sur X . Soit Yo eC-0C, vy > i@l sur 3¢ , et Vo = 0 hors d'un voisinage
& de So
v2 = sup(- vO ’ 1nf(vO ’ vl))

approche ¢ & ¢ pres dans o(c) .

C. Q. F. D,

ILEMME 13. - Pour tout x € Q , les mesures €y v Qg} V est un noyau subordon-

né 3 C ) sont portées par 1'ensemble

ay=Clyea; Voly) =0, 7 pecla}.

Démonstration. - Si K est un compact, X < Ca la fonction V(@.IK) , ou

O ]

pe CK(Q) et 1, est l'indicatrice de K , est telle que :

(weCc, u a'V(@.lK) sur k) => u> V($-1K) partout.
or V(@.lK) =0 sur K , donc partout.

Remargue.

1© Si Q est réunion dénombrable de compacts, il en est de méme de QO .
2° Si on restreint le noyau V & l'espace QO (ctest-a-dire si on considdre le
noyauw § =» V§ , ob ¢{ € GK(Q) y Sy < QO ) et si on restreint le cdne C & QO s

alors le noyau V est subordonné a C et a valeurs dans o(C ) .

PROPOSITION 14. - Si on se restreint & 1'espace Q. , le cdne C n o(C) est

dense dans C pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact (de
Q ).

p . - . . o+
Démonstration. - En effet, il existe (qb) < CK(Q) ’ S@a c QO , telle que (Vma)
s0oit une famille filtrante croissante avec sup V@a = 4+ © sur QO .
Soit uecC . On a :
[oR

u = sup (inf(u ’ Vma))
o

d'ou le résultat d'aprés le lemme de Dini.
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Remarque. - Soit C!' = Cn o(C) . C étant stable par sommes continues, il en
est de méme pour C' . De plus, C' est adapté (d'aprés un théordme de [13]) et,

d'aprés le théordme précédent, C' - C' est dense dans o(C')

Les considérations précédentes montr nt qu'on peut toujours supposer le noyau V

strictement positif (au sens que : VxeQ, Hdg€ C; : V@(x) >0 ) et le cdne

C adapté, ce qu'on fera désormais.

L'espace vectoriel C - C est alors dense dans o(C) . Nous allons maintenant
représenter le semi~-groupe (Pt) construit ci-dessus au moyen de mesures de Radon

dans (Q .

’ . -
THEOREME I%. - Pour toute o € o(C) , XVA ¢ admet une limite en tout point
XEQ yaamd N = + oo ‘

Démonstration. - Cette limite existe si ¢ €C-C . La famille (KVX)X>O est
une famille d'opérateurs uniformément C-borné au sens de [13]. Donc, d'aprés un

théoréme de densité établi dans ce mémoire, %im AVK Q(x) existe, V ¢ € o(C) .
—00

Notation. - Posons @(x) = %im hVX ¢(x) . Posons aussi &(V) = s(C - V(G%)) (sup-
_— —=3CO
port fin de V ). Les résultats qui suivent généralisent ceux obtenus par RAY (cf.
[15]) dans le cas d'un noyau avec résolvante sous-markovienne & valeurs dans CO(Q),

dans le cas ou les fonctions A-surmédianes séparent Q .

PROPOSITION 16. - On a les propriétés suivantes :

1° L'opérateur Pyt g8 (¢ € o(C) est lindaire, positif, C-borné (cf.

[13]) 3

2° Pour toute o e o(C) , %im NN Hlx) = 8(x) , vxeq;

39 & est une fonction borélienne de Baire : & = lim nV_ ¢ ;
- N— © n

40 @(x) = I P duy o ¥ xeQ ou .px est une mesure minimale balayée de Ex

pour le balayage défini par le cdne convexe (C - V(GE))z;

50 Pour toute ¢ € o(C) , on a 1'équivalence :

(0 =9) <= (o e'Vx(olcii)

ou V,(o(C)) désigne 1'adhérence pour la topologie de o(C) , et si ¢ €C , on

as: o<

> >

6° Pour toute ¢ € o(C) et toute mesure w > 0 pseudo-portée par 6(V) , on a :

I G dp = I v dp
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(8(x) = o(x)) <== (x€ 8(v1))

et toute mesure w > O pseudo-portée par 6(V) est minimale ;

et p étant des mesures positi-

7° Si (pa) converge faiblement vers u , Ky

ves pseudo-portées par §(Vi) , alors

lim I ) dpa = I o dp , Voce o(C)
o

8° Pour tout x€ Q et tout A >0, la mesure €x Vk est portée par 8(V) aL

sens (le plus strict) que tout compact disjoint de §(V) est de mesure nulle pour

€y VA « I1 en est de méme de toute mesure Wy ol p est une mesure positive sur
Q (carApour toute fonction ¢ borélienne nulle sur &(V) sy V=0 ).

Démonstration.

10 Po est C-borné, car ¢ <v, VvecC.

2° En effet, pour toute ¢ € C (donc aussi dans o(C) ), on a
)1\12 Ny WV, o(x) existe, Vxeq,

P

Car, pour toute v € C ,

AV}LV=)\V(V—}\V)\V)€C.

Donc, pour toute ¢ € C , si A' >N et u'>p, ona
h'VX, u'Vu, Q> th pr 0]
donc la limite double existe (convergence monotone).
30 Clest immédiat.

4° Sur o(C) , la forme linéaire o —> &(x) (x € Q) définit une mesure By

w, est balayée de e pour le balayage défini par le céne C - V(CE)

Soit W wune balayée quelconque de €y relativement au cbne C - V(Cg) . On a

car
V, 0=V(p -V, g) .

On se raméne donc a montrer que

fv¢ dy = Vy(x) , Ve Cla),
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ce qui est immédiat.

I1 en résulte que si p est une balayée de e, pour le cbne C - V(C%) , on a

By < B oo cela résulte du lemme suivant :

LEMME 17. - 8i W est une mesure positive C-intégrable, si on pose

a(v) = J ¢ dw , v veC,
ona (<4 (o4 < désigne le balayage par rapport au cbne C - V(@g) ).

En effet, on a :
I AVA v du < I v du Vvec
donc en passant a la limite,

IVdp:-J‘Vdﬁ<fvdu

~

et on a

Jviag=Jvia, cr i-n
I1 en résulte bien que Wy est minimale.
© = ¢ (convergence simple) et il existe v € C

5081 9=¢& , ona %i%)hvx

avec KVK <V, VX.Le théoreme de Lebesgue montre que XVK ® => ¢ faible-
ment et, par Hahn-Banach, on voit que ¢ € vxlchSS . La réciproque est immédiate.

6° (&(x) = o(x)) == x e 8(V1) .

En effet, soit w < €, » 0D a

Id

3@ =low-Tou
Donc (i = &X = Py - 3i donc €, = &X yona: g = << ey dtou p = £y et
x e §(V1) .

Réciproquement, si x € s(v1) , €X < ey donc éx =€ s et

&(x) = o(x) , Vo€ o(C)

On en déduit bien que si W est pseudo-portée par §(Vi) , on a

Iq?)dp,:Jﬁcpdp,, V@GO(C)

car 1'ensemble {y ; &(y) # o(y)} est un borélien de Baire disjoint de la fron-

tiére, donc de p~mesure nulle.

7° Cela résulte du 6°, car I o dy = I © du pour toute mesure y pseudo-portée.
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8° Cela résulte, pour €y V , d'un théoréme antérieur (cf. I) ou nous avons.
montré que €4 V est strictement porté par §(V) . Il en est donc de méme pour les

mesures e V)\ qui sont plus petites que €4 V.

Etude de l'espace E = V)\(oICH . - On a déja vu la caractérisation de E @

E={peolC); o=¢} .

on va montrer ici que E = E+ -E ol E+ =En C+(Q) . Pour cela, on introduit

l'opératecur ¢ —> § ainsi défini

oo

Définition., — Pour toute ¢ € E , on pose
T=influe C; uz¢ dans Q) .

: . . +
La fonction ¢ n'est pas nécessairement dans E .

Propriétés de la fonction T .

1 o+ 4 <o +V, Vo, yeb;

20 Continuité.

LEMME 18. = Soit ¢ € C , o, o' e E tels que 3
lo =o'l < ¥ -

AMors, lp-o'l <y .

~

' Démonstration. - On a o < @' + ¢ <inf {v + ¢} . D'ou e <oty .
vel

vp'

LEMME 19. - Soit ((pn) c o(C) convergeant vers o € o(C) pour la topologie de

o(C) . Alors, il existe v € C et une gous-suite (cpnk) tels que (cpnk) converge

vers ¢ dans 1'espace o(v) muni de la topologie induite sur o(v) par 1l'espace

de Banach I-Iv (des fonctions continues v—majorables),

Démonstration. — La topologie de o(C) est définie par la suite des semi-normes:

p,(g) = inf (sup £(y))
feC yek.
20| *

ou (Kl) est une suite fortement croissante exhaustive de compacts.

1°© I1 existe f € C tel que lcp | <f et Icpl < f , pour une sous=-suite (cp )
P Ty
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En effet, pour tout i€ N, il existe a(i) , suite de N telle que

1
lp - <Pa(i)| <t f,eC et ;Zﬁi £.(y) < g

Soit we€ C tel que |pl <w . Ona

|coa(i)|$W+Zifi=veC.

Le lemme résulte alors de la proposition suivante :

PROPOSITION 20, - Soit (@n) c o(C) convergeant vers ¢ € o(C) et telle que
|¢n| <f pour un f e C . Alors (@n) converge vers ¢ dans 1l'espace o(v)
(v tel que feolv), v>0) muni de la topologie induite par la topologie de
1l'espace de Banach Hv .

La démonstration est immédiate.

PROPOSITION 21. - Soient v wune fonction s. c. i. sur @ et V-excessive (c‘est—

d-dire ANV, vg<v, VY A>0, et v= iup AV
- -—300

\ v ). Alors v vérifie les inégali-

A

tés :

v(x) > Iy dy

pour tout couple (x , w) o u est une mesure de Radon positive sur ( balayée

de e, relativement au cbne C.

Démonstration. = I1 suffit de démontrer la proposition pour des fonctions du type

v = AVK u ou u est surmédiane s. c¢. i. On peut toujours supposer u majorée par
~ O °

10 V(u - NN u) est alors bien défini et vaut v, w . En effet :

un élément positif de C, u<v

u .

A

V, u= Vu(u - AV, u) + b, Ty

or limuyV V. u<lim®y v_ =0, car v, € C, et on sait que lim pV o = 0
w0 Fw A M RTIMe ’ 0 ’ 0 M ’
Ve GK , donc, par un argument de densité pour toute h € o(C) , Vu(u - XVX u)

est décroissant en  , et

sup V (u = AV, u) =V(u - AV, u) = Vo u .
0 A A

2° Pour toute fonction boréliemne ¢ =0 telle que Vy soit finie, on a :

j Vy dw < Vy(x)

pour tout couple (x ’ p) avec u < € En effet, on peut se ramener au cas ou
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¢y est s. c. s. bornée, car

.,rV\ydu.= sup Jchdp.-.

Py
© s.c.s. 20
S compact

or \rVQP dp = inf{j Vg dp , g continue, >0, Sg compact, g >} , et 1'iné-

galité cherchée est vraie pour les Vg , car le noyau V est tel que V(G;{-) cC.

PROPOSITION 22. - Pour toute ¢ € E = VXIOICH , la fonction -q-). est excessive

continue, et © € B C .

Démonstration.

1° D'aprés un résultat démontré dans [13], on a :

w(x) = sup »rcpdu, Ve o(C) .
p,<£-:X

(c)
Par conséquent, ¢ est une fonction surmédiane s. c. s.

20 3i v est surmédiane mesurable, sa régularisée s. c. i. ¥ est surmédiane

car les noyaux V}\ sont continus.

Soit v surmédiane (mesurable), v>2¢ .0na:

T > et ¥

sup AV, ¥ > & =

>

et, d'aprés la proposition précédente, ¥ , qui est excessive s. c. i. vérifie

o~

V(X))IVdeIcpdp,, Vo < .
(c)
A —
donc ¥ 2o .

30 I1 en résulte que 25 est la plus petite fonction surmédiane majorant o .
Elle est donc (sumédiane) s. ¢c. i., car o est continue. Donc EE est continue.
Donc, d'aprés le lemme de Dini dans o(C) , on a fp' e C adhérence de C dans
o(C) . De plus,

®=Sup A, g =g .
Done EE € AE . On peut toujours suppos‘er que C est fermé dans o(C) .

COROLLAIRE 23. - Ona: E=E -E ot E =E n ¢(Q)
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COROLLAIRE 24.

10 Toute forme linéaire positive sur E est continue.

2° Toute forme linéaire positive sur E se représente d'une manidre unique par

une mesure > O pseudo-portée par s(V) .

3° Le dual E' de E est réticulé et s'identifie a 1'espace des mesures C-

intégrables pseudo-portées par 6(V) .

Démonstration.

1° E est un Fréchet engendré par EY .

2° Pour toute forme linéaire T positive sur E , il existe une forme linéaire
positive sur o(C) y donc une mesure y >0 telle que y =T sur E+ . Posons

alors

T(u) = sup (W, ) fuec .

A oo

Ce sup est fini, et définit une forme affine croissante sur C qui se représente

de maniére unique par une mesure positive qui est minimale.
30 Cette propriété montre que E est d'une certaine manidre "adapté".

Voici une extension de la proposition.

PROPOSITION 25. -~ Soient @ » @y 9 wee y O URE suite finie d'éléments de E ,

© = sup (wl ) eos 9 @n) leur enveloppe supérieure. Alors
n
® = inf{u € C ; uzo;, ¥ign}

8>

est une fonction continue excessive Fp. eEnC t EE =

La démonstration est identique & celle déja faite.

Application.

PROPOSITION 26. -~ Soit © une fonction excessive s. c. i. Alors, il existe un

ordonné filtrant croissant (Va) de fonctions excessives continues tel que :

@ =sup v .
o'

7 3 +
Démonstration. - On écrit = sup AV = sup AV ou ( ) c C est crois-
© x>0 ' P N A (Pa QPO[ X

sante telle que ¢ = sup @, -

Soit Ip = sup{hvx 9, A et @ parcourant un ensemble fini d'indices F} .
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On a : Ef eEnC, Ef <o¢ et (@f) est un ordonné filtrant croissant, avec

Sup:‘;—,:gp o
F K

PROPOSITION 27. - Pour toute ¢ fonction surmédiane s. c. i. C-majorée, on

a ¢ =@ = sup XVK © sur s(V) .

- A— o

Démonstration. — En effet, la famille de mesures converge faible-

ment vers €, pour tout =x € 6(V) . Donc o étant s. ¢c. 1.

p(x) < lim inf NV, ofx) < 8(x) .

A— ©

Donc ¢(x) = &(x) .

Signalons enfin un résultat standard sur le semi-groupe (Pt) construit plus

haut.

(\ ~
THEOREME 28. - Il existe un semi-groupe (Pt) dlopérateurs lindaires positifs,

mesurable sur 1'espace mesurable (Q , @O(Q)) y OU Bb(Q) est la tribu borélienne

de Baire, qui coincide avec le semi-groupe (Pt) sur l'espace E = vh(chii , tel

que, pour toute f € o(C) et tout x € Q , la fonction %t |-» P, f(x) est con-

tinue & droite. (ﬁt) est unique ; les #Sgalités

(o]
-\t 3
VK = IO e Pt dt

o0
V= IO Pt dt

se prolongent aux fonctions boréliennes de Baire.

Un prochain mémoire précisera 1'étude des semi-groupes subordonnés & un cdne

adapté.
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