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" Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 6-01
(Théorie du Potentiel)
1le annde, 1966/67, n° 6 8 décembre 1966

AXTOMATIQUE BRELOT-BAUER

par Jean-lMarie EXBRAYAT et Bernard SAINT-LOUP

(d'aprés H. BAUER [1])

Cet exposé est fondé sur l'ouvrage de Heinz BAUER ([1]), et sur celui de Marcel

BRELOT ([2]) paru aux presses de 1'Université de Montréal.

§ 1. Espaces de Bauer et espaces de Brelot.
WMMMNV\MMN\AAMMMV
Les donndes et axiomes en axiomatique de Bauer sont les suivants :

X est un espace topologique localement compact, souvent & base dénombrable.
9 désigne 1l'ensemble des ouverts non vides de X . On se donne sur U un fais-
ceau U b—> RU de fonctions numériques. Les éléments de %U sont les fonctions
harmoniques dans U .

AXTOME (I). = ¥ U €U, %, est un sous-espace vectoriel de C(U , R).

DEFINITIONS.
(a) VX est dit régulier si :

#*
19 V est ouvert, relativement compact, de frontidre oV = V. # g3

20§ f ¢ C(V%) , 31 ge€cC() unique, telle que :

f et g|v =H €%

gl 4 e S

v
v
30 £330 == H.>

(b) Soit Uel; uw: U->R est dite hyperharmonique si u > - ; u est

o .

— ® *
S. Cc. i. 3 UV régulier, VcU,et fE€CV); fgu sur V , alors
Hg <u dans V .

#*
On note KU 1'ensemble des fonctions hyperharmoniques dens U . Les notations

o . . P v , .
+RU ’ +%U ont une signification évidente. On note, en outre, Py (v régulier j

¥ eV ) la mesure de Radon positive, définie par

H(x) = s dut  pour £ €XT) .
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AXIOME (II). - Les ensembles réguliers forment une base de la topologie de X .

Ensuite, on peut adjoindre aux axiomes I et II des axiomes plus ou moins faibles,
dont 1'un est un axiome de convergence, et l'autre un axiome de séparation. BAUER
introduit les trois axiomes de convergence (Kl)’ (Kz), (KD) (dits axiome III), et

les trois axiomes de séparation (T), (t™), (1) (dits axiome IV) :

AXTOME (K1)° - Soit U €y , et soit § wun ordonné filtrant croissant de fonc-

tions harmoniques dans U . Si sup & < K, alors

sup & GKU .

AXTOME (Kg)' - S80it UeU, et soit $ un ordonné filtrant croissant de fonc-

tions harmoniques dans U . Si sup & < + «» partout, alors

sup § € %U .

AXTOME (KD). - Soit U elU, et soit § un ordonné filtrant croissant de fonc-

tions harmoniques dans U . Si sup § < + » sur un ensemble partout dense de U ,

alors

sup § e}GU .

I1 est clair que

() = (k,) = (k).

AXIOME (T). - Il existe h € By » >0, et les fonctions hyper-h-harmoniques

(quotients par h des fonctions hyperharmoniques) séparent les points de X :

vx,ye€X, x#y, 1u GH; avec u(x) h(y) # h(x) uly) .

h >0, et les fonctions hyper-h-harmoniques

AXIOME (T7). - I1 existe h €%y

>0 (quotients par h des fonctions hyperharmoniques) séparent les points de X .

AXIOME (T'). = V U €U relativement compact, %U contient une fonction > 0 .

3
De plus, gX sépare fortement les points de X :

ix,y €X, x#y, Bu,vel@; avec u(x) v(y) # v(x) uly) .

I1 est clair que (T+) = (T) . 81 d'autre part, il existe sur X wune fonc-

tion harmonique > 0 , alors (7') === (r) .
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On veut choisir un axiome de convergence, assez faible pour conserver parmi les
espaces harmoniques B?+1 avec, comme faisceau de fonctions harmoniques, les so-
lutions de 1'équation de la chaleur, et, d'autre part, assez fort pour permettre
de retrouver le maximum des résultats obtenus en axiomatique de base (axiomatique
de Brelot), i. e. la structure topologique de X , un principe du minimum satis-
faisant, un théordme de convergence avec ensemble exceptionnel pas trop gros, un

théoréme de partition, etc.

Si 1l'on pose en axiomes (I), (II), (T), on peut démontrer que tout ouvert appar-

tenant a U , est non compact (en particulier X ), ainsi qu'un principe du mini-
mum pour tout ouvert relativement compact. On obtient aussi le caractére local de

1'hyperharmonicité et, si V est régulier, le fait que :

'f u duz si x €V
u,(x) =
u(x) si x ﬁ \

est hyperharmonique avec u .

Si 1'on pose en axiomes (I), (II), (X,) et la premidre partie de (T!'), on peut
démontrer que X est locglement conneX;, et traiter le probléme de Dirichlet
pour un ouvert relativement compact et une donnée-frontidre continue, en sui-
vant la méthode B.-P.-W, (BRELOT—PERRON—WIENER).

Prenant X & base dénombrable, (I), (II), (K,), et (T'), on a, & 1la fois, que

la résolutivité est équivalente a la d@i—intégrabilité pour tout =x dans w
(vase dénombrable) et que l'enveloppe commune est harmonique (gréce a (Kg)). Mais

on ne peut rien dire sur l'ensemble des points-frontiere irréguliers de -

En définitive, on est amené & choisir comme axiomatique : (I), (II), (X,) (dit
(III))et (T‘) (ait (IV)). (x ,Zﬂ) , satisfaisant & ces axiomes, est dit espace 4=

=]
—

Bauer. Nous nous placons maintenant dans un tel espace :
%*
On démontre que les fonctions de KU sont celles des fonctions u , s. c. i.

dans U, > = o ,qui vérifient :

~

I u dul < u(x) pour tout V régulier cU et x€ V.

En outre, (II), formulé avec des suites, est alors équivalent & (KD). On a aussi

1'équivalence des groupes d'axiomes suivants s

(1) , (11) , (1II) (1) , (11) , (111') 3 (1) , (r) , (111") ,
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avec, B désignant une base de X formée d'ensembles réguliers, les axiomes sui-

vants @

* -
AXIOME (III'). - 7 VER et vf: V -»R qui posséde une ug—intégrale Su--

périeure finie pour un ensemble de x dense dans V ,

I ¢ a7
X b fm&emv.

3 -
AXIOME (III"). - YV Veg et v £: V ->R qui est pl—intégrable pour un

ensemble de x dense dans V , alors

X - J.fdp,z
est dans RV . .

Ceci entraine que x --» f f dpz (f quelconque minorée) est enveloppe supé-
rieure d'un filtrant croissant de fonctions harmoniques bornées dans V , donc en
particulier hyperharmonique. On démontre, comme il a été dit, le caractire loca-
lement connexe de X , le fait que tout ouvert relativement compact de X a une
frontidre non vide, que X est non compact, donc que dans un espace de Bauer 1les

domaines réguliers forment une base de la topologie. On a le principe du minimum

suivant

3
Soit U ouvert relativement compact et ue€ %U avec

*
lim inf u(x) > 0 , Ty eU .
X ==y
x €U
Alors u > O .
*
On démontre encore le caractére local de l'hyperharimonicité : U p-> MU est un

faisceau.
On dit que A © X est absorbant, si :
A est fermé et V xe A, V V voisinage régulier de x , sz ca ( Sul =

support de pi ). Soit A une partie de X . On a les équivalences suivantes :

* -1
A absorbant === Jue +%X avec A =u ({0})

3
=2 Jue MX avec A={xe X ; ulx) <+ o}

¢ est le seul compact absorbant.
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g et X sont évidemment absorbants. Ce sont les seuls en théorie classique ;
pour 1l'équation de la chaleur : au = 322—— , les ensembles absorbants sont de la
n+l
forme :

_ n+1 =
A = {xeR avec X .. T} (treR) .

L'inégalité de Harnack s'exprime alors ainsi :

Soient b wune mesure positive sur X , A 1le plus petit ensemble absorbant

contenant Sp , K un compact < A . Alors :

1a =K p) > 0 tel que sup h(K) <o f h dy , Vhe iKX .

Guidé par la comparaison avec 1l'axiomatique de base ; H. BAUER introduit la notion

d'espace harmonique elliptique en un point x . (I1 existe un systéme fondamental
+*
de voisinages réguliers V de x tels que sz =V .) Un espace harmonique est

dit elliptique s'il est elliptique en chacun de ses points. L'espace E? en théo-
rie classique est elliptique. Par contre, 1l'espace §?+1 , avec équation de la

chaleur, n'est elliptique en aucun de ses points.
On peut démontrer alors des propriétés que nougretrouverons plus loin, & savoir :

(a) X elliptique connexe =3 ¢ et X sont les seuls absorbants .

pd
(b) X elliptique connexe ; u € +%X = u=0 ou u>0 partout.

Dans un espace elliptique X , 1'inégalité de Harnack a une formulation bien plus
simple ¢ Soit G un domaine < X ; K compact <G ;3 xe G . Alors, il existe

>0, tel que

sup h(X) < o n(x) T he ¥, .

Dans un espace de Bauer elliptique, on a, pour théoréme, 1'axiome (III) pour les
suites de l'axiomatique de base (soit u une sulte croissante de fonctions har-
moniques dans un domaine @ € X . Alors : ou bien sup u, =+, 0u bien

€
sup u Kw ).

Done,

(), (11, (¥, (T') + espace elliptique === (I) , (II) ; (III et suitea).
Autrement dit, tout espace de Bauer elliptique connexe est un espace de Brelot. On
a donc, dans un tel espace, les équivalents classiques de (11T et suites) (& savoir

(III) et ses autres formulations). Pour pouvoir poursuivre la comparaison entre

les deux axiomatiques, nous introduisons d'autres notions :
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Soit (X s ®) un espace de Bauer. Une partie de X est dite négligeable, si elle
v p .
est de My —lesure nulle, V V régulier, 7V x€ V . Un tel ensemble est d'intérieur

vide. D'ol les notions de quasi-partout.

Soit ¢ : X -» E;' et B © X quelconque. La fonction

E . *
Rcp = inf{v € oy tel que v(x) 2 o(x) sur E}

yd . A_‘ I 0 7’ 3 E 7’
est la réduite de @ sur E . g , régularisée s. c. i. de R@ s est la balayée

A ¥*
de ¢ sur E . RE € é%x . On a les propriétés suivantes :

#*
(a) i u e $EX , alors

RE = inf{v &36; tel que 0 gvgu et v(x)=u(x) sur E} .

~ ~

Donc
0« ﬁE < RE <u et RE =u sur E .
u u u
(b) 8i E est ouvert,
E  E *
Ru - Ru (v e HﬁX)
e
(¢) 8i V est régulier, u € Hy s ona
aCv _ (v

Yy = Ru = Ru

(voir page 3 pour la définition de Uy ).

: 3+
(d) si u, v e EKX , B, FcX,alors :
I A o P L
u+v N u v u ~Tu u
E
EcCcF ==> RE < Rﬁ H ugv dans E === Ru < RE .

En particulier :

mais la propriété avec les balayédes est fausse dans un espace de Bauer général.
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Soit Ue€ U . On appelle surharmonique dans U toute fonction hyperharmonique

finie dans un ensemble dense dans U . SU (resp. +8U ) est l'ensemble des fonc-

tions surharmoniques (resp. surharmoniques positives) dans U . U p—> SU est un
*
faisceau. Soit u e %X . Alors :

neE S, === u V-intégrable, VvV régulier, V xe V ,
X My

<=> u finie quasi-partout.

Si s e SX et V régulier, alors s € § . On montre que, si se S, ,

Vv X + X
Ak AR

s = E . s
RS € $y » et la restriction de L CE (= Rs) appartient & ?@CE .

Si s e +8X » l'énveloppe supérieure de 1l'ensemble des minorantes sous-harmoniques
de s (0 en est une) est une fonction harmonique qui minore s . Dans le cas
ou cette fonction est O , on dit que s est un potentiel. Ceci s'exprime encore

par

0<h<s et h harmonique === h =0 .

~

/N

On a, comme en théorie classique, un théoréme de décomposition.

\
THéOREME de décomposition. - Soit s € +SX . 11 existe, de facon unique, p

potentiel (c'est la partie potentielle de s ) et h harmonique (c'est la partie

harmonique de s ) tels que :

s=p+h.

h est la plus grande minorante sous-harmonique de s , donc h >0 et 0 < p <s.

~

Toute fonction s e +SX , majorée par un potentiel, est un potentiel. L'ensemble

P = @k des potentiels sur X est un c8ne convexe.

DE@INITION. - Un espace harmoniqye de Bauer (x s %) est dit harmonique fort si:

(p.) TxeX, dpe @ avec p(x) >0 .
0

n . . . .
Par exemple, R~ , avec les fonctions harmoniques classiques, est harmonique fort

n+l1

pour n2>3 , R , avec équation de la chaleur, est harmonique fort pour n > 1.

rd

Introduisons

(Pl) ® sépare fortement les points de X .
(P2) ' +8& sépare fortement les points de X .
p . . v
(P3) vV régulier, ¥ xe V , ds8e€ +§X tel que J s dpx < s(x)

(P4) ¥V V régulier, Vxe V, dpe P avec I P dwz < P(X) .
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Dans un espace de Bauer, les propriétés (Pi), i=0,1,2,3, 4, sont équiva-

lentes. On a alors les implications :

(a) " X espace de Bauer elliptique connexe, harmonique fort" entrafne " X espa-

ce de Brelot avec 1l'existence d'un potentiel > 0 partout"

(b) " X espace de Brelot avec 1l'existence de deux fonctions harmoniques > O

non proportionnelles" entraine " X espace de Bauer elliptique connexe harmonique
fort",

Seul (b) est délicat. On sait que, dans un espace de Brelot, 1l'existence de deux
fonctions harmoniques > O non proportionnelles entraine celle d'un potentiel
p >0 , partout. En outre, 1'axiome (III) ou (III et suites) donne bien (KD)° Les
ensembles absorbants dans un espace de Brelot sont manifestement ¢ et X (de la
forme A = {x tel que u(x) < +»} o ue€ j&; ). Un espace de Brelot est mani-

festement elliptique, car on sait que, V V domaine régulier, V x €V et V o

3¢
ouvert non vide de V , alors

\
0.
u () >

Montrons donc (IV). Soient x et ye X, x#y,et B la base de X formée des

domaines réguliers qui ne contiennent pas & la fois x et y . Si

wlswzy"'rwne(By

on définit P par récurrence comme étant (p ) (au sens de s_ )
U.')l %"y wn 001 a’”y(i)n_l (Dn v

obi p est toujours un potentiel >0 sur X .

5 = {.
{pwl ,UOZ’"'ywn

pour (.Dl s GJ2 y o 9 wne(B}

est un filtrant décroissant de potentiels sur X , et inf & est une fonction

harmonique, car localement harmonique, donc

inf =0 .
Par suite, il existe V1 , V2 y eoe Vn € B avec :
x) < p(x
by 2’""Vn( ) < p(x)

et n minimal. I1 faut donc x € Vn . Dans ce cas :

- ou bien p (y) = p(y) et p et p séparent fortement x et y ;
v ,"-,Vn Vl 9'“"Vn

- ou bien Py ¥ (y) < p(y) et comme x € Vn , v £ Vn (définition de ® ),
n

19



Py L. (y) =p, _ v ) <2(y); P (x) = p(x) .
ViV ViV Vira Vg
Par suite p et Py v séparent fortement x et y .
1oV
T1 s'ensuit que J%; sépare fortement X , d'olu (Iv), et aussi (T) et (T+) par

le raisonnement classique. On a donc l'implication (v).

Remarquons que tous les potentiels qui apparaissent dans (PO), (Pl), (P4) peuvent
8tre choisis réels, continus, et harmoniques dans le complémentaire d'un compact

(&4 support compact). Nous supposons ici essentiellement X & base dénombrable.

3
Toute fonction de JKK est limite-croissante d'une suite de tels potentiels. De

plus, il existe une fonction S5 dans X , surharmonique, continue, réelle, > O

partout. On obtient des raffinements sur les potentiels (on appelle potentiel fort,

tout potentiel p tel que I P d“l < p(x) , ¥V régulier, ¥ xe V ) :

(a) Soit A absorbant et soient PA = @X n C(X) n{p tel que AC p_l(O)}
et K compact < CA . Toute f € G(K) est limite uniforme sur K de fonctions

appartenant a e 4

(v) Soit A absorbant. I1 existe un potentiel continu p tel que A = p-l(O)
et que RestCA p soit un potentiel fort sur Ca .

(c) Notons @C 1'ensemble des potentiels continus sur X . Alors ¢ - @CrlﬁqX)

est dense dans GB(X) pour la topologie de la convergence uniforme sur X .

(a) Appelons mesure "harmonique en x ", toute > 0 telle que
M q

%
j u dy s_u(x) , V¥V u€e€ +EX et f h dy = h(x) , ¥V he€ +EX ,
1pe @p tel que V x € X et V yu harmonique en x , u # ey s
alors,
) p dy < p(x)

Tout tel potentiel est fort.

§ 2. Ensembles exceptionnels. Balayage. Probléme de Dirichlet.

On se place ici dans un e~pace X de Bauer harmonique fort. Une partie P de

X est dite polaire s'il existe s € +SX , avec P c© s—l ¢ ») . Toute union dénom-
brable de polaires est polaire ; tout sous-ensemble d'un polaire est polaire ; tout

polaire est négligeable. IMieux, si P © X est tel qu'il existe s esSX , avec



pcgt (+ ) , alors P est polaire ; si P est polaire et xe€ (P, 3se€

avec P s M+ w) et s(x) <+ .
Soit EcX et xe (E. E est effiléen x , si
- ou bien x € (E ;

- %*
- oubien x€E et A ue ¥

avec
+ X e

lim inf u(y) > u(x)
y-x
ye€ER

6-10

+ X

G <X est dit ouvert fin si CG est effilé en tout point x de G . L'ensemble

des ouverts fins est l'ensemble des ouverts d'une topologie, dite topologie fine,

qui est plus fine que la topologie de X , et qui est aussi la moins fine rendant

continues les fonctions hyperharmoniques positives. On a les résultats suivants :

+*
(a) ﬁﬁ = RS dés que u € +RX et G est ouvert fin.

(v) ﬁE(x) =u(x) , vV x finement intérieur & E .

(C) u, ve +K; et Ec X, alors

B R+ R et BE =R 4 A2 .
UV u wy o ou Ty

3
(d) E,FcX, ue +%X , alors

EUF EnF

(m8me propriété avec les balayées).

Il s'ensuit que, pour s € | & et x €X , l'application X p-> RK( ) (K com-

+ X

pact) est une capacité forte. La capacité extérieure associée est E e RE(X)

%*
(e) si En c X croissant , E = sup En , uE Jﬁx , alors
E E
n_ B, an _ ab
sup Ru = Ru H sup Ru = Ru .
(f) Si un croissante € %X 3 wu=supu , EcX, alors :
sup RE = RE et sup ﬁE = ﬁE .
u u u u
n n

(g) ﬁE(X) = RE(X) , ¥ xe(E .

() BEcX; x€ CE ; @ € +C(X) avec 0 < ¢(x) <+ o , Alors
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E effilé en x === inf 0V (x) < o(x) .
V voisinage de x 9

Nous pouvons donc poser la définition suivante :

E X est faiblement effilé.en x (xeX), si:

inf ﬁEnV(x) <1,

V voisinage de x l

Par exemple, un ensemble polaire est faiblement effilé en tout point, et, si x

est un point polaire dans E < X , 1l'effilement faible de E en x est exactement
l'effilement faible de E -~ fx} en x . Nous dirons que B c X est totalement
effilé, s'il est faiblement effilé en tout point de X , que E © X est semi-polai-
re s'il est réunion dénombrable d'ensembles totalement effilés.Les trois notions

de polaire, totalement effilé, et semi-poleire, sont confondues deés que tout ensem-—
ble totalement effilé est polaire {toute union dénombrable de polaires est polaire,
tout polaire est totalement effilé, tout ensemble totalement effilé est semi-polai-
re). Ceci se passe dans le cas elliptique, meis dans un espace de Bauer quelconque,
les trois notions sont, en général, distinctes. Par exemple, dans le cas §P+1 ’
avec équation de la chaleur, il existe des ensembles totalement effilés qui ne sont
pas polaires (car, de complémentaire non connexe) et des ensembles semi-polaires
qui ne sont pas totalement effilés. Notons ici que les notions d'effilement, de

polarité et de semi-polarité sont locales (toujours dans X harmonique fort) au

sens suivant :

E effilé en x == 31U ouvert tel que xe U et ENTU est effilé en x

dans 1l'espace harmonique U .

E polaire (resp. semi-polaire) ==> ¥V x, 31U ouvert, x € U , avec

En U polaire (resp. semi-polaire) dans 1'espace harmonige U .

(Ceci prouve d'ailleurs que, si U e U, la trace sur U de la topologie fine de

X nlest autre que la topologie fine de U comme espace harmoniqueo)

Les ensembles semi-polaires sont les ensembles exceptionnels du théoréme suivant.

/7 N 3%
THEOREME de convergence. — Soient & non vide c +%X et u = inf &. Alors :

E={xeX tel que t(x) < u(x)}
est semi-polaire. On ne peut, bien sfir, améliorer ce résultat. On a encore :

Si EcX et £>0 sur X, alors {x tel que ﬁ?(x) < Rg(x)} est semi-

polaire.
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. * a
Si EcX et ue iRX , alors {x tel que Rﬁ(x) < u(x)} est semi-polaire.

Soient u & support compact et E < X . On appelle mesure balayée de u sur E ,

et 1'on note uE » l'unique mesure positive  telle que
«rpd\)=~rﬁgdg,, v pef®

on a alors aussi :
Taal-lfa, vued.

I1 est clair que, si V est régulier, uz = (gX)CV . Les ensembles polaires sont
caractérisés par le fait que toute balayée sur eux est nulle. pE est portée par
0 +#
(Su NE) UE , et on a les bonnes propriétés de pamsage & la limite :
B

Si En c X croissant et E = sup En , alors % tend vaguement vers uE .

Si My tend vaguement vers  , alors pi tend vaguement vers pE , ceci pour
tout EcX .

Soit alors U un ouvert non vide relativement compact de X 3 x €U . Nous

prenons pour mesure harmonigue ug la balayée (ax) U , d'ou les propriétés

suivantes :
Si f e C”d*) alors x =——> I fa U ¢
. ’ p;x }QU‘

#* —
Si £f: U -»R et, sur un ensemble partout dense de x , posséde une ug—inté—

grale supérieure finie, ou est uz—intégrable, alors
J‘* U [ .U
x -->J fdy_ (resp. 4 f A )

est harmonique dans U .

*
8i ue %, , alors ) u dug < u(x) .

~

Si f est ug—intégrable pour tout x dans U, on appellera solution généra=-
U
.

lisée, attachée & f , la foncfion harmonique dans U : X =—=» J T dy

La méthode BRELOT-PERRON-WIENER se déroule ici normalement.

* ey e AN
51 f: U -> R, on considere :

— %

H, = inf {u e¥; tel que lin inf u(x) > £(z) et >=-w, V zel)
X-Z
xe U

et aussi

Be = Hg) s
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f ~>'ﬁ% est sous-additive positivement homogéne ; H H.: f est résolutive,

>
f = —=f
si Hf et Ef sont égales et finies. On désigne alors par H, 1'enveloppe commu-

f
ne. Les fonctions résolutives sont exactement les fonctions ug-intégrables,

VxelU. Hf est alors la solution généralisée attachée a f .

3
Appelons enfin régulier, tout point z € U tel que :

fedU) == lin B.(x) = £(2) ,

i

U régulier ==> tout point z € U est régulier.

La régularité d'un point frontiere, qui est une notion locale, se caractérise de

la fagon suivante ¢

Cu

*
z € U régulier ==» (U non effilé en z ==» (az) =e, -

On en déduit que 1'ensemble des points-frontidre irréguliers est un semi-polaire,

et 1'on peut méme prouver la propriété globale suivante :

*
ip€E @C tel que ¥ U ouvert relativement compact z € U

z 7régulier <==x ﬁgU(z> = p(z) .

On obtient encore un théordme de partition et un théordme de prolongement, ce

qui prouve que, en dehors de l'axiome (D) (qui n'est pas vérifié en général),
1'axiomatique Bauer permet d'établir une grande partie des résultats connus en

axiomatique de base.
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