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AUTOUR DU THÉORÈME D’EXISTENCE
PAR RAPPORT À UN NOYAU NON SYMÉTRIQUE

Masanori KISHI

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
lle année, 1966/67, n~ 2 3 novembre et 1er décembre 1966

En théorie du potentiel, par rapport à un noyau symétrique, non négatif, semi-
continu inférieurement, G, on a le théorème suivant :

THEOREME. - Soient X un compacta et u(x) une fonction non négative, finie,
semi-continue supérieurement sur X . Alors il existe une mesure positive  , por-

tée par X , telle que

Ici, l’expression "à p. p. p. sur X " veut dire que l’ensemble exceptionnel

tx E X ; u(x)) est de mesure nulle pour toute mesure positive d’énergie
finie.

Ce théorème sert à montrer l’existence d’une mesure d’équilibre ou d’une mesure

balayée, et il est vérifié par la variation de Gauss, cependant cette variation ne

convient pas pour un noyau non symétrique.

L’auteur a donné, concernant un noyau non symétrique, le théorème d’existence

suivant ( ) :

THEOREME. - Soit u(x) une fonction non négative finie s. c. s. sur X . Si le

noyau adjoint G satisfait au principe de continuité, la mesure ci-dessus existe.

Comparant ces deux théorèmes, on se pose les problèmes suivants :

1° Chercher une famille (plus grande) d’ensembles exceptionnels avec laquelle
l’existence de la mesure ci-dessus est assurée sans le principe de continuité. Cette

famille sera plus petite que la famille des deux théorèmes.

(1) Voir [13], et 
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2° Supposant le principe de continuité, chercher une famille (plus grande)
d’ensembles exceptionnels avec laquelle le théorème analogue est vrai. Ceci con-
cerne intimement le problème de capacitabilité.

Dans le paragraphe 1, nous donnons une famille, correspondant au premier problème,
et un lemme fondamental, duquel se déduisent deux théorèmes d’existence : un sans

l’hypothèse, l’autre avec l’hypothèse sur le noyau adjoint. Le paragraphe 2 con-
cerne une application des théorèmes d’existence aux mesures balayées. Dans le para-
graphe 3, nous considérons l’énergie d’une mesure balayée. Dans le paragraphe sui-
vant, nous donnons une application du lemme fondamental du paragraphe 1. A propos
du deuxième problème ci-dessus, nous considérons, dans le dernier paragraphe, la

capacitabilité des ensembles analytiques relativement à la capacité définie par
l’énergie.

Notations.

X : l’espace compact ;
G : l’application X x X 2014~ (0, 00) semi-continue inférieurement et posi-

tive sur la diagonale ;
à : le noyau adjoint de G défini par ~(x ~ y) = G(y , x) ;

l’espace des mesures positives sur X muni de la topologie vague ;
la totalité des mesu res ~ E 7. de masse totale 1 .

Quelles que soient  , 03BD on définit

LEMME FONDAMENTAL. - Soient V un espace vectoriel topologique localement con-
vexe, U un sous-ensemble de V , W un compact convexe de V tel que
U n W ~ 03C6 , et g une application W x W ~ (0 , eo) telle que :

1° g soit s. c. i. sur WxW ;
2° Quel que soit ve UnW , g(w ,v) soit une fonction continue de w sur

W ;
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3° Quels que soient w, v. E W (i=l , 2) , si vi)  03B1 , ai  0 ,
al + a2 =1 , alors g(w, a1 v1 + a2 v2)  03B1 .

Sous ces hypothèses, il existe w0 ~ W tel que

En effet, on pose, quel que soit w e W ,

Alors cp(w) est non vide et convexe, et l’application cp : w -~ cp(w) est fer-

mée. Donc, dtaprès le théorème de point fixe de Glicksberg-Fan (2), il existe
w E W tel que 

Pour appliquer ce lemme au théorème d’existence, définissons une famille d’en-

sembles exceptionnels. Posons comme suit 1

K étant compact. Pour un ensemble arbitraire A,

v

Alors c est :
*

(i) monotone,
(ii) sous-additive dénombrablement sur des ensembles mesurables pour toutes.

les À é C.

IEMME (sans hypothèse sur G). - Si u est finie s. c. s., il existe une mesure

~ telle que

Démonstration. - Sans diminuer la généralité, on peut supposer que l’ensemble
X’ t = u(x) &#x3E; 0) soit de capacité intérieure positive, 1 * (XI) &#x3E; 0 . Alors

(2 ) Voir 161, 191.
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Posons, quelles que soient P’ ~ v ~ ~ ~

La fonction g satisfait aux trois conditions du lemme fondamental, et il existe

~~~ telle que

pour toute 03BB E e ~ M1 . D’après nos conditions, G est positif sur la diagonale,

et c (X ~ ~ &#x3E; 0 ,
*

est positif fini. Donc

est la mesure que nous cherchons.

THÉORÈME 1 (sans hypothèse sur G ). - Si u est une fonction s. c. s. non néga-

tive finie sur X , il existe une mesure telle que

Démonstration. - Prenons un filtre croissant (G ) des fonctions non négatives

finies continues sur X x X , tel que

D’après le lemme précédent, pour chaque a , il existe ~ telle que

Puisque G est positif sur la diagonale, il est facile de voir que (~ ~ est

borné dans R à partir d’un indice convenable. Donc on peut supposer que le filtre
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() converge vaguement vers une mesure ~ On obtient l’inégalité

à cause de la semi-continuité supérieure de u . Montrons l’inégalité

Supposons que _l’ensemble E = (x ;  u(x)} contienne un compact K avec

c(K) &#x3E; 0 . Alors il existe une mesure À (# 0) portée par K , telle que

GÀ soit fini continu dans X . Donc,

Cette contradiction montre l’inégalité (2).

Définition. - Nous disons que le noyau adjoint G est admissible, si tous les

compacts avec c(K) ~ 0 ne portent que des mesures positives d’énergie infinie.

Notons que, si G satisfait au principe de continuité, G est admissible, mais

la réciproque n’est pas vraie.

THEOREME 2. - Si S est admissible, il existe une mesure positive  telle que

C’est une conséquence immédiate du théorème 1.

2. Une application du théorème d’existence. Définitions des rincipes.

Principe de dominaU.on k-dilaté (k ~ 1) .

Principe de domination élémentaire k-dilaté (k ~&#x3E; 1 ~ .
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Principe du balayage k-dilté (k  1) .

Principe du balayage élémentaire k-dilaté (k? 1) .

En utilisant le théorème 2, on obtient les relations suivantes entre ces prin-

cipes :

’Dans ce diagramme, les signes mis sous les flèches montrent que l’implication
est vraie si on suppose que

G (resp. G ) : G soit admissible,
f (resp. G~x , y) ~ co ) sur tout ouvert non vide,

quel que soit y fixé.

Employant le théorème 1, on obtient un diagramme analogue.

On trouve d’autres applications du théorème d’existence dans [12].

3. L’éner ie d’une mesure bala ée.

En supposant que G satisfasse au principe du balayage k-dilaté, on se pose la

question suivante : Est-ce que, si ~ est d’énergie finie, la mesure balayée
est aussi d’énergie finie ?
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Définition. - Nous disons que G est héréditaire, quand l’implicatiôn suivante
est vraie :

Dans ce paragraphe, nous considérons le problème suivant : Est-ce que G est hé-

réditaire s’il satisfait au principe du balayage dilaté ~ ~ .
Ce n’est pas vrai, en général. Il existe un noyau G tel que G et G satis-

fassent au principe du balayage dilaté tandis que G n’est pas héréditaire, cepen-
dant que  est héréditaire (4).

Nous donnons une condition suffisante pour qu’un noyau, satisfaisant au principe
du balayage k-dilaté, soit héréditaire.

Définition. - Nous disons que G est régulier ( ) si, pour tout compact K et

pour tout ouvert w K , il existe un compact L, K c L c ~ ~ qui possède la

propriété suivante :

~ B-

THEOREME 3- - Soit G un noyau admissible satisfaisant au principe du balayage
k-dilaté, tel que G soit admissible et régulier. Supposons que tout ouvert non
vide soit de capacité positive ( ). Alors G est héréditaire.

Démonstration. - Diaprés le diagramme du paragraphe 2, G et G satisfont au
~-2014.~ ~

principe de domination k-dilaté. Donc le noyau G == G + G satisfait au principe
du maximum dilate ety d’après NINOMIYA et CROQUET (7), il existe une constante M

_ 

-~-- ._--~--~-------_.- --~~. -

(3) Ce problème a été posé par DURIER.
(4) Voir [15.].
(5) Cela correspond à la régularité de la frontière par rapport au problème de
Dirichlet.. " ..

. (6) Cela veut dire que tout ouvert non vide contient au moins un compact qui
porte une mesure positive non nulle d’énergie finie.

c7) Voir [1 ], [17]. ’
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telle que

Soient w et v des mesures positives telles que

d’énergie finie,

et posons

Alors vn est d’énergie finie, et

Par conséquent, la mesure lim vn est d’énergie finie.

Donc, il nous suffit de montrer v~ = v e Ceci se déduit du lemme suivant.

LEMME (sous les mêmes hypothèses). - Si (03BD , 03BB)G  00 pour toute À d’énergie

finie, dans ces conditions, ou bien v = 0 , ou bien le support S v est de capaci-

té positive (8).

Utilisant ce lemme, nous montrons v’ = v , c’est-à-dire

Si cette mesure n’est pas nulle, il existe une restriction T ~ 0 de v dont le

support est contenu dans l’ensemble E . Puisque E~ est contenu dans l’ensemble

{.x ; G (x) = co) et  est d’énergie finie, ST est de capacité nulle. C’est en

contradiction avec le lemme, parceque

pour toute mesure À d’énergie finie.

( ) le support porte au moins une mesure positive non nulle d’éner-
gie finie.
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Démonstration du lemme. - Supposons 0 , et montrons que le compact K = S v

est de capacité positive. Pour cela, nous considérons la contenance définie par

D’abord, nous démontrons cont K &#x3E; 0 . Sinon, pour une suite de nombres positifs
telle que l E 

n 
il existe des mesures T E m telles que

n 
n

Comme G est régulier, il existe un compact L D K qui possède la propriété (*).
Prenons une mesure 03BB0 ~ M telle soit fini continu et 03BB0  1 sur L .
Diaprés le théorème 2 et le principe de domination k-dilaté, il existe une suite

(ï~) de mesures positives portées par L telles que

Alors T* est d’énergie finie. Encore une fois, selon le théorème 2, il existe
a portée par ST’ n telle que

Alors,

c’est-à-dire qu’il existe une constante M" telle que

Par conséquent, en posant T = l T’ , nous obtenons
n

n



2-10

C’est une contradiction, donc cont K est positive. Alors, d’après le théorème

de Fu.glede ~9 ~ q

est positive, et K porte une mesure non nulle d’énergie finie.

COROLLAIRE. - Sous les mêmes hypothèses, toutes les mesures balayées d’une

mesure d’énergie finie sont d’énergie finie (10)

De la même façon, on peut démontrer le théorème suivant : 1

THEOREME 4. - Soit G un noyau satisfaisant au principe du maximum dilaté tel

que G soit régulier et satisfasse au principe du maximum dilaté. Alors G est

héréditaire.

Notons que, dans le théorème 4, tout ouvert non vide n’est pas nécessairement

de capacité positive.

4. Mesures des condensateurs.

Nous donnons une application du lemme fondamental du paragraphe 1. Ceci concerne

les mesures des condensateurs.

Définition. - Soit ~1’ K ~ une paire ordonnée de compacts disjoints. Une me-

sure réelle 03C3 = 1 - 0 , 1 , 0 ~ M , est dite mesure des condensateurs, si

(~) Voir [S Jo.
( ) L’auteur ignore s’il existe au moins une mesure balayée d’énergie finie pour
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Dans ce paragraphe, nous supposons que G soit positif hors de la diagonale, et

que tout ouvert non vide soit de capacité positive ( ). Ltexistence des mesures
des condensateurs implique quelques principes. Précisément, s’il existe une mesure
des condensateurs pour toute paire (K. , KO&#x3E; , et si G est admissible, alors G

satisfait au principe complet du maximum, c~est-à-dire

Si, en outre, G est régulier, G satisfait au principe d’unicité, c’est-à-dire

( G = Gv à p. p. p. d’énergie finie) ==~ (p.==~) ~

Nous allons montrer l’existence des mesures des condensateurs sous l’hypothèse :
G satisfait au principe complet du maximum et au principe d’unicité, et G est

admissible.

Soit KO&#x3E; une paire ordonnée de compacts disjoints. Pour une mesure

~ E ml portée par Ki , nous désignons par ~t une mesure balayée de ~ sur K...
Cette mesure est unique. Quelles que soient  , v portées par K1 , posons

Alors la fonction g vérifie les conditions du lemme fondamental du paragraphe 1.
Donc il existe une mesure 0 ~ M1 portée par K telle que

pour toute À. E ~ portée par D’après le principe d’unicité,

et pour ~=a" ~ y

quelle que soit À ~ C portée par Ki ; en d’autres mots,

( 11 ~ Avec le même sens qu’à la note ( ).
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L’existence des mesures des condensateurs est aussi prouvée par l’approximation

successive (12).

5. C a acitabilité ar ra ort à la ca acité définie ar l’énerg ie.

D’abord, nous nous rappelons quelques sortes de capacité. Soit K un compact.

Posons

De la même façon, nous définissons des capacités c(K) , y(K) , V(K) par des po-

tentiels G. Les relations entre ces capacités sont les suivantes :

Si G est symétrique, V(K) = W(K) .

Si G est admissible,

A chaque capacité correspondent comme toujours ses capacité intérieure et exté-

rieure. Nous les notons à~(À) , ... , 

Les capacités extérieures sont dénombrablement sous-additives. Par exemple,

Le théorème 2, dans le paragraphe 1, dit que si G est admissible et si u ~ 0

finie s. c. s., il existe une mesure ~ E m telle que

(12) Voir [14].
(13) Selon une lettre de W. J. BACH. ceci se déduit du théorème 1.
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Remarquons que l’ensemble exceptionnel E , ci-dessus, est un K~ , et donc il
est de capacité,extérieure 0 , c’est-à-dire

puisque G est admissible. Pour avoir ceci, y il suffit de noter la capacitabilité
d’un compact et la sous-additivité dénombrable.

Qaand à la capacitabilité d’un ensemble K-analytique, FUGLEDE l’a démontrée

relativement à la capacité y* , y , sous certaines hypothèses ( /14B ). Cependant,
*

la capacitabilité relativement à la capacité définie par l’énergie, W~ ~ W ,
n’est pas encore résolue. C’est seulement pour un noyau consistant de Fuglede que

cela a été résolu de soi-même (15).
Dans ce paragraphe, nous considérons la capacitabilité relativement à ?1 . Il

~

suffit de supposer que G est symétrique, car pour le noyau G = G + G , nous
avons 

G G

Si G satisfait au principe de maximum dilaté, et s’il vérifie les conditions de

FUGIEDE ( 16) ,alors

Le principe de maximum dilaté implique l’existence d’une constante M telle que

cependant la réciproque n’est pas vraie.

Il est donc intéressant de considérer la capacitabilité sous l’hypothèse suivante:

(**) Il existe une constante M, telle que

Posons ~ pour un ensemble quelconque A ,

sur A , sauf sur E avec V ~E ~ - ~ ~ .

(14) Voir [8].
(15 ) Voir [7L
(16) Voir [8].
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Le premier but est de montrer Inégalité

enc* A = enc A ( ), pour tout K-analytique A ,

c’est-à-dire A est capacitable relativement à l’encombrement. Rappelons les ré-

sultats fondamentaux de CROQUET concernant la capacité et l’encombrement ( ) :
(l) Si tout compact est capacitable. enc* K = enc 

* 

K , et si (A / A) im-

plique (enc A / enc A) , alors tout K-analytique A est capacitable y
-~

enc* A = enc A .

(il) Si :

. 

(a) (compacts K 
n 

B~K) implique (enc K 
n 

B enc K) y et si

(b) ( ens emb les que lconques A 
n 
/A) implique ( enc A 

n 
/ enc A) ,

alors, pour tout K-analytique A ,
enc A = enc* A .

(lll) Pour que la propriété (b) soit établie, il suffit que

( n ~  vaguement) ~ ( G  = lim inf sauf sur E avec V * (E) = ~ ) .

CHOQUET a donne aussi une condition suffisante pour que la propriété (a) soit
vraie. Mais sa condition n’est pas applicable à notre encombrement.

Nous supposons que G soit fini continu hors de la diagonale, et qu’il satis-

fasse au principe de continuité et à l’hypothèse (**). Il est facile de vérifier
les lemmes suivants.

IEMME 1. - enc (A u B)  enc A + M enc B .

IEMME 2. - (enc A)2  M2 V (A) " .
LEMME 3. - Si  est d’ énergie finie, G  est quasi-continu en ce sens que,

pour tout nombre positif e , il existe un ouvert a) tel que V(o)) &#x3E; e" , et tel

que G~ soit fini continu comme fonction sur 

IEMME 4. - Si les mesures n sont d’énergie finie, et si elles convergent va-

guement vers ~ , alors

G  = lim inf G n (sauf sur E , avec V (E) == 00 ) .

(17) Ce sont des encombrements intérieur et extérieur définis par enc K .

(18) Voir [2J, [3].
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w

D’autre part, d’après le lemme 2, enc E = 0 . Par conséquent,

COROLLAIRE. - Tout compact est capacitable,

Alors nous obtenons que tout ensemble K-analytique est capacitable relativement
7C

à notre encombrement. Voici la relation entre l’encombrement et W :

En conséquence, nous venons d’obtenir le théorème suivant :

THEOREME 5. - S oit G un noyau fini continu hors de la diagonale, tel qu’il sa-

tisfasse au principe de continuité et à la condition :

COROLLAIRE. - Pour tout ensemble 

Nous allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION. - Si tout ouvert est K , alors, pour un ensemble quelconque A,

Démonstrationo - Pour tout ouvert 03C9 ~ A , on a

donc enc A  enc A . Alors il suffit de montrer enc A ? enc A , en supposant

l’encombrement de A fini. Pour un nombre positif donné e, il existe une mesure

v telle que
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Si tout ouvert w de X est K y alors, pour tout ensemble K-analytique A ,

Remarque. - Si on suppose que, pour tout compact,

alors l’hypothèse "tout ouvert est " est superflue. En effet, d’après la con-

dition de CHOQUET, on a enc w = enc,j LU pour tout ouvert (D .
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