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Séminaire BRELOT~CHOQUET-DENY 9-01
(Théorie du Potentiel)
10e annde, 1965/66, n° 9 10 mars 1966

PRINCIPE DES CONDENSATEURS POUR UN NOYAU DISSYME'I‘I‘RIQUE

par Roland DURIER

Le cadre envisagé est celui de la théorie du potentiel pour un noyau fonction,
non symétrique, positif, semi-contimu inférieurement, sur un espace localement come
pact ou compact. Avec certaines hypothéses sur le noyau :

1° On compare des principes usuels (domination et balayage) ;
20 On établit une équivalence entre un principe complet du maximm et un principe
des condensateurs 3

3° Enfin, on agborde un principe de contraction.

I. Introduction

1. Définitions. Notations.

X est un espace topologique localement compact, dont tous les compacts sont mé-
trisables ; on appelle A 1la diagonale de l'ensemble-produit X x X «

M est l'ensemble des mesures de Radon sur X , positives et & support compact ;
M est mni de la topologie vague. On note Su 1le support d'une mesure p de .

On appellera noyau G sur X une fonction (x, y) ——> G(x, y) définie sur
X x X, 2 valeurs dans (0, + ©) , et semi-continue inférieurement (s. c. i.)e On

supposera toujours G >0 sur A . On note G le noyam (adjoint de G ) défini
par G(x , 7) =G(y , x) « Iorsque G =G, le noyau est dit symétrique. Cette hy=
pothése ne sera jamals faite dans la suite.

Soit G un noyau fixé sur X .

Le potentiel (ou G-potentiel) d'une mesure p de M est la fonction G 2a va-

leurs dens (0 , + @) définie sur X par
ae = o,y am .

L!'énergie mituelle de deux mesures u et v de M est le nombre (fini ou + )3

Gy v) =4 Q) dv(x) .

L'énergie de p est le nombre (fini ou + o ) ¢ G(u , w) « Pour toute mesure
non mille, ona G(u , p) >0 (car G>0 sur A ).
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On note s
lbeml, Gl ,p<e=}

={pel, Q MNol contim sur X} ,

&
g

§={pe, G fini contimi sur X} ,
et, K étant un compact de X ,

WE) = (pel, ScK et WK ={ued® , Jd =1]
On définit de fagon analogue 3
e Vl
5, £®, ®, s, W, Fr .
Liénergie rutuelle définit une fonction (bilindaire) (b , v) —> Glu , v)
Se Colosur M xM o Pour v eF (resp. v e’ ) fixé, 1l'application
bo=—> G(v, u) (respe p =—> Gl , v) )

est contimie sur M . Si on suppose G fini continmv hors de A, et si A et B

sont deux compacts disjoints de X , la fonction

Wy v) == G, V)

est contimie sur M(4) x M(B) .

Ensembles exceptionnels. - Une partie e de X est dite exceptionnelle (pour

G ) si elle est de mesure mulle pour toute mesure de & . Une propriété vraie en
tout point du complémentaire d'un ensemble exceptionnel est dite vraie 2 peu pres
partout (en sbrégé a. p. p. p.)e.

Un ouvert U de X est cxceptionnel si, et senlement si, tout compact inclus
dans U est exceptionnel. Donc, la réunion de tous les ouverts exceptionnels de X
est un ouvert exceptionnei Q . Le sous-espace X' = CX Q de X est un espace Jo-
calement compact pour lequel tout ouvert non vide est non exceptionnel, ou encore

toute propriété vraie a. p. p. p. a lieu sur un ensemble partout dense sur X* .

2. Noyaux réguliers.

On dit que le noyau G est régulier ou satisfait au principe de continuité si,

by

quelle que soit la mesure p de M, la contimuité de la restriction de Gu & S
entraine la continuité de Gu sur X .

Si G est régulier, et si ve &, v#0, alorsil existe A#0, A<y, ot
A€ § ., En fait, N est la restriction de vy & un compact non vide de Sy .

On a les conséquences suivantes :



9-03
1988 G (resp. G ) est régulier, un ensembln e ost exceptiounsl gl, ot set-

lement si, il est de mesure mulle pour toute mesure de § (resp. % )
20 8i G (resp. G ) est régulier, pour tout compact K de X , 11 existe
v € gt (K) tel que :
Vel Glv , p) <+® flrespe Glp , v) <+ ) 3
3° Si tout ouvert non vide est non exceptionnel, et si G est régulier, alors,

quelle que soit w e M , Gu est finie sur un ensemble partout dense.

3. Théoréme du point fixe de Fan et Glicksberg ([7] et [8]).

On utilisera l'important théoréme suivant :

Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, C un con=

-

vexe compact non vide de E .

Soit T une application de C dans l'ensemhle ®{C) des parties de C telle
que :

1° yxeC, TI(x) est convexe non vide ;
2° Le graphe 8 ={(x,y) eCxC: yerI{x)} de I' est fermé dans Ex & -

Alors il existe x, e C tel que x,¢€ F(xo) .

IT. Principes de domingtion

KISHI a établi, pour un noyau G strictement positif, et satisfaisant 3 ceriei
nes oonditions de régularité, 1'équivalence entre des principes ds domination et de
balayage ([9] et [6]). On va étendre ce résultat au cas diun noyau non négatif som
X x X, et strictement positif sur A (théorémes ! et 2). On va prouver ensuite,
avec des hypotheses convenables, 1'équivalence entre diverses formes du princips de

domination et du principe de balayage (théoréme 3).

1. Lemmes préliminaires.

LEMME 1 (lemme de Kishi) ([9], [10] et [6]). = Soit G wun noyau dont 1'adjcixs
G est régulier. Pour tout compact K et pour toute fonction wu 3 O s continue sur

K, il existe o dans &(K) tel que :

GO‘?,u 8e De Pe Do SUT K ev G’O'\<‘u sur SG .
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La démonstration simple dornée ci-dessous utilise le théoréme du point fixe de
Fan et Glicksterg. &1k 1o czg u > 0 a écé envicagé per XTSHI. Lo résultet pour
u > 0 est nouveau, et il est nécessaire pour 1'étude de noyeux pouvant s'anmiler.

Démonstration. = On peut supposer K mnon exceptionnel. Sinon, la mesure ¢ =0
D op 1Y ’

convient,

(a) On suppose u > 0o = Pour appartenant a it (K) , on pose

A (1, 1 )
M) = [vem® ; vaeB®, «~l<9]€&—a—5-)-} :
o 1 dy 1 dA

F(w) est non vide, car il contien® en particulier toute mesure v de MW (K) réa~
P G A) \
T ()
u di
est conmvexe. Le grephe de I’ est fermé, et on peut appliquer le théoréme de Fan=

Glicksberg.

lisant le minimum sur 3171 (K) de la fonction Ss Cs 1o 8 A =—>

Donc il existe u € - (K) tcl que u e I'(p) , c'est=d=dire
! b /s

Vo) e ‘él(K) Govoy ) ,r wdh < .r udy Gl 4 A) .
On pose
_da
ik iy A
et on a
i ¢ &H(K) G(c,)\)?,.fud}\ ,
done

GO' Z>u Q0 Pe D Pe SUT K .

or Glo , o) = f u dg , doze o € &(K) et

Cogu suw Sg

(b) On suppose v > U « = Solib (up) urz suite décroissante de fonctions strice

temert positives sur X , continues, et

limun:u sur K .
o

En fait, (un) converge vriformément sur XK vers u (DINI). D'aprés (a), pour

chaque n , il existe o, € 5(K) tel que

V)\e%l(K) G(o )\)>,.rund)\ et G(on,cn)=.fundon .

n’

On pose 3
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A= inf Gl@,a), A4>0 B=supu1(x), B<+
qatt (K) x®
et

O‘nzanfdcn .

On a
A(I dcn)2 < G(Oln ’ an) (f d.o':n)2 = Cr(on ’ o'n) = I un do'ns B j dcyn “

Donc‘rdo <2 et G( )<B2
aST On?» On/ ST °

La suite (cn) est relativement compacte ; il y a une sous-suite (qu'on note

o. ) qui converge vers o .
n 2
D'abord Glo , o) S%— , done

c e &K) .
Ensuite, ¥ A € §I(K) y Glo, 1) 2Iud)\ , donc
GO'?U. 8 Pe Pe De SUI K .

Enfin, G(o s a) < linm G(on R o'n) =1:Lm‘fun donz.ru do (limJ‘un dcn existe
et vaut u do en utilisant la convergence uniforme de u

vers u ). Donc
n
G(o’,o):«rudo et

Gogu sur So .

LEMME 2. - Soient v une fonction sur X finie sur un ensemble partout dense,

K un compact de X , et o em(K) tel que Gogv sur X . Alors il existe M,

indépendant de o , tel que

lawgu .

Démonstration. ~ Soit m un nombre tel que

O<m<inf G(x, x) .
xeK

Pour tout x de K , il existe un voisinage U, de x tel que

isel ., Vtel, G(s,t) >m (G est se coe is)
Du recouvrement de K par les U, On peut extraire un recouvrement fini :

Ul,Uz, OQO,UP L]

Appelons o la restrictionde ¢ & U, (j=1,2, seo ,p) +On a

J
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et, sur Uj , 1l existe Xj tel que v(xi) <o

ch (Xj) < v(xj) entratne f do. <

Dtou

oo + V(X))
fdogfdol+.,.+fdg <V(X1)+ T o M<nw

p= n

2. Définition des principes.

Maximm ¢ on note (M) 1'ensemble des moyaux G qui satisfont & 3

a

Vpel Gu<1l sur Sp => Gl sur X o

Equilibre : on note (E) 1'ensemble des noyaux G qui satisfont & g
Pour tout compact K , il existe o € M(K) tel cue
Go =1 ae pe po pe sur K et Gogl sur X .
Domination : on note (D) (resp. (D*) ) liensemble des noyaux G qui satisfont
a s
"peg, “vem (resp. V¥ veEE),

Gw <Gy sur Su = GG sur X o
aﬁe Ve 3 - * £ - .
(D) se définit comme (D) , mais avec la conciusion :

Y

Gt € Gy ae Po Po pPo Sur X

3
Balayage : on mote (B) (resp- (B) ) l'ensemhle des noyaux G qui sabtisfont a3

Pour tout compact X et pour toute mesure p € M (resp. p € &), il exisic
W' e M(K) tel que :

Gp.s = Gp. 8¢ Pa Pe Pe SUT K et G},\.' s C'p, sur X .
¥ , * .
(B"') se définit comme (B ) , mais avec

Gp,?ng. aop.peposwL"Xo

Remarques. = Lorsque G est, par exemple, dans (M) , on dit que G vérifie le
principe du maximum (M) .
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¢
Les notations (D) et (B') ont été imbroduites par OHTSUKA ([14]) qui a mone
tré, par un exemple, que (D) est différent d (D*) . Mais en fait, s-us tme Ly
3 4 . . ’
pothdse biennaturelle, on prouvera que (D) et (D) sont égaux, ainsi que (B)
%
et (B ) ¢

Les principes (D**) et (B**) ne sont pas sans intérdt non plus. Les principes
de domination et de balayage apparaissent sous cette forme dans d'autres cadres =
en particulier lorsque les potentiels (d'énergie finie) sont des classes de fonc-
tions définies & peu prés partout.

3. Relgtions entre principes.

THEOREME 1.
(a) G régulier et Ge (E) => Ge (M) .
(b) G régulier et Ge M) = Ge (&) .

La démonstration se fait comme dans [9] (et [6]) en utilisant les lemmes 1 et 2.

THEOREME 2. - On considdre des noyaux G pour lesquels tout ouvert non vide de

X est non exceptionnel, et tels que G et G soient réguliers. Alors @

Ge (D) <= Ge (B) <=—> Ge (D) <= Ge (B) .

Démonstration.

(a) L'implication suivante est immédiate et bien connue :
Ge(B) = Ge (D) .
On peut m8me remplacer ¢ G € (B) par s

G vérifie le principe du balayage élémentaire, cl'este-d-dire, pour tout compact

K , pour tout x, n'sppartenant pasa K, il existe 7 dans m(K) tel que s

GrrngXO 8e P» Po Po sur K et G'rsGaxO sur X

(e

est la mesure de Dirac en X~ ).
XO 0

Les m8mes observations valent pour lfimplication

Ge@B = Ge(D .

(b) En ﬁtilisant 1thypothese G régulier, on prouve
Ge(D = Ge(B) .

Ce résultat, conmi pour un noyau strictement positif, s'étend au cas d'un noyau
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pouvant stanrmlicr hors do A , grice & la généralisation dn lemme de Kishl (lammed)
et gréce au lemme 2.

Soiemt K un compact de X , et p une mesure de M . Soit (u ) wune suite
croissante de fonctions contimues 2 0 sur K telle que :

lj.nlun': Gp‘ o
Y0
D'aprés le lemme 1, il existe ! e &(K) tel que :
G"-‘"ri1>/un 8. Ps Po Po sur K et Gp,lllsun sur Sp.z'l .

On a Gu! < Gu sur Suf , done partout puisque G est dans (D) . Comme tout ou=
vert non vide de X est non exceptionnel, on sait (I, § 2) que Gu. est fini sur

un ensemble partout dense. La propriété s
Gup € Gu sur X

permet de conclure, avec le lemme 2, qu'il existe M tel que
¥ n J Gl M .

La suite (p.lil) est relativement compacte ; on peut en extraire une sous-suite,

qufon note encore (p.;l) , qui converge vers une mesure p' . On a s

Gu! < G sur X (G est s. co i)

x1
Et, pour tout A de § (K) , ona:

Gl M) »du @ dne GG, M) BGE, N
ce qui équivant & 3
qu’:Gp‘ aepop.p.suI‘K.
En utilisant 1'hypothése : G régulier, on prouve de méme :
Ge (D) = Ge (B) .

Ceci achéve la démonstration.

Remarque. - Sous les hypothéses du théoréme 2, les principes fort et complet du
nmaximm sont équivalents pour les noyaux étudiés ici.

THEOREME 3. - On considére des noyaux G continus hors de A , pour lesquels

tout ouvert non vide de X est non exceptionnel, et tels que G et & soient ré-
guliers. Alors :

3 363t

(D) =() =(@")

3 Gl

B =@B)=B) .

il
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I1 est bien naturel de supposer que tout ouvert non vide do X est non axep-
tiomnel, et clest une hypothés: indispenssble pour ia validité de ce théordme.

Démonstration. ~ On a des relations d!inclusion évidentes s

Mec@HecE™ & @Ge@E)cE) .

i
Compte~benu du théoréme 2, il suffit de montrer que si G appartient 3 (D ) ou
s 21 & :
3 (B") , alors G vérifie le principe du balayage élémentaire.

s e
(a) 8 Ge (D") ousi Ge (B ) 4 alors qusle que soient les compacts A et
B non exceptiomnels disjoints, il existe ¢ € & (A) et 7 e &(B) , tels que
Go »« GT 20 a¢ ps pe Po sur X et Go =« Gr =0 a. ps Pa Pc SUr B o
On prend o € g (4) quelconque ( ¢ existe, car A est non exceptionnel), et on
prend pour T ¢
- soit une mesure associde & la fonction Go sur le compact B , conformément au

s
lerme 1 (lorsque G e (D ) ),

i
- goit une mesure "balayée" de Go sur B (lorsque Ge (B ) ).

(b) On déduit ¢~ la propriété précédente le balayage élémentaire pour G .

Soit K wun compact de X (qu'on peut supposer non cxceptionnel), et soit
X £ K o On considdre une suite décroissante d'ouverts non vides (Un) , relative~
ment compacts et tels que
nu, = {x} et U, nK=g .
n

Au couple (ﬁ; , K} , on peut associer o, € gl {@) et 1 € 5(K) tels que @

]

Gcn-(}rn>/0 8c Po Pe Po sur X et ng-».-Gfrn:O 8o Po P« pe SUr K o

Done

G(Tn : Tn), = G(On 2 Tn) °

Posons A= inf G(e , o) et B= sup Gx,y) -Ona:
et (x) }EK:yEU_l

2
ad @<t , r) =6, , 1) <8 d ar,

done ..rd'rng B

o On peut prendre une sous-~suite telle que 1lim Ty =T e On a
N0
lim Op = &y o Le passage & la limite donne
e o
Gr < Ge a: Pe Pe p-» sur X et GfrzGeX 8¢ Po Po Po SUr K o

X0 0
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Sur X - {xo} s Gexo est une fonction contimue et Gr est semi~contimue infém
riocurement. On 2 Gr £ Gax sur un cnsemhlo partout dense, donc partout s
0
X = {x5} «
D'autre part, on a bien Ge (XO) > G'r(xo) . Cette inégalité est vérifiée de fam
0

con triviale pour G(XO s xo) =+ o et aussi pour G(x0 , xo) < + ®» , car alors
{XG} ntest pas exceptionnel.

III. Principes des condensateurs

On ne considérera désormeis (dans les paragraphes III et IV) que des noyaux cone
tinus hors de A o

1. Un lauame préliuincire.

On &établit, en utilisant le théordme du point fixe de Ky Fon et Glicksberg, un

Lemne un pou ancloguc ou lemne 1, mais pour dcux compacts disjoints. OHTSUKA ([127])

a obtenu ce résultat dons lc cas des noyoux symétriques, par des mdéthodes varia-

tionnelles qui sont inapplicables dans le cadre de cet exposd.

LEMME 3. - Soit G un noyau tel que G soit régulier. Queis que soient les com-

pacts A& et B disjoints, A non exceptionnel, quelle gue soit la fonction u

contime strictement positive sur A , il existe :

ce&l(i) , T e &(B) et a€R
tels que
Go = GT > a1 ae Pe Pe Po SUr A Go = Gr < O ae. pe Ps Pe SUr B
Go=Gr<au sur So Go-Gr >0 sur ST .

2. Démonstration du lemme 3.

Si le compact B est exceptionnel, on prend T =0, et on est ramené au lemre 1
pour le compact A et la fonction u . On supposera ci-dessous B non exception-
nel.

(x) On prouve le résultat suivant :

Soit G un noysu tel que G soit régulier. Quels que soient les compacts 4 et
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B disjoints non exceptionnels, i1l existe :

ped@ et yve&(B)

tels que
Voae g (4) Glu,p) Glv s v) =Gl s v) Glv, ) <Gy, @) Gy y v) =Gl 5 v) Glv, a)

v g e & (B) Glv , v) Glu , B) < Glv, 8) Glu s v) =

Cas particulier. = Il peut arriver que l'on ait
v pe s Gu s 8) =0 ,

et alors on a aussi @
Voe 81(A) G(!-L ) P') G(W ’ ) )

et les indgalités ci-dessus sont vérifiées pour toute mesure v de gt (B)

Démonstration en trois étapes @

ire étape ¢ Le noyau G est fini contimu et strictement positif.

Pour y € ml(A) et v e ml(B) , On pose s

olp » v) = {2 emt(a): vae @),

G(p, ’ )\) G(\) » \)) - C'(P‘ 9 \)) G(\) ’ )\) G(p. Y 01) G(\) 9 \)) - G(L.h » \)) G(V 9 01)},

¢(p,\)):{p€ml(B)2 vse;ml(B),m—z—?T\g(:’B ’

et
Tl s v) =0l v)x 0, v)..

L'spplication (W , v) => T'(u, v) de mt (4) x mt (B) dans 1l'ensemble des par—
ties de ce méme convexe compact vérifie les hypothéses du théoréme du point fixe.
Donc il existe (y , v) appartenant & T(u , v) , ce qui est le résultat cherché.
Si 1'on suppose le noyau G 8. ce i. et contimu hors de A , on peut définir 1'ap-
plication I' , mais on ne sait pas, en général, si le graphe de T est fermé.

2¢ étape ¢ Le noyau G est fini continu et positif ou nul.

On congidére une suite décroissante (Gn) de noyaux finis continus et stricte-
ment positifs, telle que :
lj-In Gn = G‘ o
%0

Sur le compact (A uB) x (A uB), G}1 converge uniformément vers G . A chague
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Gn , on agsocie comme ci-dessus by € mt (4) et vy, € :m,l (B) . La suite rolativ-ment
compacte (u, , v,) & un point d’accumilation au moins (@, v qul conviembe

3¢ &tape ¢ Le noyau G esbt S. Ce i., continu hors de A , non négatif sur X x X

et strictement positif sur A o

On considére une suite croissante (Gn) de noyaux contimus positifs ou muls,

tels que ¢
Gn:G sur AxB et B«x A et 1imGn=G sur Ax A et BxB o
1o
D'aprés ce qui préeéde, pour chaque n , il existe s
poem @) ety €N ()
n n i !
tels que :
¥ oo e Tt (a) et v pent(p)
(1) Gn(p‘n s “‘n) G.n(vn s vn) - G(un ’ "n) G(vn ’ Pzn)
S Gn(\’n 5 vn) Gn(“n g @) = G(p,n ’ \’n) G(vn s @)
et
(2) Gn(\)n 9 \)n) G(I*n » B) < G(lJ‘n 9 \)n) Gn(\)n ’ B) .
I1 existe une sous~suite, qulon mote encore (u , v ) , qui converge vers (Wsyvt)e
On va chercher & prendre des lim dans (1) et (2). Pour cela, on obgerve d'abord
(a) Lim Gn(”‘n 5 ”‘n) 2 G , p) et lim Gn(\’n 9 vn) > G(v!' 4 V') 3
N0 -0
(b) Pour « € 5 (&) et p e 5 (B) , alors

1 1lim Gn(p,n s o) = G(},I, 2 o) et 1 lim Gn(\)n ’ [3) = G(v? s B) .
oo oo

En prenant des lim dans (2), pour B € ) , on obtient s

(3) G(v! , v') G , B) < Lim Gn("n s \’n) Gl » B) <Gl , v*) G(v* , B) -

-ler cast Gy, v') =0 o ~ Comme G(v* , v') >0, (3) entratne :
%l
VBG%(B) G(u,B):O.
En outre, G(u, , v,) tend vers O et Lim G (v, 5 vp) G(v! 5, v!) >0, on dé-

duit de (1) s

Gn(U:n 9 Hon) < Gn(p‘n s Ol) + €y avec ﬁ Ep =0 .
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En prenant des 1lim , on trouve
Voo E Q) Gly , p) € G 5, @)
En utilisant la régularité de G , on constate ju’on se trouve alors dans le cas
particulier signalé.

-2 cas: lim G (v , v) =+ , clestd=dire : G (v

on dlduib ¢ -
v] .
i ped (B) G(w , B) =0 ,
et (1) peut stécrire :
o
Dol ¢
Vo e 5 () Glu » ) € G, @) -

On conclut comme ci-dessus, et on observe qu’on est encore dans le cas particulier.

= 36 cas ¢ limGn(vn, \)n) <+o et G, v') #0 . =Onpose yv*'=v, et on
-0
montre que (uw , v) répond aux conditions voulues. On ne peut pas passer & la 1li-

mite dans (1) en général. Mais en utilisant (3), on établit que

Lim Gn(\’n ? \)n) =Glv, v) .

On pose 4 == lim G'q(\’n s v.) o On a

n
L > G(\) $ \)) b
11 2 - 14 v rd Vd *
done v est dans & (B) . De (3), on déduit ( G étant régulier) :
L G <Gl y v) G  as pe ps pe sur B ,
done
LG o v) <G, v) Glv , v) ou G, v) >0 ,

done
,@ s G(\) 9 \)) »

On considdre une sous-suite telle que : Gn(vn , vn) > 4 o On prend des lim dans
(1), et on obtient le résultat.

(B) On déduit de () le lemme 3, pour u =1 .,

Dens les ler et 2e cas, onprend o=p, T=0, et a=0G( ,u) «

Dans le 3e cas, on prend

o=u, TSy et =gty (06, u) G, ) =Gl , W) Gl )]
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(y) On_éteblit enfin le résultet dans le cas général -n apoliquert (B) au
noyau G° défini par :

G'(X;Y)=-G—%C-é‘c-)-zu)- pour x € A et G'(x,y) =G(x,y) pour x€B .

2 A ) a . . M Vd '
I1 est aisé de vérifier, en particulier, que G° est régulier.

Propriétés de la constante a du lemme 3.

Définition. - Unicité s On note (U*) (cesps (U#%*) ), la famille des noyaux G

qui satisfont &

Vpe&d, Vvebd C.=Gyv sur X (resp. @s PepepPosur X) => p=vy .

Propriétés. - La constante a du lemme 3, associée & G , est :

, *%
1° non négative pour Ge (M) ou Ge (D ) , et
T * W i e
2° strictement positive pour Ge (D) n(U) ou Ge (D )n (U ) &

La démonstration de 1° se fait en utilisant un raisonnement &0 & NINOMIYA ([13])-
On doit noter que NINGMIYA e, le premier, adepté la méthode variatiomnelle de GAUSS
an cas de deux compacts disjoints; pour un noyau symétrique.

Pour prouver le 2°, on suppose a = 0 . Alors
®y 33
Ge(D) f{respc G (D )) => G=0Gr sur X (resps a. pe po ps sur X ).

. . . * e
Ceci est en contradiction avec G e (U ) (resps Ge (U ) ) puisque o et T

sont & supports disjoints.

3. Principes deg condensateurs.

Principe comple® du maximia. = On note {CM) (resp. (CM*) ) 1l'ensemble des

noyaux G qui sagtisfont a
Vpes, vvel (resp. ¥ v€8), yvaz0,
Gu<Gy+a sur S = GugGu+a sur X o
(CM**) se définit comme (CM*) , mais avec la conclusion

G}J«SG\)‘I‘& aep.p.p.S'lJ.I‘X.

Principe des condensateurs (resp. principe strict). On mote (Cd) (resp. (Cds) )

l'ensemble des noyaux G qui satisfont &
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Quels que soient les compacts A et B disjoints, A non exceptionnel, il
existe o € Sl(A) . Te&B) et a0 (rosp. a>0) tils ¢ :

0 G ~Grga sur X

Go = Gr = a @e Pe Po Pa SUur 4 et Go = Gr =0 ae. pe pes pe sur B .

Dans les espaces de Dirichlet de BEURLING et DENY ([1] et [3]), un principe des
condensateurs est vérifié, sous sa forme stricte, et pour deux ouverts. On envisa-
ge, dans le cadre de cet exposé, les relations entre le principe complet du maximm

et le principe des condensateurs.

THEOREME 4 (1). - On considére des noyaux G contimus hors de A , pour lesquels
tout ouvert non vide de X est non exceptionnel, et tels que G et G soient ré-
guliers. Alors

(ca) = (cM) = (M) = (M) .

Démonstration.

’ 3 e
1° On prouve que (CM) = \CM'Y) = (CM* ) .

Pour cela, il suffit de démontrer 1liimplication :

e
G € (CM ) ==> G € (CM) a

(&) Ge(M) => Ge().

En effet, siona Gug1l sur Sy, alorsona Gu< 1 ae¢pe peps sur X.
Gu est une fonction s. c. i. majorée par 1 a. p. po ps sur X , donc sur un en-
semble partout dense. Donc Gu <1 sur X o

® ce@™) = Ge @) = Ge(D .
La premiére implication est évidente, et la deuxiéme résulte du théoreme 3.
(6) GeM™ n(D) = Ge (CM) .

Le reisonnement donné par KISHI, pour des noyaux strictement positifs, est vala-
ble dans le cadre de cet exposé.

I1 est clair que les assertions (a), (b), (c) entratnent:
Ge () = ace (M .

(1) M. KISHI vient d'obtenir, indépendamment, des résultats analogues & ceux du
théoréme 4.
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2° On prouve que G e (CGd) = Ge (M) n (D) «

I1 résulte de 1'hypothése : Ge (ca) ., que, quels que solent les-compacts A ot
B ron exceptionnels disjoints, il existe g€ & (A) et 7€ £(B) tels que

GU"GT>,O sur X et GU"GTZO a.'p-p.p.su.r B .
On a vu, dans la démonstration du théoréme 3, que cette propriété entratne que G
vérifie le principe du balayage élémentaire, donc que G est dans (D) .

On établit meintenant que G est dans (E) , donc dans (M) . De 1lthypothése s
G e (Cd) , il résulte que si A est un compact non exceptiomnel (et si B =g ),
il existe o € gt (A) et a >0 tels que:

Goga sur X et Go = a ae De Pe Pe SUr A

C'est le principe d'équilibre, & condition que a ne soit pas mul ; ce qui résulte
de llégalité s
G(G ’ 0') = a‘r do=a

3° On prouve que G € (CM) => G e (cd) .

Puisque G est régulier et que G est continmu hors de A , on peut appliquer le
Jemme 3, avec u =1 . Donc s1 A et B sont deux compacts disjoints, A non ex-

ceptionnel, il existe :

o egl(A) , T € &(B) et a€R
tels que
Go = Gr > a ac ps p. Pe sur A f{Go = Gr £ 0 a. pe.pe pe sur B
Go=Gr<a sur So Go=-Gr >0 sur St .

Or G est dans (D) , donc a >0, et d'autre part :
GO‘"‘GT)O SU.I‘X et GO'—G‘T:O a.p.pop.surB .
Ensuite, G est dans (M) , donc dans (E) d'aprés le théoréme 1. On note A
une mesure de &(A) telle que :
GL =1 a¢ pe Pe po sur &4 et Ghgl sur X .

On a @
Go < G(T + a\)  a. pe pe pe sur So ,

done o=p. pe (car o € & ). I1 résulte du principe de domination que ¢

Go<Gr+al. sur X .
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Donc ¢

Gog~Grga sur X ok Co - 01 = & 8. Do Po Pe s A

o

Remarque. ~ En utilisant les seules hypothéses @ ¢ régulier et G contim hors
de A , on vient d'établir s

o

G e () = ae (Ca)

En effet, dans la démonstration ci-dessus, on a utilisé seulcment ¢

2

Ge (D) et Ge ()

Il est clair que l'on a, dans les mémes conditions

e (@) n @) = ce (cds) .

puisqu’alors la constante a est stricter ub positive.

4. Autres conséquences du lemme 3.

PROPOSITION 1. =~ Soit G un noyau dont 1'adjoint G est régulier ot

Ge (D) n @) .

Quels que soient les compacts A et B disjoints et non exceptionnels, quel que
soit N dans § tel que G\ >0 sur A, il exigte :

GGS(A)p O';éo _?_E TGS(B) 9
tels que
0 Gy~ Gr &G sur X
Go = Gr =GN ao pe Po p. SUr & et Go = Gr =0

ac Pe Pe Pe SUr B

Ce résultat est une conséquence facile du lemme 3 en prenant u = Gh , en divi-
¥
gant par a> 0 , et en utilisant ¢ Ge (D) .

o

Rem_a__zgue Se

(1) 8i @ est régulier et si tout ouvert non vide de X est non exceptionnel,
alors il existe A dans & tel que G\ soit continu et strictement positif sur
A .

En effet, comme G(x , x) > 0 , il existe un recouvrement de A par un nombre
fini dlouverts ¢ U, , Uy, oco , Uy tel que

Ve, vt €Uy Gls, t) >¢C

(j=1,2,-u,p)
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Chaque Uj porte une mesure hj # 0 telle que G\, soit contimu sur X . La mo=-
sure A =N + Ay + eco )‘p est tello quo G soit contimu sur X ob sbriste-
ment positif sur A .
(2) Dans les hypo(thése)s de la proposition 1, on observe que le noyau G' défini
G(x . . . eas
' — |
par G'(x , y) = —m’g)L (2 condition que G\ soit strictement positif sur X )

eppartient 3 (Cds) , donc & (CM) .

Plus généralement, on a la propriété suivante :

Soient G un noyau sur X , et GA un potentiel continu strictement positif sur

X . On pose ¢

G, ¥) “"%C«E}ﬁ .

Alors ¢
G e(dD = G'e (CM) et Ge (D*) => G!' e (CM*) .

PROPOSITION 2. =~ Soit G wun noyau pour lequel tout ouvert non vide de X esb
non exceptiommel et tel que G et G soient réguliers. On suppose que G esbt
#*
dans (D) , et & dans (U) . Soient et v de & tels que :

Gu > Gy @es po Ps po sur X o

Alors la restriction & 1'ensemble E = {x € X: Gy(x) > Gu(x)} de la mesure p=-v

est négative.

Cette propriété a été mise en évidence dans le cas du potentiel newtonien par
de L& VALLEE-POUSSIN ([12]) et BRELOT ([2]). DENY ([4]) en a souligné 1l'intéret
dans le cadre dfespaces fonctionnels.

Démonstration. — Si E est exceptionnel, la restrictiond E de p =v est

mille. Sinon, soit A wun compact non exceptionnel de E , et soient ¢ >0 et U
un voisinage ouvert de A tel que : v(U = A) < ¢ « Enfin, soit B wun compact non
exceptionnel contenant : Sv N C U . Le moyau G vérifie les hypothéses de la pro-
position 1. Soit N dans § tel que G\ soit strictement positif sur A . Il
existe
ce&l), o#0 et T e &B) ,
tels que
0glo -Grgt sur X

GO"'G’T—':(E}\ aopopep.surA et GO""GT:O a-p.p.p.surB,

C'y,:G‘\) aep.p.p.surA=>G(v‘,G)=G(\),0) (Car O'Eg(A))
Gu 2 Gy 8o pe Do Do sur X => G, 1) 3G, 7) (car Te&(B)) -
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On mote , la restriction de B & A, ctonnots domime v, ot vy o On pose

V3 =V o- vy - et M= sup G\(x) . On a:
XESy

G(vB s O) = G(vB s T) =0 et G(p.A y 0) = G("‘A s T) = G(“‘A y A
de mfme que ¢
G(VA y ) = G(vA y T) = G(\)A s A) .
On déduit alors
G(”‘A s M) Gl 5 0) =G, 1) <Glv, o) =Glv, T)
= G(vA s 0) =Glvy , 7) + Gr(\)3 y O) = G(v3 s T) S G(vA s M) + Mee o
Comme A 4 M, A, Wy et vy e dépendent pas de ¢ , ona :

J Gr(dpy = dv)) SO &

On peut maintenant faire un raisonnement par llasbsurde. Si la restrictiond E
de p = v n'est pas négative, alors il existe un compact A tel que ¢ by > vy e
Alors A est non exceptiomnel (p A #0 et pe8) o 81 G\ est wn potentiel cone
timu sur X et strictement positif sur A (un tel A existe), alors @

[ &, -ap>o,

dfolu la contradiction.

IV. Un principe de contraction

La notion de contraction est un outil essentiel dans la théorie des espaces de
Dirichlet ([1] et [3]). DENY a établi dans [5] 1'équivalence, dans des espaces
fonctionnels généraux, des deux énoncés suivants :

1° Les contractions normales (resp. la contraction "module") opérent ;

2° Le principe complet du maximum (resp. le principe de domination) est satisfait.

On envisage maintenant un aspect de ces problémes dans le cadre des noyaux fonc-
tions non symétriques.

Dans ce paragraphe, on supposera que l'espace X est compact, et on envisagera

des noyaux pour lesquels tout ouvert non vide de X est non exceptionnel, et tou-

jours continus hors de A .
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THEOREME 5 = Soit G un noyau tel que G et G soient réguliers. On suppose

, 3 v 3#*
qus G est dens (D) , et G dans (U ) . Alors G yvérifis le prinalpo-d’ouve=
loppe inférieure suivant : '

Vplea,v%es Tvelt

tel que
Gv

il

inf(G‘.Ll [ qbz) 8o PDe De De sur X .

Si v esbdans & , onaen plus les relations suivantes :

(1) G(S»‘tz g V) + G(\) 9 p‘l) >/G(V ) \)) + G(Iubz 9 }Ll) 3

(2) G(ul , v) + Gy, ”‘2) > Gy, v) + G(pl s “‘2) .

Démongtration. = Pour prouver lilexistence de v tel que :

G\) - inf(Gp.l 9 Gp.z) 8o po Pe jo 9

on utilise va raisonnement classique, avec les lemmes 1 et 2. Soit (un) une suite

croissnabe de fonctions continues positives telles que @

lim v = inf(Gu, , Guy) sur X .
It-x0

Te lemme 1, applicué & u, et au compact X , domne : A v € & tel que

Gvn;;un 2o Po Ps Do sur X et Gvngun sur Svn .

Comme G oest dame (D) , on déduit :
Gv, < Gu, sur X et Gv, < G““z sur X .
Te lerme 2 entruine que la suite (vn) est relativement compacte. En considérant

une sous-guite convergente de limite v , on obtient, par passage a4 la limite, la

premitre partie du théoréme.

Si v est damns & , les relations (1) et (2) sont des conséquences de la propo-

gition 2, On prouve, par exemple,

I' (Guy = o) (a = @) 0

L]

On pose ¢
E={x| Gp,l(x) < Gv(x)}

Sur CE, ona s GuznGv=O 8o Po Po Pey €b sur E QJ,2~G\)>,O Cle Pe Pe Do
g+, Tley.ts - proposition 2, la restrictiona E de v =y, est positive. D*ol

le résultab.
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La mesure vy est dans &, en particulier si la fonction ini‘(Gp,l ) Gl*z) est

bornée sur X ; cfest lo ces sl p, ou y, est dans & .

Notagtions = Si p =y, ~py avec py € & et p,zet‘z, on note Gp‘sz‘l "C‘*’*z
aux points ol cette quantité est définie, et

est le potentiel de et I(y) 1¥énergie de .
Mo v i

En général, I(y) est fini ou == . Mais (2) si G est dans (D) et si G
est régulier, alors Glu; 5 py) et Gluy w;) sont finis. Dans ces conditions,
I(p,,) est fini et G‘J. est défini 8o Po Pe De

THEOREME 6. - Soit G un noyau tel que G et ¢ soient réguliers. On suppose
% x T
que G est dans (D) , et G dans (U') o Alors G wvérifie le principe de cone

traction-moduie suivant ¢

-;‘V"'

Quelles que soient Wy et P dans & l'une au moins de ces mesures gpparte-s
nant & &, et en posant p =p; e py , il existe A=A =L, avec X € & et

e aad

)\2 € & tel que :
G = |Gy 2. pop.p. et IMN) <IQ) .

Démonstration. = Soit v une mesure telle que ¢

Gv = inf(G‘_L] 5 Gu.z) ‘a. Pe Pe Do
alors v est dans & , eb les relations (1) et (2) du théoréme 5 entratnent s
Ty = o) > Iluy +wy = 2v) o

La mesure A , définie par Ay Tyt Hg et Ay =2v, répond aux conditions du
théoreme 6.

Pour terminer, on indique deux résultats négatifs concernant les noyaux fonctions
non symétriques.

Pour un noyau G vérifiant toutes les hypothéses de régularité, et sppartenant a
(cM)

1° Liénergie d'une mesure p peut 8tre strictement négative ;
20 11 peut exister des contractions normales qui n'opérent pas (avec dimimution

de 1t'énergie) .

(2) Cette propriété m'a été commniquée oralement par M. KISHI.
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Un contre-exemple est fourni par le noyau suivant, sur un espace & deux pointe :

11 2
10 3 .

Pour un tel noyau, il y a des mesures d'énergie strictement négative, et la con-

traction : "projection sur le segment [0, 1] " ne diminue pas toujours 1!énergie.

(1]
(2]
(3]
[4]
[5]

[6]

[7]
(8]

[9]
[10]
[11]
[12]
[13]

[14]
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