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Séminaire BRELOT-CHOQUET--DENY 7-01
(Thécrie du Potentiel) :
10e annde, 1965/66, n° = ‘ 24 février 1965

PUISSANCES FRACTIONNAIRES D'UN NOYAU DE HUNT

par Jacques FARAUT

I. Introduction

Un semi-groupe d'opérateurs étant donné sur un espace de Banach, & chaque mesuve
bornde sur (0 , »( , on peut associer un opérateur borné sur cet espace de Banach,
cette application étant un homomorphisme d'algébre pour le produit de convolution
des mesures. Ce procédé permet de définir de nouveaux semi-groupes d'opérateurs as-
sociés & des semi-groupes de mesures sur (0 , »( . Voir PHILLIPS [4]. Cet homemor-
phisme sera étendu & certaines distributions : 1'opérateur associé sera alors en
général non borné. Voir SCHWARTZ [6]. Bn particulier, les générateurs infinitési-
maguxr des nouveau . semi-groupes d'opérateurs obtenus ne sont plus en général asso-

cids & des mesures, mais & des distributions.

Une applizaiion en est faile & ia théorie du potentiel : en utilisant le fait
qu'un noyau de Iurt est 1'intégrale d'un semi-groupe d'opérateurs sous-markoviens,
on définira les puissances fractionneires d'un tel noyau ; ce sont encore des

noyaux de Hunt. Dans le zas ou le ncysu de Hunt est celui du potentiel newtonien,

I8

on obtient les noycux dlordre « de Marcel Riesz.

©

II. Reorésentation associée & un semi-groupe

1. Défirition 1.

Un semi-groupe fortement continu & contraction d'opérateurs sur un espace de

Banach E (sur R ou C ) est une famille d4'opérateurs {Pt}t>0 de L(E) véri-

fiant :
Po=1, Ut,s, P =P P,
el <1

¥ x €eE, l'application t > Pt x est continue de §4 dans E .

Représentetion associée. — Soit p une mesure bornée & support dans o, (.

On pose :
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swie = Jg 7y xula) . ot < Jullisl
ce qui définit un opérateur G(u) de L(E) ;5 |l&(w)|| < |l -
6o s vz = o 2w u(a) vias) = 6() 60x

Ainsi G est un homomorphisme d'algdbre de norme 1 de M1(§+) dans L(E) . Si
des mesures Wy positives convergent étroitement vers une mesure u , G(pi) con-

verge vers G(p) fortement.

2. Relation avec le calcul symbolique.

Supposons que le générateur infinitésimal A du semi-groupe Pt soit un opéra-
teur borné de spectre contenu dans le demi-plan Re(z) < 2y 5 % étant l'abscisse

de convergence absolue de 1l'intégrale

(e}

F(z) = Io #Y u(at) .

Soit RZ 1a résolvante de A . Il existe une courbe simple fermée C , contenue
dans le demi-plan Re(z) < Zgy et entourant le spectre de A . La fonction F est
analytique au voisinage du spectre de A , et F(4) est défini par 1l'intégrale de
Cauchy :

A0
1 _ 1 zt
F(a) = Py IC R, F(z) dz =57 fc R ‘lo e u(at) dz .

Les intégrales étant normalement convergentes, on peut intervertir 1l'ordre des
intégrations :
(o°]
1 zt tA

_J 7t 1 f 3
F(a) = 0 ( oy fc R e dz) w(at) et 55 V¢ R, e dz=c¢ .

(o]

tA
p(a) = J, e u(at) = olu) .
La représentafion ¢ donne un procédé pour définir F(A) lorsque A est le gé-

nérateur infinitésimsl d'un semi-groupe fortement continu & contraction, et F 1la

transformée de Laplace d'une mesure bornée sur §+ .

On se propose dans la suite de définir (- A)a avec 0 < o<1 . La fonction
F(z) =7% n'est pas transformée de Laplace d'une mesure, mais d'une distribution.

La représentation G sera pour cela étendue & certaines distributions.

3. Extension de la représentation G aux distributions de @',(§+) .

On note @ 1'espace des fonctions de ®(R) & support dans (o, «»(.
Ry '
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DEFINITION 2. - L'espace @i,(§+) »est 1'e§p?ce des distributions T & support
dans (0 , »( telles que T x f soit dans Lﬂ(§+)r>pour touto fonction f de ®p .

On peut montrer qu'une-distribution de &i,(§+) est une somme finie de dérivées
de mesures borndes & support dans (0 , »( , et que 1l'espace @i,(§+) est une al-

gébre pour la convolution (1).

Filtre régularisant. — C'est le filtre & de base (A€)€>O
A ={f, fzo,ff(t)dtﬂ, supp(f) < (0, €J}
ce filtre converge étroitement vers la mesure § .

Soit T wune distribution de @i,(g+) s 1topérateur (non borné en général)
(p(a(T)) , 6(T)) est défini par :

Le domaine D(G(T)) est l'ensemble des x de E , tels que 1lim G(T ¥ f)x

existe, et G(T)x est égal a cette limite. S

- Pour toute fonction h de @R et tout x de E , G(h)x est dans D(G(T))
+

et (1) ¢(n)x = G(T » h)x . En effet,
(T » £) ¢(h)x = G(f) &(T # h)x

et quand f tend vers § suivant le filtre %, le second membre a une limite,

donc le premier aussi, d'ol le résultat.

- Le domaine D(G(T)) est dense dans E . En effet, pour tout x de E

?

x = 1im G(f)x .
5
- Ltopérateur (p(a(T)) , 6(T)) est fermé. En effet, soit x =~ une suite de
points de D(G(T)) , telle que

limx =x ,
30

lim G(T)xn =y ,
N0

G(T = f)xn a(f) a(T)

I

X
en passant & la limite quand n tend vers 1'infini :
(T = £)x = G(f)y ,

quand f tend vers ¢ suivant $ , le second membre a pour limite y , donc

(1) La démonstration est analogue a4 celle faite dans le cas de QEP(BP) ¢ Voir
L. SCHI.RTZ [5], Chopitre VI, thlorsumes KLV ot XXVI, pe 57 et’ﬁg.
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x € D(g(T)) et ¢Mzx=y .

- Soient S et T deux distributions de ®f,(R,) . Soit x dans p(a(T)) .
Alors x -est-dans D(G(T » 8)) si, e seulement si, a{T)x € D(G(S)) , et on a :

¢(s = 1) =a(s) a(T)x .

En effet, G(S # T #f)x = G(S » f) G(T)x . Si 1'un des membres a une limite

quand f tend vers § suivant & , l'autre en a une également, d'ou le résultat.

Exemple. - Pour O<a<1, soit

_ 1
To =" 1 -«

1 _ - a1
Pf( 1+a) , Ty =8 » T, = - §!' .
£
. < - .
Si a+pB<£1l Ta % TB Ta+B
o

) = G(TQ) , car la transformée de Laplace de T  est égale & =z ,

On pose (- A
-8)°%=1, -a)t=-1.

Pour ¢« +pB <1, si x estdans D((- A%, x est dans D((- A)a+B) si, et

geulement si, (- A)%¥ x est dans D((- A)B) , et on a alors :

(- 8)P (- a)¥x=(-a)"Bx |

Remarque. - Pour que X soit dans D((~ A)¥) , il suffit que

(o]

at
IOHPtx—thHa<°° ,
et on a alors
1 jp at
-A)¥ = ——— - P — .,
(&% =gy Yo - Py ¥ g

III. Générateurs infinitésimaux

1. Fonctions de Bernstein et semi-groupes de mesures sur §+ .

DEFINITION 3. ~ Une fonction de Bernstein est une fonction de classe dm sur
JO , =f qui vérifie
FZO 9 F'ZO ’ F"SO y oo ("' 1)pF(p)SO 9 deoe (p;l) .

Une telle fonction a une limite en 0O , d'ol un prolongement continu de cette

fonction & (0 , «( .

(a) Représentation intégrale des fonctions de Bernstein.
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PROPOSITION 1., - Soit F wune fonction de Bernstein, il existe deux constantes
positives a et b ot une mesure yp positive sur )0 , »( , vérifiant

0

t
01+ %

w(dt) est fini,

telles que

F(u) = a + bu + fo (1 - &=t u(at) .

Les constantes a et b et la mesure p sont unigues.

La fonction F' est compld®tement monotone, donc d'aprés le théoréme de Bernstein,

il existe une mesure positive o sur (0 , =( telle que :

(e}

F'(u) = JO et o(dt) pour u>0 |,

-tu

F(u) - F(0) = Io F'(u) dv = jo l-:?ﬁ——— o(at)

b4

-tu -U

pour t>1, e L e , donc

2

Plu) - F(0) 2 (1 - &™) fl o(it)

(oo}
et Il QL%EZ est fini.

Soit a =TF(0) , b= o({O}) , o=Db§ +o0!', o' étant une mesure ne chargeant
pes O .

(o]
1
On pose :-%f , et alors j; E—éLE'u(dt) est fini, et on obtient la représen-

tation de F . D'aprés le théoreme de Berzst.in, la mesure o est unique, la re-
1Y que,

présentation est donc unique.
On peut écrire F = 2(T) , o T est la distribution :
T =as - bs' - PF.(p) .

Exemple. - F(u) = @, o<a<1,

o 1 fw -tu at
n = — (1 - e _
(1 -a) O ) t1+°’

(b) Fonctions de Bernstein et fonctions complétement monotones.

PROPOSITION 2. - Soit F wune fonction de classe ¢® sur [O , w[ . Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

F est une fonction de Bernstein,

F(0) =0 et V1>20, e_tF est une fonction complétement monotone.
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- Supposons que F soit une fonction de Bernstein 3 on a

F(0) 20 ;

et soit Gt(u) = e-tF(u) , on a

(- P 6P ) 20,

c'est-a-dire que Gt est une fonction compldtement monotone (pour le montrer, on
pose

f(v) = = tF(-v) , glv) = ef(v) , <0 et, pour p>1, f<p) >0 ,

~

donc ¥ p=0, g(P);o).

- Supposons maintenant : F(0) >0 et ¥ t >0, e"tF est complétement mono-
tone (C. M.).

Si G est C. M., G(0) = G est une fonction de Bernstein.

Si G est C. M., G se prolonge en une fonction continue pour Re(u) > 0 , ho-
lomorphe pour Re(u) >0 3
-tF(u)
Plu) = 1im =28 ° |
-0 b
uniformément sur tout compact de Re(u) >0 , et

1= oW (L o0y L g (0) - 6, (u)

est une fonction de Bernstein.

DEFINITION 4. - Un semi-groupe de mesures positives sur §+ est une farille

{ de mesures positives, & support dans (0 , o , vérifiant :
Ptit>0 verifiant

vt>0, JdU‘tSl,
vVt>0, Vs=>0, biyg = By " by 0 Mg = &

Quand t tend vers O , la mesure Wy converge vaguement vers § .

Remarque. — Quand t tend vers O , W, converge étroitement vers § , car si

une suite By de mesures positives converge vaguement vers une mesure 4y , on a :

fdpg}_i_ng'dpn .

n—x°

(c) Fonction de Bernstein associée & un semi-~roupe de mesures sur R, .

THEOREME 1. - Pour que la famille {ut}t>0 de mesures soit un semi-groupe de me-

sures sur R, , il faut et il suffit qu'il existe une fonction de Bernstein F
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telle que :
Spy = ot

- -Soit ~{~""t}-t>0"' un-semi-groupe de mesures sur R, , et soit
(o]

Gt(u) = fO e pt(ds) pour u =0 .

Pour u fixé, l'application t +—> Gt(u) est continue en t = 0 , et vérifie

(u) .

Gt(u) Gs(u) = Gt+s

Donc, il existe un nombre F(u) , tel que

Gt(“) _ e-tF(u)

La fonction F est de classe C sur )O , o , et vérifie F(0) =2 0 et
vt>0, e_tF est une fonction C. M., donc, d'aprés la proposition 2, F est

une fonction de Bernstein.

- Soit F une fonction de Bernstein, d'aprés la proposition 2, V t >0,
-tF(u)
Gt(u) = e

existe une mesure My o positive, a support dans (O , w[ , telle que

est une fonction C. M., et d'aprés le théoréme de Bernstein, il

(ce]

6 (w) = d &%y (as)

et on a

=5, f duy = e‘tF(O) <1

Mppgr = Wy T g 0 By

I1 reste & vérifier que by converge vaguement vers & quand t tend vers O .

Soit g(s) = e % avec Re(u) >0 .

oQ
lim j‘O g(s) p,t(ds) = lim e_tF(u) =1 = g(0) .
t—o0 t—e0
Les fonctions g(s) = e , Re(u) > 0 forment un ensemble total de CO(§+) ; la

famille {pt} est un ensemble borné de mesures, donc :

(o]

v £ e Cy(R,) , lim Io £(s) py(ds) = £(0) .

5. Générateur infinitésimal d'un semi-groupe d'opérateurs construit a 1l'aide d'un
d'un semi-groupe de mesures sur R .

Soit {pt} un semi-groupe de mesures positives sur R, ; soit F la fonction

de Bernstein associde, transformée de Laplace d'une distribution T de l'espace
01 (Ry) -
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Soit {PS} un semi-groupe fortement continu a contraction sur un espace de
Banach E . Posons Qt = G(pt) , ou G est la représentation associde au semi-

groupe {PS} . La famille d'opérateurs Q, est un semi-groupe fortement continu &

t
contraction sur E .

THEOREME 2. - Le générateur infinitésimal du semi-groupe {Qt} est 1l'opérateur

(n(e(1)) , - a(T)) .

Notations :

p‘.t"'6
a_t=-—————-—,

t
1 ft
by =F Jd,ug ds (intégrale vague),
quand t tend vers O , la mesure bt tend étroitement vers 8 . On a

T%b, ==-a

t t

(on peut vérifier cette égalité en considérant les transformées de Laplace).

(a) Soit x , 41ément de D(G(T)) ; soit f une fonction régularisante (f € Op s
RY
£f>20, J £(t) at = 1) ,

G(at) a(f)x = - G(bt) o(T « f)x

en prenant la limite suivant le filtre $ , on obtient :
¢(a,)x = - a(b,) e(mx

et quand t tend vers O , le second membre a pour limite - ¢(M)x , done x ap-
partient au domaine du générateur infinitésimal (D(B) , B) du semi-groupe {Qt} ’
et

Bx

f

-a(mx .

(b) Soit =x , élément de D(B) ,

a(f) alay)x = - &(T « £) a(b)x
en prenant les limites quand t +tend vers O ,
G(£)Bx = - &(T » f)x ,

quand f tend vers § suivant le filtre & , le premier membre a une limite, 3x,
donc x est élément de D(G(T)) , et

Bx = - ¢(T)x .
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IV, Puissance fractionnaire d'un noyau de Hunt

Rappelons le théordme fondamental de Hunt :

Soit X un espace localement compact & base dénombrable. Soit V un noyau con-
tinu tendant vers O & 1'infini. Pour que 1l'image V(CK) soit dense dans CO , et
que V satisfasse au principe complet du maximum, il faut et il suffit qu'il
existe un semi-groupe fortement continu d'opérateurs sous-markoviens Pt sur CO ,

tel que

VE(x) = Io P, f(x) at , vfec vxeX ;

K H

le semi--groupe Pt associé & V est unique. (Voir HUNT [2]. Voir aussi, sur ce
sujet, les exposés de J. DENY [1] et G. LION [(3].)

Un tel noyau sera appelé noyau de Hunt.
Soit V un noyau de Hunt, intégrale du semi-groupe {Pt} . On pose pour O0<qg<1l:

ﬂ+ — 1 ® -1
irech, Vi) =gy Io p, £(x) T at .

PROPOSITION 3. — Le .oyau V¥ est un noyau de Hunt.

(a) Le noyau 7Y est un novau continu tendant vers O & 1l'infini. - Soit f

dans C; ’

1 ©
(o) ™ £(x) = Io P, £(x) 27 at + §1 P, £lx) t271 at .

La premi®re intégrale est uniformément convergente en x , c'est donc une fonc-

tion de C. . Pour t 31, t¥%

0 > <1, donc :

(o¢] (o]
Il p, £(x) 21 at < fl p, £(x) at < ve(x) .

La seconde intégrale tend donc vers O quand x tend vers 1'infini, et c'est

une fonction s. c. i.
[e ] (ee] (ee]
fﬂ P, £(x) at = fl P, £(x) 21 ap 4 fl p, £(x)(1 - 2y a8

Le premier membre est une fonction continue, les deux termes du second membre
sont des fonctions s. c. i. et par suite sont continues. Donc V¥  est un noyau

continu tendant vers 0 & 1'infini.

(b) Le noyau Vy est 1'intégrale d'un semi-groupe sous-markovien fortement con-

tinu sur CO(X) . - La fonction F(u) = W est une fonction de Bernstein, il
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existe donc un semi-groupe de mesures positives By sur (o, w( » de masses éga~
les & 1 , vaguement continu, tel que

[ee}

i

ot f e pt(ds) , Yu=20, ¥t=0 ,

0
et on a
e 1
-su -
<
(u)Ol 7—7 0 S ds P Vu 0 9
[ee]
o
I T
(u)oz 0

LEMME. - Soit g wune fonction s. c. i. positive sur (o, o( , alors

O

e do et & as = L ) o) el v

Pour toute fonction g de CK(§+)

[0, a(o) py(ae)] at

est définie, car il existe k >0 , et u >0, tels que |g(s)| < ke™H , et cette
forme lindaire sur CK(§+) définit une mesure positive v sur (0 , «( dont 1a

transformée de Laplace est = dorne
u
vids) = s N

I'()
Soit g une fonctinn s. c. i. peositive sur E+ ; 11 existe une suite croissante

8, de fonctiors de CK(§+) convergeant vers g , et, pour tout =n ,

o

-ml--fo gn(s) sO(_1 ds = IO [fO gn(S) Mt(ds)] dt

(o)

“e

en appliquant le théozeme de la convergence monotone de Lebesgue,

(o] (oe]

vin [ g, (s) pyas) = I &(s) py(as)

n—oo

et par une deuxiéme epplication de ce théoréme,

@) g(S) 21 g4 = Io [fo g(s) pt(ds)] at .

Soit Q. = G(pt) , ol G est la représentation associée du semi-groupe P, . lLa

famille {Qt} est un semi-grouve sous-markovien fortement continu sur C (X) La

fonction * g(s) = P £(x) , pour f dans C (X) » est continue positive et d'aprés
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le lemme,

v £(x) = F(tz) fo P £(x) ¥l gg = ‘ro ['fo P f(x) we(ds)] at

le crochet est égal & Q f(x) ,

¥ oe(x) =1 o, £(x) at

le noyau 7 est donc 1'intégrale du semi-groupe {Qt} .

Domaine positif d'un noyau. - Soit V un noyau continu tendant vers O a 1'in-

fini ; on appelle domaine positif de V

+

pf(v) = {r e cg

, Vi(x) <e, ¥ x,et VEeC} ,

D*(V) contient Cy(X) .
Soit V wun noyau de Hunt, on a défini 7¥ pour 0 <o <1 , on pose :

1 0

Vi=V et V' =1 .

Soient o et B tels que O<ag<PB<KL1l, ona alors

ot () < ot (v®) .

a-1

En effet, pour t =21, ¢t < tB"I , et 1la démonstration se fait comme dans la

partie (a) de 1la proposition.

Supposons de plus o + B 1 et f dans D+(Va+B) , alors f est dans D (V%)

dlaprés ce qui précéde, et on a
v“ren(® , ¥ =vPs |

En effet, par hypothése, ¥ £ ost dans CO(X) ,

@

P oeg) = — 1 p p(x) 1Bl gy
(x) o) 0% (x)

Le résultat annoncé résulte de calculs classiques sur les fonctions eulériennes.

Remarque. - Soit V un noyau de Hunt, intégrale du semi-groupe {Pt} s le géné-

rateur infinitésimal A du semi-groupe {Pt} est injectif ; soit R, = - I ,

c'est un opérateur fermé (en général non borné) qui prolonge V , et on a

+

T (v) = D(R)) ncy .
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