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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 5=01
(Théorie du Potentiel)
10e année, 1965/66, n° 5 9 juin 1966

FONCTIONS DE GREEN RELATIVES A CERTAINS PROBLEMES AUX LIMITES
INTEGRO-DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE

par Philippe COURREGE

Désignant par M une variété & bord compacte, on considére, sur M , un opéra-
teur de diffusion elliptique P , et un opérateur frontiére de Ventcel! L de la
forme

Iu = -g-% + Q(yo u) + Tu (u e c3(n))

[ ¥ désigne ici la conormale intérieure sur M associde & la métrique riemannien-
ne g sur M conjuguée de la partie principale de P ; voir dans le présent sémi-
naire [15] les exposés n® 1 (n® 2.8), n° 3 (n° 1.9 et 4.8) et n® 4 (n° II.1)].

On suppose que le systéme frontidre (P , L) satisfait aux hypoth®ses du théord-
me 3 (resp. du théordme 3') de 1'exposé n® 4 de [15] qui permettent de résoudre le

probléme aux limites
Pu=-—f (£ e %)) ,

(1) wec® ),
Lu

Il

- [pe CO’X(BM) (resp. o€ Cl'A(BM) )] .

On se propose ici d'étudier des conditions suffisantes sur P et L pour que la

solution u du probléme (1) s'exprime sous la forme :
(2) ux) =y elx, ¥) 2@ wlay) « Ly ol , ) oly) olay)  (xem)

ou T et o désignent les mesures riemanniennes sur M et aM , respectivement
associées & la métrique riemannienne g et & la métrique induite par g sur WM ;
et ou G(x , ¥) est un noyau-fonction positif sur M y continu sur le complémen-
taire de la diagonale de M x M et ayant sur la diagonale une singularité (unifor-
me) en §§Z-n (1). Cette fonction G , qui est entidrement déterminée par (2), est

la fonction de Green relative au systdme frontidre (P , L) considéré. En particu~

lier G(x s y) constitue un noyau-fonction pour l'opérateur de Green G du systéme

(1) n étant la dimension de M (n > 3) , et §§ désignant la distance géodé-
sique sur M associde & la métrique riemannienne g .
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(P,L) [PGf=~-f, L6f =0 (fa ¢%:Mu)) ; voir 1'expond n° 4 (n® II.3)], ot
la restriction de G(x , y) & aM x M constitue un noyau-fonction pour 1'opéra-
teur K qui inverse 1l'opérateur pseudo-différentiel LH [ H désignant 1'opéra-
teur harmonique relatif & P ; voir 1'exposé n® 4 (n® I.6 et II.5)] ; c'est d'ail-
leurs en construisant directement ce noyau-fonction de K que l'on obtiendra les
propriétés de la fonction de Green G(x , y) & la frontidre (voir les paragraphes

3 et 4 ci-dessous).

La définition des fonctions de Green figure au paragraphe 2 (n° 2.4), et les ré-
sultats obtenus dans les théordmes III (n° 2.4), IV (n° 2.7), V (n° 3.4), et VI

(n° 4.7). Le plan de 1l'exposé est le suivant 2

- 8§ 0. Terminologie ; Noyaux-fonction (page 5=02).

- § 1. Formule de Green pour un opérateur elliptique ; adjoint d'un systeme fron-
titre (page 5-05).

- § 2. Construction d'une fonction de Green au sens large 4 partir d'une solution
fondamentale ; formule de représentation intégrale de Stokes-Levi (page 5-14).

- § 3. Construction d'une fonction de Green au sens strict & partir dtun noyau-
fonction sur 3M pour l'opérateur K inverse de LH (page 5-23).

- § 4. Construction d'un noyau fonction sur all pour 1'opérateur K inverse de
LHE (page 5-30).

- Appendice A. Noyaux de Green et de Poisson du probléme de Dirichlet (page 5—41).

- Appendice B. Noyau>résolvant pour une équation intégrale de Fredholm de deuxié-
me espéce sur C(M) (page 5-47).

- Appendice C. Impossibilité d'une fonction de Green lorsque 1l'opérateur frontie-
re L n'est pas quasi-local (page 5-51).

- Appendice D. Un théoréme de convergence au bord (page 5=52) .

Les fonctions de Green pour le probléme de Neumann et le probléme aux dérivées
obligues ont été obtenues, dans le cas ou ﬁ est un ouvert de R par GIRAUD dans
[6], [7], [8] et [9], et dans le cas d'une variété par S. ITO (voir [11], et aussi
SATO et UENO [14], page 595).

Les résultats obtenus ici (théorémes IV, V et VI) sont déduits de propriétés fi-
nes des noyaux de Green et de Poisson du probldme de Dirichlet qui sont rassemblées
dans 1'appendice A sans démonstrations explicitées ni références précises : ces dé-
monstrations semblent 2tre encore & écrire (au moins dans le cadre "peu différen~

tiable" adopté ici).
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§ 0. Terminologin ; Noyaux-fonction.

O.1. Notations. - On désigne, dans tout cet exposé, par M une variété & bord
compacte de classe ¢® et de dimension =n (n>2), par 3 son bord, et par
ﬁ =M <« M son intérieur (2). On désigne, par ailleurs, par A un nombre réel tel
que 0 <X <1 . Les espaces CT(1) , ¢®(am) , cil(ffx) , c®oMar) , ™M) sont aé-
finis comme dans les exposés précédents de ce séminaire [15] [exp. 1, n® 1.3 (3) :
exp. 3, n® 1.1 et 2.1 ;3 et exp. 4, n°® I.3]. On dira quiun champs de tenseurs 6
sur M est de classe Cm’K si, pour chaque carte locale (U , %) de M , toutes

ses composantes appartiennent 3 Cm’k(U) .

On désigne par g une métrique riemannienne sur M de classe Cl’x (exp. 1,
n® 2.1), par T et o respectivement les mesures riemanniennes sur M et
assocides & g et & la métrique g' induite par g sur WM (exp. 1, n° 2.2 et
2.3), par ¥ 1la conormale intérieure sur »M (exp. 1, n° 2.8), et par d(x , y)
ou encore Xy la distance géodésique sur M (exp. 1, n°® A.3) assocides & g..

&4

. N g w
Pour chaque sous-variété & bord V de I , compacte, de classe C et de méme
dimension n que M , on désigne par YV la conormale intérieure sur AV associée
3 la métrique riemannierne induite par g sur V (en particulier, Yﬁ =Y), et

par la mesure riemannienne associde & la métrique riemannienne induite par g

Oy
sur AoV .

0.2. - On appellera novau—fonction au sens strict (ou seulement noyau) sur M

une fonction numérique N 3 (X 9 Y) - N(x ’ y) définie et continue sur
L'

MxM~ AMxM (4). Pour un tel noyau N , on désignera par N 1le noyau transposé

(ﬁ(x , v) = N(y s x)) , et, pour chaque x e M , par Nx la fonction N(x , .)

définie sur M ~ {x} .

On appellera noyau-~fonction au sens large (ou seulement noyau au sens large) sur

M une fonction numérique N : (x, y) ->» N(x , y) définie et continue sur

o
M x M~ AMxM (4). Tout noyau~fonction au sens strict sur M induit un noyau au

(2) On ne suppose, ni que M est connexe, ni que chague composante connexe de I
a un bord non vide, ni méme que A # @ . Voir a ce sujet la remarque 3 du n° 1.9.
Dans les paragraphes 3 et 4, on supposera n >3 .

(3) M° 1.3 de l'exposé n® 1 du présent sémincire [15].

(4) AMxM désigne la diagonale de M x M .
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o
sens large. 3i N est un noyau au sens large, et si x € M , on note aussi Nx la

fonction N(x , .) définie sur M ~ {x} .

Si q £n est un nombre réel, on dira que le noyau N au sens large sur M est

d'ordre - q (5) s'il existe une constante ¢ > 0 +telle que

— (] [o]
(0.2) |ulx, v)| g c g™ pour xelM, yeM, x#y, si qg<n

et

.
(0.2t) |i(x , v)| < ¢ log éégl pour X € I , YEM, x#y, si g=n (°)

(si N est un noyau au sens strict, ces relations valent aussi, par continuité,

pour x € dM ). On dira que N est d'ordre =- q localement si, pour tout compact
o

K de M, il existe une constante CK > 0 telle que,

(0.3) |w(x, y)| < Cy T pour x €K, yeM, x#y, si g<n

et

(0.31) N(x,y)lsCKlog-é—@)— pour x€K, yelt, x#y, si g=n QF

Xy
On dira que le noyau N (au sens strict ou au sens large) sur M est de classe
o
™ en y si, pour chaque x € M , la fonction NX = N(x s .) est de classe o
sur M « {x} , et ceci continiment en (x , y) en dehors de la diagonale [autre-
(<]
ment dit, si, pour tout compact K de II , l'application x —9-NX est continue de

K dans C°(M <X) (exp. 3, n° 1.1)]

On dira que le noyau N est de classe C?éz en y si, pour chaque x € ﬁ ’
o

N_ e C?SZ(M ~ {x}) , et si, pour chaque compact K de M , l'application x -=>1N_

est continue de K dans C?QZ(M “K) .

0.3. - On appliquera, en particulier, les notions introduites au n° 0.2 a la
variété sans bord aM de dimension n - 1 munie de la métrique riemannienne g!
induite par g (7). Par exemple, un noyau-fonction k sur 34 d'ordre =g

(g <n=-1) estune fonction numérique (x' , y') => k(x* , y') , définie et

by

(5) Ceci par référence au cas ou 1l'opérateur intégral associé & N (n° 0.4) ad-
met un symbole principal (voir la remarque 3 du n° 2.2) qui est alors "homogéne
dtordre - gq ".

(®) 5(1t) désignant le diamdtre de I .

(") Lorsque n =2, M est de dimension 1 ; les notions introduites au n® 0.2
pour n > 3 , subsistent pour n =1 .
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continue sur M x ;T ~ AaanM s pour laquelle il existe une constante C >0 tel-
le que,

(0.4)  |xlxt , y) | oy ™™ (e, yrear, x £y) (&) .

0.4. Opérateur intégral associé & un noyau-fonction d'ordre - gq (0<qg<n) .-

Soit N wun noyau-fonction au sens large (n® 0.2) sur M d'ordre - q localement

[¢]
avec 0 <qg <n . En vertu de (0.3), pour chaque x €I , NX € ﬁl(M o T) e

o]
Si A est un opérateur lindaire de C(H) dans C(M) , on dira que A admet N
o
comne noyau-fonction (ou seulement comme noysu), si, pour chaque x € M , et
fecm),

(0.5) s2(x) = o, 1x , 3) £(5) wlay)

Inversement, si N est un noyau-fonction (au sens strict) sur M didrdre -q ,
N e El(M , T) pour tout xe€ M , et la relation (0.5) [pour xeM et fef2(i, 1) ]
définit une application lindaire continue A de £ (M , 7) dans C(M) . A est
méme une application lindaire compacte de £ (M , 7) dans C(i1) [et aussi de
c() dans C(M) ]: l'image par A de la boule unité de £ (i , 7) est un sous-
ensemble dquicontinu de C(1) [on &tablit ce résultat en partageant 1ltintégrale

(0.5) en deux morceaux selon la méthode habituelle ; voir & ce sujet 1'appendice B.

On dira que A est 1l'opérateur intégral de noyau N , et on désignera en général

par la méme lettre 1'opérateur intégral A de C(i1) dans C(iI) et son noyau N .

On appliquera, en particulier, les considérations précédentes & la variété

munie de la métrique riemannienne gt .

§ 1. Formule de Green pour un opdérateur elliptique ; adjoint d'un systéme frontisxe

La formule de Green (voir les n° 1.% et 1.6 cindessous) est & la base de la cons-
truction des fonctions de Green cherchées (voir le § 2). Dans ce premier paragraphe,
on introduit les éléments constitutifs de cette formule : adjoint d*un opérateur

elliptique (n® 1.1) et d'un systdme frontidre (n° 1.5 et 1.6).

(8) La distance géodésique sur oM associde & g' est équivalente 3 la distance
sur oM dinduite par 4 .
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l.1. Les opérateurs différentiels de classe A'A -~ = Soient P un opérateur
différentiel du-second. ordre sur M , ot 1 sa partic principal~du gecond ~rdre
(exp. 3, n°® 1.2 et 1.4). Si T~ est-de-classe C1 , on sait (exp. 3, n° 1.7), comp=-
te tenu de ce que g est de classe Cl par hypoth&se (n® 0.1), qu'il existe un

champs de vecteurs X et un seul sur M tel que,

(1.1) Pu = div (1(dw)) + (du , X) + Pl (weclm) (9.

Ceci étant, on dira que P est de classe Ak relativement 3 g (ou seulement
de classe AK ) si M ¢t le champs de vecteurs X dintroduit par (1.1) sont de

A

classe CL? , et si Pl e CO’A(M) [ P est alors de classe Osh (10)].

. A ’ . 3 -
Remarque 1. - On notera que, i g est une autre métrique riemannienne sur X
1A . \ .
de classe C™’" , l'appartenance de P & la classe AK relativement &3 g n'en-

traine pas nécessairement celle relative & & : utilisant la relation
divg(Z) =N&/g divé( g/8.2)

[elle-méme conséquence de la caractérisation de 1'opérateur de divergence (exp. 1,
n° 2.6 et 2.2)], on obtient en effet & partir de (l‘l),

Pu

i

divé(ﬁ(du)) +-J§/g (d@Jg/é) , m(au)) + (au s XY + Pl.u

aivy(m(aw)) + (@, X #NE/e M(aWe/8))y + Pl

n(d@Jg/g)) n'est en général que de classe Osr Toutefois, on voit que 1'indé-

pendance de la classe AX vis=-3-vis de g a lieu lorsque g est de classe Cz’k.

Remarque 2. - Dans le méme ordre d'idées, vcici une condition suffisante classi-
que (voir [13], page 9) d'appartenance 2 la classe AX s'exprimant en termes de
coordonnées : On dira que P est de classe A& si, dans toute carte locale

(U, %) de n ('), P s'exprime sous la forme,

Pu= 2 a'd 5 U F‘Z at =7 + a.u (ue C2(U)) y
i, 2
(9) Les notations sont celles du n® 1.7 de ll'exposé n® 3 3 d.ivg désigne 1l'opé-

rateur de divergence associé & g (exp. 1, n° 2. 6).
(10) Autrement dit, P applique (continfment) ¢@ X(M) dans CO’X(M) .

(ll) La propriété requise ci-dessous est invariante par changement de carte.
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2, i

s 168 & A

ot les a*? (1 £i, j<n) sont do clagse € do clasase ot ¢ GO
oi a ent de classe CO,X . Tout opératcur P de classo Ai cst aussi de classe

AX relativement & g .

1.2. Adjoint d'un opérateur de classe Ax . = Si P est un opérateur de clas=-
%

se Al relativement & g , on définit un opérateur P de méme classe Ax rela-

tivement & g en posant :

(1.2) Pu di&g(n(du)) - divg(uX) + Pl.u

(1.2Y)

]

aiv (n(dw)) = (au , X) + (PL - aiv (%)).u (wec?m) (%3 .

L'opérateur P sera appelé l'adjoint de P relativement & g (13).

* %

P a méme partie principale que P , et (P ) =P .

Lorsque P est un opérateur elliptique sur M (exp. 3, n® 1.9) dont la partie
principale est conjuguée de la métrique riemannienne g (exp. 1, n° 2.5), les re-

lations (1.1) et (1.2) se réduisent & :

(1.3) Pu= b u+ (@u, X) +PLu (we c?)) ,

(1.4) Py = A u - divg(uX) + Pl.u (w e ¢2(m)) (14) .

i

On dira alors seulement que P  est i'adjoint de P .

*
Remarque 1. = 831 P est de classe Ai , i1 en est de méme de P .

Remarque 2. - 3i P 2st un opératevr de diffusion (exp. 3, n° 1,8), il n'en est

* %
pas nécessairement de méme de P : P 1 = Pl = divg(X) peut ne pas 8tre partout
s 0 .

1.3. = La formule ce Green pour un opérateur elliptique de classe Al Justi-

fie 1'introduction de l'opérateur adjoint :

PROPOSITION, = Soit P wun opérateur elliptique sur M dont la partie princi-

pale est conjuguée de la métrique riemannienne g (n° 0.1). On suppose que P

(12) div (uX) = u divg(X) ¢ (du , X) (exp. 1, n® 2.6, relation (2.11)).
(13) Cette définition sera justifiéde par la formule de Green (n° 1.3).

(14) By désignant 1'opérateur de Laplace-Beltrami associé & g (exp.1, n° 3.3).



5-08
est de classe A, (relativement & g ; n® 1.1), et on pose (15) :

px) m e, (X, ,¥,)  (xoa) [pe=e®,] .

Alors, pe€ CO’K(BM) , et on a

AV ou

. 2 15
N {u TV Sy uvp} do (u , v e ¢5(1)) (7).

f s
(1.5) " (wPv = vPu}dr=-
ki3
La relation (1.5) résulte de la définition de P [relation (1,4)] en vertu des
formules de Green (G) et (G") (exp. 1, n® 3.2 et 3.4), et de la propriété de déri-

vation de 1l'opérateur de divergence [exp. 1, n° 2.6, relation (2.11) =

udv , X) + v divg(ux) = divg(qu) Je

3

Remarque l. - On peut définir un adjoint P , de telle sorte que (1.5) ait lieu,

pour certains opérateurs P qui ne sont pas de classe Ah [ par exemple ceux de la
classe A, définie en remplagant ¢t par C* (m=1, 0) dans la définition

de A?\ ] .

Remarque 2. -~ Lorsque P est un opérateur quelconque de classe Ah relativement

4 g, on établit de fagon analogue & (1.5) la relation :

r

#
(1.6) i fuPv = v Puldr

- - "raM fu g(n(av) , ¥) - v g(m(am) , ¥) +uv gX , ¥)} ds (v, v e c3m)) .

[Cette relation se réduit & (1.2) si 1 =& , puisqu'alors (exp. 1, n° 2.4 et 2.5),

ou
H(du) = gradg u et g(n(du) ’ Y) = g(gradg u Y) = v Ja

1.4, Adjoint d'un opérateur sur oM . - Si A est une application linéaire

dans C(aM) d'un sous—espace dense ¢ de C(BM) , on dira que A admet un adjoint
*

relativement & g (16), s'il existe une application lindaire A de < dans

c(1) telle que,

r

(1.7) "ha‘{

#*
{ckoz;—\!;Aco}do=0 (coea, -\s,'etl) .

(15) Avec les notations du n® 0.1 ; on notera que ¥ est ici la conormale inté-
rieure et non extérieure comme dans les formules (G) et (G") de 1l'exposé no 1.

(! ) g' est la métrique riemannienne induite par g sur MM (n® 0.1).
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*
Llopérateur A [qui est entidrement déterminé par (1.7)'(17)] sera appelé 1'ad-
Joint de A relativem-at &4 g' .

s

+* *
Si, relativement & g' , A admet A pour adjoint, A admet A pour adjoint
3%
[(4)" =a].

On étudiera ci-dessous (n® 1.9) 1ltadjoint de certains opérateurs de Levy sur la
variété M (exp. 3, n® 2.4). En ce qui concerne les opérateurs différentiels (sur
la variété M ), & partir de la formule de Green (G) (exp. 1, n° 3.2) et de 1la

propriété de dérivation de la divergence, on établit comme au n° 1.3 :

PROPOSITION, ~ Soit Q un opérateur différentiel du second ordre sur a¥ . On
suppose Q de classe AX relativement & g! (18).’Alors, relativement & g'

#*
Q (19) admet un adjoint @ qui est aussi de classe A)L .

1.5. = On appellera opérateur frontietre de classe AX relativement & g , un

opirsizur frontidre L sur M (exp. 3, n° 4.2) de la forme (20) (21) 2

(1.8) Iu = %% +alyd w) + (0 w) (w e c?m) ,

ou Q est un opérateur différentiel semi-elliptique sur M (exp. 3, n° 1.8), et

T wune applicabion linéaire de CZ(aM) dans CO(M) , ayant les propriétés suivan-

tes ¢

- Q est de classe AA relativement a g* (n° 1.1) [en particulier (proposi—

*
tion 1.3) Q adnet, relativement & g? , un adjoint Q de classe cOst 1.

- T admet un adjoint T relativement & g' .
s
- T et T appliquent continfiment Cz(aM) dans CO’X(BM) .

Remarque 1. - Un opérateur frontiére de classe Ah n'est pas exactement un opé~
rateur de Veatcel® au scvs donné 4 ce terme dans les exposés n°® 3 et n® 4 (exp. 3,
n® 4.8 ; exp. 4, n°® II.1) : il faudrait pour cela que T soit un opérateur de Levy
sur M (exp. 3, n° 4.7), et que Q soit un opérateur de diffusion [c'est-3-dire
que Q1 £ 0 ; exp. 3, n° 1.8 .

(17) 0 est supposé dense dans C(JM) .

(18) On applique ici & la variété aM et a la métrique g' les notions intro-
duites aux n® 1.1 et 1.2 pour M et g .

(19) Coneidéré comme opérateur de Cz(aM) dans c(AM) .

20 . . . s
( ) Avec les notations introduites au n® 0.1 ;3 ¥ est la conormale intérieure
sur 3M associde & g . Voir 3 ce sujet le n° 3.6 ci-dessous.

(21) yo u désigne la restriction de u a a .
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Remarque 2. - Un opérateur frontidre L de la forme (1.8) est quasi-local (exp.3,
n° 4.2 et 4.7) 3 voir & ce nujot l'appondico C.

1.6 = L'adjoint d'un systéme frontiére peut alors 8&tre défini comme suit

On appellera d'abord systéme frontidre de classe Al un couple (P ’ L) , ou P

est un opérateur elliptique de classe AK (relativement & g 3 n° 1.1) dont la
partie principale est conjuguée de ¢ (exp. 1, n° 2.5), et I un opérateur fron-

tiére de classe AK relativement & ¢ (n° 1.5).

*
Pour un tel systdme frontidre (P , L) , on désigne par L 1'opérateur frontid-

re (lui aussi de classe Ah relativement & g ) défini par,

* %* 3*
(1.9) Lu= %%-+ Q (yo u) + T (yO u) = pu (u e CZ(M)) ’

ot p désigne la fonction g(X , ¥) qui intervient au second membre de la formule
*
de Green relative & P (n°® 1.3) [on notera que L ne dépend que de L et non de

sa décomposition sous la forme (1.8)7.

Par définition, 1l'adjoint du systime frontidre (P , L) de classe Ah sera le

. = D ¥
systeme frontiére (P s L ) .

*

(p

Y Y
rification immédiate, compte tenu des relations P =P (n° 1.2), Q@ =Q,

2,

Hei W*
T =17 (n° 1.4) et X* ==X (qui entratne p =-1p ).

%
g Lﬁ) est aussi de classe Ax , et son adjoiqt coincide avec (P , L) [vé-

a*
On dira aussi que L  est l'opérateur frontiére adjoint de L relativement a
P,

La formule de Green (1.5) (n° 1.2) admet alors 1l'extension suivante (vérification

immédiate & partir des définitions) :

* . 2 <%
THEORFME I. - Soient (P , L) un systdme frontidre de classe Ay, et (P%, L)

le systeme frontiére adjoint. Alors

]

* { #*
“u {uPvr =vPu} dr =~ JBM fulv -v Lu}do (w, ve CQ(M)) .

(1.10)

b

1.7, Systémes frontiére elliptiques d'ordre 1 et d'ordre 2 . = On dira que

le systéme frontidre (P , L) de classe AK (22) est elliptique d'ordre 1 (resp.

elliptique d'ordre 2 ) si, dans la décomposition de L sous la forme (1.8), Q

(2) no L.6.



5-11
est un opérateur différentiel du premier ordre [resp. un opérateur elliptiquo

\il
(exps 3, n® 1.9) ] sur M, ot 81 T et T appliquent contirlment 0?(aM) dena
Cl’K(BM) [ resp. CO’X(BM) Je
Les théordmes 3 et 3' de 1l'exposé n® 4 entrainent alors, en vertu du théoreme de
stabilité de 1'indice (exp. 4, n® I.4) et de la compacité de T [ compacité de
c2’7‘(aM) dans CL?MaM) dans le cas elliptique d'ordre 1 , et de ¢ M) dans

CO’X(aM) dans le cas elliptique d'ordre 2 ], les propriétés suivantes :

(Il) si (P, L) est de classe A, et elliptique d'ordre 1 , 1l'application
w -> (Pu, Lu) est d'indice 0 de C2?Mu) dans cO7M(n) x cloram)

(12) si (P, L) est de classe A, et elliptique d'ordre 2 , 1'application
u —> (Pu, Lu) est d'indice O de 02’)‘(M) dans co’)‘(M) X CO’R(aM) .

De plus, si (P , L) est elliptique d'ordre 1 (resp. d'ordre 2 ), il en est
* %
de méme de (P , L ) . En outre, "l'existence" pour le probléme aux limites
2
Pu=f, Lu=0 entratne "1'unicité" pour le probléme aux limites Pu =1,

*
Lu=o:

e

PROPOSITION. =~ Soit (P , L) wun systime frontidre de classe AK « On suppose
que le probldme aux limites Pu=-f , Iu= 0 admet une solution u € CZ(M)
pour un ensemble U dense dans c(11) .de seconds membres f . Alors,

2 * *
we cé() , P20 et Lu=0 == u=0 (&),

3# *
En effet, soit u € Cg(M) tel que Pu=0 et Lu=0.0ne, d'aprés la for=-

mule de Green (1.10),

-2ﬂ‘u Pv dTt + fam ulv do =0 pour tout v € Cz(M) .
Dlou "
‘M uf dtr = 0 pour tout f € U

d'aprés 1l'hypothése 3 d'ol u = 0 , et la proposition.

De la proposition précédente et des propriétés (Il) et (12) découle le fait im-
portant que "l'unicité" pour le probléme aux limites Pu=f , ILu=o entraine

#* *
"] fexistence" pour le probléme adjoint Pu=f, Lu=o:

(23) Comme tous ceux de ce paragraphe, ce résultat reste valable dans le cas ou
A = @ aprés une adaptation évidente.
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THEOREME II. - Soit (P , L) un systime frontidre de classe A, elliptique

A
dtordre 1 [resp., d'ordre 2 ], On suppose quo

(v) w e ci(m) , Pu=0 et Iu=0 ==> u=0 .

* *

Alors, les applications u —> (Pu , Iu) et u -> (Pu, L'u) sont des iso-
morphismes de CZ’X(M) sur Co’k(M) x Cl’h(aM) [resp. de CZ’X(M) sur

@M u) « O M) 1.

On appliquera, en particulier, ce résultat dans le cas ol la propriété d'unicité
(U) est assurée par les propriétés de maximum étudides dans 1'exposé n® 4 (n° II.3).

Plus précisément 3

1.8. = On dira que le systdme frontidre (P , L) de classe Ah (n° 1.6) est
du type (pm) (2L‘L

- P est un opérateur de diffusion (exp. 3, n® 1.8), clest-d~dire : P1 O .

) si s

- L est un opérateur frontiére de Ventcel! (exp. 3, n° 4.7 et 4.8 ; et n° 1.5
ci-dessus) : c'est-3~dire, dans la forme (1.8) de L , Q est un opérateur de dif-
fusion (Q1 €£0) et T est un opérateur de Levy sur .

- Dans chaque composante connexe de M , 1lfune des deux fonctions Pl ou Ll

n'est pas identiquement nulle.

De la propositvion 7 de 1'exposé n® 4 (n® II.2), il résulte que, si (P , L) est
du type (pm) p
e c°(1) , Pug0 et Ing0 => ux20 .

Bn particulier, 1‘hypothese d'uricité (U) du théordme II est satisfaite.

1.9. Une condition suffisante pour gqu'un opérateur de Levy sur M admette un

adjoint. - Soient T une fonction de c(am) , et t(x? ’ &') un noyau fonction
sur 3 d'ordre p avee 0 <y <1 (n® 0.3). On définit une application lindaire
continue T de Cl(aM) dans C(3M) en posant,

[

(1.11) Tolx) = 7(xt) ox) + Ly #xt, ¥)[olrt) = o(x)] olay")
[x' e, gec(am)].

En particulier, lorsque T est une fonction £ O, et t+ unnoyau =20, T est

un opérateur de Levy sur a1 d'lordre 1 (expe 3, n° 2.6 et 2.10).

(24) Principe du maximum.
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PROPOSITION. - Si le noyau t est symétrique (% = %) ; alors 1l'opérateusr T
défini par (1.11) ost auto-adjoint (rolativem-nt & &' 3 n® 1.4)

f
(1.12) ©gq ©TY do = faM ¥To do (o, 4 € CXam) .

En effet, o© et { étant des fonctions de Cl(aM) , ON &,

1= 1 160 9ey) = olx) 3 T4(5) - 4(0)] olax) olay)

= "Lr"{‘aanI\I t(x , yloly) = olx)] y(y) oles) oldy)

- IPBM - t(x , y)loly) -~ o(x)] $(x) oldx) o(ay)

Il

IaM ¥(y) oldy) JBM t(x , y)oly) = olx)] olax)

- IaM §(x) ofax) IaM t(x , ¥)loly) - olx)] oldy)

-2 faM #(x) olax) faM t(x , ¥)oly) = olx)] olay) ,

]

diapres la symétrie de t 3

e )

-2 e ole) Ly 4, D) - @1 o)

en échangeant les rfles de ¢ et { 3
d'ol la proposition.,

Remarque 1. - On étabii* comme dans l'n xposé n® 4 (no I. 8) que, pour que 1l'opéra-

s mr—e.

teur T défini par (l.ll) applique C kaM) dens C 0, (oﬂ/ y 11 suffit que
0,N
ne ¢’ (M) ,
et que le noyau t soit de la forms,
(1013) t(x' ? y?) = f(x! ” Y')—-{?B—f—;-nma s
o a<1=2\ et ou f est une fonction mesurable bornée sur M x aM telle que,

If(X oY) - f(xp , ¥)| < Cte xi % “ (X' y ), ¥y €M) avec 1>y 3 71 < ; -

2 2

On peut obtenir aussi. dans ie m8mc ordre d'idée, une condition suffisante pour

que T applique Ce(aM) dans C ’K(aN) il suffit pour cela, au moins lorsque
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A oot assez petit, quso t coit dn la forme (1.13) précédonte, ot que lon proprié-

tés suivantes soient satisfaites :

- t(s , y') est de classe el sur a {y'} pour tout y! e M .

- Pour tout champs de vecteurs X sur oM de classe c® » le noyau

Eﬁf'- (e 5 ¥7) = ——'t(X‘ s V)

satisfait aux conditions (a!') et (b') du théordme 2 de 1'exposé n® 4 (n° I1.8).

Tar (x5 7)) o (x5 300 = x(=")) oldy?) sont
de classe Cl’h sur aM (avec les notations introduites au n® 2.6 de 1'exposé

n° 3).

- Les fonctions x' —>

Remarque 2. - On peut établir aussi l'existence d'un adjoint convenable pour T
lorsque le noyau t n'est plus cymétrique, mais antisymétrique [donc aussi dans le
cas général, par décomposition de +t en parties symétrique et antisymétrique]. ou

lorsque T est d'ordre supérieur & 1 ,
[ To(x') = a(x?) olx') + = cn(x )+ F t(x' , y)lo(y') = 6, oly')] olay?)

(avec les notations du n° 2.6 de ltexposé n® 3), t étant un noyau d'ordre supé-
rieur & 1 sur AM ] ; la situsztion est alors plus complexe et exige des hypothe-
ses sur t faisant intervenir un "développement en parties homogénes" [voir 2 ce
sujet le théordme 4.4 de [107].

Remarque 3. - On notera que, dans le cas ou M n'est pas connexe, la valeur de
To(x!) (o e Cz(aM)) , pour x' sur une comporante connexe C de M , p.1t dépen—
dre des valeurs prises par o sur les composantcs connexes de M autres que C

(ctest pour inclure cette &ventualité gue M n'a pas été supposde connexe).

§ 2. Construction d‘une fonction de Green au sens large 3 partir d'une solution
fondamentale 3 formule de representatlon 1ntegra1e de Stokes-Levi.

2.1. = Dans tout ce paragraphe, on désigne par (P , L) un systéme frontidre

de classe A, sur M (n°® 1.6).

A

2.2. = On introduit d'abord les fonctions de Levi relatives & 1l'opérateur el-

liptique P :
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- PROPOSITION., - Il ecxists sur M su moins un n~yau-fonction A(x , y) (au sono

strict ; n® 0.2) ayant les propriétds suivantes :

(Ll) AMx , y) est d'ordre - 2 et de classe ¢® en y (n° 0.2).
*
(L2) Pour chaque x € M y PA € EI(M , T) (25).
(L.) Pour chaque x € It , lim f - do, = 1
5 vi{x} ov BVV A doy

se selon la base de filtre décroissante @x des sous—-variétés a bord compactes
[e] — O
| de M, de classe C° et de dimension n , telles que xe€ V<V CEH ).

(%) (12 linite étant pri-

Un noyau~fonction A sur M , ayant les propriétés (Ll)’ (L2), (L3), sera appelé,
ainsi qu'il est de tradition (voir le livre de MIRANDA [13], page 13), fonction de

Levi relative & P . En outre, on appellera fonction de Levi au sens large relative

by

& P, tout noyau-fonction au sens large A sur N (n® 0.2) ayant la propriété

(Li) ci~dessous ainsi que les propriétés (L2) et (L3) :

(Li) Mz , y) est dtordre =- 2 localement, et de classe 02 en y (n° 0.2).

Pour établir la proposition précédente, on peut construire A "par recollement":
Désignant par (Ua ’ Xa) un recouvrement fini de M - par des cartes locales, et,
pour chaque « , par ®, une fonction > 0 de Cm(M x M) A support dans Ua x Ua

de telle sorte que 2 @H(x ’ y) = 1 au voisinage de la diagonale de M x M , on
o
obtient une fonction de Levi A sur M en posant,

(2.1) Mx,y) =2o(x,y) ax,y) (x,yenxM, x#y) ,
o
ou, pour chaque o , Aa est une fonction de Levi relative &8 P sur U_ . On est
L . . p n N L@
ainsi ramené au cas oW M est plongée dans R~ ; cas ol on peut expliciter une
fonction de Levi (voir actuellement & ce sujet le livre de MIRANDA [13], page 13).

Remarque 1. — On notera 1l'interdédpendance suivante des propridtés (Ll)’ (Lz) et
(L3) : la formule de Green (1.5) (n° 1.3), appliquée & une variété W 7V (ol

Ve B? , We @X et xeVecVc W ), et aux fonctions 1 et A_x , montre, compte

<

tenu de (Ll) et (LZ) qui entrainent 1'intégrabilité de AX et P""./\,X sur M , que

[

. > [0 .
lim [uaw-é-?-‘;Axdow—vavﬁ-‘;AXch]_O :

Vi{x},wi{x}

(25) Voir la remarque 2 ci-dessous.

(26) Avec les notations introduites au n® O.1.
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donc que lim I ~é—'Ax do,. oxiote. La prrpriété (I..) appornft ainsi ecsmn uno
Vi{x} av BYV 3
condition de normalisation.

Remarque 2. -~ Clest la classe C1 de g (n° 0.1) qui. permet la propriété (Lz) :
on vérifie, en fait, par un calcul direct sur la fonction de Levi explicitée dans

R™ s qu'il existe une constante C > 0 telle que

H* P
IPAx(y)lsnyln (xefl, yeu, x#£y) .

Remarque 3. —~ En fait, une fonction de Levi relative & P "suffisamment régulis-
re" ne dépend que de la partie principale II de P [clest-d~dire de la métrique
riemannienne g conjuguée de II | : on peut introduire une classe de noyaux—

fonction K dtordre -q ( q entier, 0 < g <n ) ayant un symbole principal k

*
[ k¥ étant une fonction continue sur T (M) telle que

i (1)@ o H(E) pre IR | op() k(x a, h)
e

(f,hec™(M), xen, dy h #0 pour tout y € Supp f ) J. Une fonction de

Levi relative &3 P (clest-3~dire 2 1 ) apparait szlors comme un tel noyau K dont

le symbole principal k est (1'opposé de) 1liinverse de 1T :

(2.2) k(x . w) == ) (xeM, oc T;(M) , w#0) (¢7y
Compte tenu de la propriété multiplicative des symboles, 1l'introduction des fonc-—
tions de Levi apparalt ainsi comme un vnrcomier pas dsns "la recherche d'un inverse
pour P " : on commence par chercher le symbole de 1l'inverse. Dans le cas ou toutes
les données sont de classe C~ (ou au moins de classe o™ avec m supérieur a

n ), les considérations pricédentes sont des cac pcorticuliers de la théorie des
opérateurs pseudo~différentiels actuellement ea cours d?édification [voir CALUEAUN
[4] et 1a bibliographie qui y figure ; en perticulier les travaux de HORMANDER et
de SEELEY ]. Pour le cas "peu différentiable" étuiié ici, cette théorie semble &tre

encore a faire.

Remarque 4. -- Une fonction de Levi A relative & P peut aussi 8&tre considérde

*
comme une paramétrix (ou inverse & droite "approché") de P : Si A et f sont

(27) Le signe =~ est ici & rapprocher du fait que 1l'opérateur de Green G [dont
le noyau sera une fonction de Levi particuliére (voir le n° 2.4 ci-dessous)g est
1'opposé d'un inverse a droite de P ¢ PGf = - £ ., Voir aussi la relation 2.3).
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3 7 o\ 2 . °

suffisamment régulieres, Af est de classe C~ , au moins sur M , et on a, pour
o

xelM,

(2.3) P i) = - £ + L B (9) £() w(ay)

(voir [13], n° 13, page 23).

2.3, Formule de représentation intégrale de Stokes-Levi.

r .
THEOREME (28), - Soit A wune fonction de Levi au sens large sur M relative a
P . Pour tout u e C2(M) et tout x € it ,

p

¥ * ;
(2.4) u(x) = “y {uP A - A Pu}dr+-

e~ {u L%AX - A Iu} do (29) .

o

o

COROLLAIRE. — Pour tout u € C°(1) et tout x €1 ,

Nl

r * r 09
(2.5) u(x)=U‘M{uP1\X-—AXPu}dT+'N/I{u%Ax—AX%%+AXup}dU Y

En effet, soient u € c?(u) , xell, (U,y) une carte locale de M au voi-
sinage de x {(x € U) , et, pour chaque p > 0 assez petit, Vp 1'image par ¥

de 1a boule (ouverts) euclidienne de centre x(x) et de rayon p . Appliquant la

by

formule de Green (1.5) (n® 1.3) & la variété compacte M ~ Vp , et aux fonctions

AX et u , on obtient (28),

f 3
”'avpuay A d

_ 3
Oy T Ny AX(§?~—'+ Py u) dJV
Vp p P Vp p P

M e P e Ly B u Gy o

(2.6)

[en posant by = g(x 5 ?V ) (sur BVp ), o X est toujours le champs de vec~

p p
teurs intervenant dans la forme (153) ge P (n° 1,2)], Faisant tendre p vers O
dans (2.6), et tenant compte des propriétés (Ll)’ (L2) et (L3) de A (n° 2.2), on
* % ®
obtient (2.5). On en déduit (2.4), puisque, par définitionde Q , T et L (=0 1.4

et 1.5), on a,

(28) Sous les hypothéses faites sur (p, L) au n® 2.1, et avec les notations
des n° 0.1 et 0.2,

*
1(29) La premiére intégrale a un sens car les fonctions !\,X et P A:K sont dans
£ (1, t) par définition de A (n° 2.1).
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% P
ng {fur A, = AL Lu} do = “ 51 {u R Ax'—? A up} do
¥ f 3
* IBM fw@a, - A @} do+ oy {u A, - A T} do
r A du
= {u g A, - A s+ Ay up} do .

C. Qu F:: D.

2.4. - On appellera fonction de Green au sens large (resp. fonction de Green

au sens strict, ou seulement fonction de Green) du systéme frontidre (P , L) sur

M (n° 2.1), un noyau-fonction au sens large (resp. un noyau-fonction au sens
strict (30)) 6(x , y) sur M ayant la propriété (Li) [resp. la propriété (Ll) ;

n® 2.27 ainsi que les propriétés (Gé), (Gg) et (GB) ci-dessous :

(G') P G (y) 0 pour xeM, yell, x#£y5 .
(G") Le (y ) =0 pour x €M et y' €M,

42

(G ) r G do;,, = 1 pour tout x € M , et toute sous-variété a bord V de
oV BY v ?

M , compacte, de classe c® , et de dimension n telle que x € Vevel (31)

Une fonction de Green su sens large (resp. au sens strict) du systéme frontidre
(P, L) est, en particulier, une fonction de Levi au sens large (resp. au sens
strict) relative &3 P (n° 2.2) s la formule de représentation intégrale de Stokes-—

Levi (n° 2.3) fournit alors la formule de représentation cherchée :

THéOREME ITI. - Scit G wune fonction de Green au sens large du systéme fron-

tidre (P, L) . Alors, pour tout u € 02(M) et tout x e Nt ’

(2.7) ulx) = - ﬂw G(x , y) Puly) r(dy) - IaM o(x , y') Lu(y*) olay) (%9

De plus, si G est une fonction de Green au sens strict de (P , L) ;s la rela—

tion (2.7) a ausgi lieu pour tout x € dlf .

La relation (2.7) pour x € M résulte de (2.4) (n° 2.3) ; lorsque G est une

fonction de Green au sens strict, (2.7) est aussi valable pour x € 3M , puisque

(30) Conformément aux définitions du n® 0.2, G est alors continue sur Daxﬁq\AMxM
y compris au bord.

(31) Avec les notations introduites aux n°® 0.1 et 0.2.

(32) Ces intégrales ont un sens en vertu de la propridté (Li) de G (n° 2.2).
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les deux membres sont fonctions continues de x sur M, ainsi qu'il résulto, psur
le second membie, de la propriété (L1)°

-~

COROLLAIRE 1. — Si le systéme frontidre (P , L) admet une fonction de Grecn

au sens large, alors

wec( M), Pu=0 ot Lu=0 ==> u=0 .
[ COROLLAIRE 2. - On suppose que le systdme frontidre (P , L) est elliptique et
admet une fonction de Green au sens strict G(x ’ y) .

Aors, 1l'opérateur intdgral de noyau G(x , y) prolonge 1l'opérateur de Green
| du systdme (P , L) (33) en un opérateur compact de £(M , 7) dans C(H) .

COROLLAIRE 3. =~ Si le probléme aux limites Pu=-f , Lu =0 admet une solu-
tion u € C2(M) pour un ensemble dense dans C(M) de seconds membres £ , alors
le systdme frontidre (P , L) admet au plus une fonction de Green.

En particulier, si le systime frontidre (P , L) est elliptique et du type
(pm) (m® 1.7 &3 1.8), (p , L) admet au plus une fonction de Green G(X, y),

et cette fonction de Green, si elle existe, est positive :

G(X,Y)ZO (XEMs yel, X#Y) .

Le corollaire 1 ainsi que le début du corollaire 3 résultent directement du théo-
réme III. Le corollaire 2 résulte du corollaire 1, des théorémes II et III, et des
propriétés des opérateurs intégraux rappoelées au n® 0.4. La fin du corollaire 3 ré-

sulte enfin de la proposition 7 de 1'exposé n° 4 (n° II.3).

Remarque. ~ Ainsi, lorsqu'il y a "existence" pour le probléme aux limites Pu=f,
Lu = v , le systéme frontidre (P ’ L) admet au plus une fonction de Green. On
verra ci-dessous (n® 2.7, & 3 et § 4) cue 1l'cxistence d'une fonction de Green pour
le systime (P , L) est aussi lide & la possibilité de résoudre le probldme aux
limites précédent. On pourra alors parler de "la" fonction de Green du systéme
(, 1.

2.5, Fonction de Green du systéme adjoint.

*
PROPOSITION. - Soient G(x , y) et G (x, y) respectivement des fonctions de

*
Green au sens large du systéme frontidre (P , L) et du systdéme adjoint (p , L )

(33) Voir le n°® II.5 de 1l'exposé n® 4. Cet opérateur existe d'aprés le corollaire
1 et le théoréme II.
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(n® 1.6). Alors,

¢(x, y) o6y, (xclt, yall, x#gy) .

En effet, soient X, et X, deux points distincts de i s et V1 (resp. V2 )
un voisinage ouvert de X, (resp. X, ) image par une carte locale d'une boule
(ouverte) euclidienne. On suppose que Vl n V;'= @ ’ V; c ﬁ et V; = ﬁ , et on
considére la variété a bord compacte I = I < VsV

5 ¢ On étend & M 1les opéra~
* A A%
teurs frontiére L et L  en des opérateurs L et L en posant,

A A *
Iu=Lu, Lu=Lu sur i

A _ du A o du . 34
Lu = 57 s, Lu= v + Py u sur aVi (1 =1, 2) ( ) .
V1 V1 1

* #*
(p ’ i) et (P ’ i ) sont des systimes frontidre de classe A% sur la variété

> =

adjoints 1'un de 1'autre ; et la formule de Green (1.10) (n° 1.6) appliquée &

- 3* A
M, (p , L) et aux fonctions Gx et GX [qui sont de classe 02 sur M d'a-
1 2
prés la propriété (Li)] donne, compte tenu de ce que, d'aprés les propriété (Gé) et

(e3),

* ¥* A A adk
PG, =P G, =0 sur N et G, =L G, =0 sur M ,
X X X X
2 1 2 1
(2.8) 1 fo 2-¢ -d" (20 p. G )} do
HVl x, BVV1 X5 X, val X, v X, Vl

Sl 2 it (2= -p 6 )}ds =0
Wy, Yy, T2 % Wvg X TV xS,

Pagssant alors & la limite dans (2.8) en contractant Vl et V2 vers Xl et x2

respectivement, on obtient, compte tenu des propriétés (Li) et (G3),

*
- ze(xl) + le(xz) =0 3

ou encore,

(2.9) G*(x2 , Xl) = G(xl ) x2) .

(34) Avec les notations du n® 0.1 ; les signes « proviennent de ce que la co-
normale YV étant intérieure pour Vi est extérieure pour (i =1 ’ 2) .
i
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Cotte relation, ainsi établie pour x, et X, dans B (x, #x,) , Lest aussi
pour x, et X, queleconquca (xl ¥ xa) sur M en vorbtu de la continuité de O

*
et G hors de la diagonale.
Co Qo Fo D.

Remarque. — La proposition précédente fournit un autre cas dtunicité de la fonc-

tion de Green du systéme (P , L) [voir la remarque du n° 2.4 1

2.6. - On appellera solution fondamentale sur M relative 3 l'opérateur P

)

de classe Ax (n° 2.1), tout noyau~fonction r(x , y) sur M ayant les pro-

priétés (Ll), (Gé) et (G3) (n° 2.2 et 2.4),

L'existence de solutions fondamentales sur M est examinde dans l'appendice A

(n° A.3).

2.7 Construction d'une fonction de Green au sens large & partir d'une solu-

tion fondamentale. — On suppose que (P ’ L) (n° 2.1) est un systéme frontiére el-

liptique d'ordre 1 (resp. d'ordre 2 ) ayant la "propriété dlunicité" (n° 1.7) :

(v) u e c2(m) , Pu=0 et Iu=0 => u=0 .

*
On désigne par J  1'opérateur linéaire continu de Cl’x(aM) (resp. CO’K(aM) )

dans CZ’X(M) qui résoud le probléme aux limites (théorsme II, n° 1.7) @

* * -
u € CZ’X(M) y, Pu=0, Lu=-o0 [ oe Cl’k(BM) (resp. o€ CO’X(BM) )]

On suppose, de plus, que P lui-méme possdde la propriété d'unicité (Ud) (appendi-
ce A, n° A.1) qui assure l'existence, sur M , d'une solution fondamentale T(x , ¥)
relative & P de classe Ciéﬁ en y [proposition A.3, propriétés (SFZ) et (SF3),
et n° 0.2].

On va chercher une fonction de Green pour (P s L) sous la forme :
(2.10) 6x ,y) =T(x,y) +U(x,y) ,
ou U est un noyau-~fonction de classe 02 en y & déterminer.
Pour x e M y (Gé) et (Gg) imposent & U ‘de vérifier :
PU(y) =0  (ye, y#x) ,

(2.11) " N
LU (y') = -1 T () (yt e ) .

(35) Au sens strict.
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Ces relations aménent & poser,

(2.12) U = T A (xaf, yem, yem

en désignant par L*FX 1'image par L% d'une quelconque (36) foncZiin u € Cz’X@D
coincidant avec FX au voisinage de aM . En vertu de la clazse Cléc
' , une telle fonction u existe, et l'application x => L Fx ainsi définie est
continue de M dans Cl’x(aM) (resp. CO’K(BM) ). En vertu des propriétés de l'o-

*
pérateur J , il en résulte que UX € Cz’X(M) pour tout x € Ui et que 1l'applica-

en y de

[e]
tion x ~9-UX est continue de i dans Cz’h(M) o Ainsi, en posant, pour x €M ,

yeM, x#y,
* %
(2-13) a(x ’ Y) =F(X $ .V) +J[L TX](Y) ’
on définit une fonction de Green au sens large pour le systéme frontidre (P , L) .

3 3
Appliquant la méme procédure au systéme (P , L' ) adjoint de (P , L) , et uti-

lisant la proposition (2.5), on obtient :

THEOREME IV. - On suppose que le systéme frontidre (P , L) (n°® 2.1) est el-
liptique (n® 1.7), et possdde les propriétés d'unicité (U) (ci-dessus) et (Ud)
(pour le probldme de Dirichlet relatif & P : appendice A, n® A.l).

Alors, les systimes frontidre (P , L) et (P* , L*) admettent des fonctions

+*
de Green au sens large G et G (n° 2.4), et on a (37),

* o o
(2.14) ¢ (x,y) =ay, =) (xeM, yen, x#y) .

Les propriétds d'unicité (U) et (Ud) sont satisfaites, en particuiier, lorsque le
systéme (P ’ L) est du type (pm) (n° 1.8). Les noyaux G et G sont alors

positifs.

Remarque. = Sous les hypotheses du théordme IV, on obtient, pour le systéme
(p, 1) s un peu plus qu'une fonction de Green au sens large, puisque, en vertu de
(2.13), a(x ’ y) se prolonge continfiment pour x € Al , y € " . Toutefois, dans
la recherche d'une fonction de Green au sens strict, on ne sait pas actuellement
aller plus loin par le procédé employé ici ; et pour obtenir un prolongement conti-
nude G a aM x aM » AMxM » on construira directement ce prolongement dans les

paragraphes 3 et 4 ci-dessous.

*
(36) L  est quasi-local (exp. 3, n® 4.2 et 4.7) s voir l'appendice C & ce sujet.

(37) Compte tenu du corollaire 3 du théoréme III (n° 2.4) qui assure l'unicité de
G .
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§ 3. Construction d'unc fonction do Greon su sens atrict & partir dfun noysu-

fonction sur oM pour 1'opdérateur K inverse de LH .

3.1. - Dans tout ce paragraphe, on suppose n >3 (38), et on désigne par
(P, L) un systdme frontidre de classe Al sur M (n° 1.6). On suppose que
(P, L) est elliptique d'ordre 1 (resp. d'ordre 2 ) et posséde la propriété
d'unicité (n° 1.7),

2

(u) u e c7(M) , Pu=0 et Iu=0 ==> u=0 .
On suppose enfin que P lui-méme posséde la propriété d'unicité pour le probléme
de Dirichlet (appendice A, n® A.1),
(Ud) u € CQ(M) ’ Pu=0 et yo u=0 => u=0 .
On adopte, en ce qui concerne le probléeme de Dirichlet, les notations introduites
dans 1liappendice A.

Sous les hypothéses faites, les applications

* *
u -> (Pu, Lu) et u -> (Pu, Lu)

sont des isomorphismes de Cz’K(M) sur CO’XOw)x Cl’x(HM) (resp. CO’XOD x CO’X(BM))
(théoreme II, n® 1.7).
*
On désigne (exp. 4, n°® 2.5) par J et J respectivement les opérateurs lindai-
res continus de Cl’x(aM) (resp. CO’X(aM) ) dans Cz’k(M) qui résolvent les pro-

blémes aux limites;

ueCZ’X(M) , Pu=0, Iu=-o

[ e cl™a) (resp. oe cOMam) )7].
we M), Pu=0, Lu=-o

On pose ensuite,

K:‘YJ et K-“‘-’YJ .

% .
K et X sont ainsi des opérateurs lindaires continus de Cl’x(aM) (resp.

* %
Co’k(aM) ) dans C2’X(6M) inverses des opérateurs LH et L H respectivement ;

et on a,
* * 3
J = HK et J =HK

(58) Voir la remarque a la fin du n° 3.5 ci-dessous.
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by

(voir aussi & ce sujet le n° 1.1 de 1'exposé n® 6).

En vertu-de la formule de Green (1.10) (n® 1.6), appliquée & des fonetions Jo
* *
et J ¢y, K et K sont adjoints 1'un de l'autre sur M relativement & g!
(n° 1.4).

3.2. - Les hypothdses sur (P , L) faites au n® 3.1 sont satisfaites, en par-
ticulier, lorsque (P , L) est du type (pm) (n° 1.8) (39). Les opérateurs J ,

a

* *
J 4K et K sont alors positifs (exp. 4, § II) et se prolongent continfiment 2
c(ad) .

3.3. La fonction de Green au sens large du systéme (P ’ L) (n® 2.4 et 2.7)

peut &tre exprimée au moyen du noyau de Green du probldme de Dirichlet (n° 3.2). -

I1 suffit de substituer dans la relation (2.13) le noyau de Green GO a4 la solu~

tion fondamentale I pour obtenir la proposition suivante :

PROPOSITION. - Soit G(x ’ y) 1la fonction de Green (au sens large) du systime
(p ’ L) (théoréme IV, n° 2.7). Pour chaque X € % ’

0 ¥ % % Q0 40
(3.1) G =G +HKLG ") .

On notera que la relation (3.1) ci-dessus est 1l'expression, en termes de fonc—

tions de Green, de la relation de Sato et Ueno

(3.2) of = 0 £+ mkne £ (f e 00’7‘(M))
qui lie l'opérateur de Green G du systéme (P , L) & 1l'opérateur de Green GO

du problime de Dirichlet (voir exp. 4, n° II.5, et exp. 6, n° 1l.4).

34, = Llexistence d'un noyau—fdnction convenable pour llopérateur K entraf-

ne alors l'existence d'une fonction de Green au sens strict pour (P, L) :

(39) Lorsqu'une composante connexe C de M a son bord vide, la condition
"PL#0 sur C ou L1 # 0 sur 3 " qui intervient au n° 1.8, se réduit & la
condition " P1 # 0 sur C " qui intervient dans (D) (n° A.2).

#
(40) Lgalité dans 1'espace Ciég(M ~{x}) s L Gg
féi@i x{x}) (théordme A.4) et que

est défini et appartient a

1,M 0,% : 0
ct?*(am) (resp. C?7(aM) ), puisque G, €C
¥ est quasi-local (exp. 3, n° 4.2).
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L4 ¢
THEOREME V (41). - On suppose que l'opérateur K inverce do LH (no 3.1) ad-
met, sur 3M , un noyau-fonctinn k(x' s y') dtordre - 1 (sur M ;5 n° 0.3).
Alors, le systéme fromtiére (p 9 L) admet une fonction de Green au sens strict

G(x , y) donné, par les relations,
0 P ¢ 1 ' 1 1
(3'3) G(X ’ Y) = G (X ’ Y) + ";BH h (3" 9 Y') O'(dy') ”3M k(x ) .V) h(X y X ) O'(dx)
(x € M , yel, x#y),

f

S K= v) nlx , x') olax!) (xeM, y'eaH) ,

(3.4) c&(x, y')

]

f 3* o)
(305) G(X’ ’ Y) '!'-aM h (Y ’ Y') k(x' 9 Y‘) Q'(dX’) (y €M, x'E€ BM)

]

(3.6) a(x' , y") =k(x' , ') (x*eM, y'eaM) .

La recherche d'une fonction de Green au sens strict pour le systéme (P 9 L) est
sinsi ramenée 3 celle du noyau-fonction k de K . On examinera au paragraphe 4

ci-dessous divers cas ou le noyau-fonction k existe.

3.5, = La démonstration du théoréme V comporte trois parties :

(a) La fonction de Green au sens large du systéme (p ’ L) vérifie les relations
(3.3), (3.4) et (3. 5). En effet, en vertu de la propriété (1) de e (théoréme A.4,
n° A.4) et de la définition de h (relation (A. 9), n® A.S), on a, pour X € M ,

(3.7) 1) =n(x, ) (xean) .

*
Par ailleurs, K &tant adjoint de K sur dM relativement & g, k est un

*
noyau-fonction pour K ; autrement dit,

o) ETRE) = Lk, ) nx, 1) olax)  (r ean) .

D'ou (3.3) et (3.4) en vertu de (A.10) (no A.5), et (3.5) en intervertissant les
3 *
réles de (P, L) et (P , L) , compte tenu de la relation (2.14) (théordme IV,
n® 2.7).

(41) Avec les hypothdses sur (P , L) faites au n° 3.1.
9

(42) Toutes ces intégrales ont un sens puisque, k etant supposé d'ordre -1
sur oM, k(x',.) et k(. , y') appartiennent & £ am , o)
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(B) Désignant par G 1la fonction numérique sur M x M < AMxM définin par les
relations (3.3) & (3.6), on a, pour xhped, yhedl, x\#y) ,

3 - _ 1 '
(3-9) ll-lm . G(X ’ y) = k(Xé ’ Yé) = G(XO ’ YO)
x_'xo’yqyo

[compte tenu de la propriété («) et de la continuité de la fonction de Green au
sens large, il résulte de (3.9) que G est un noyau au sens strict sur M .

Tout d'abord, la relation

Lin  6(x', y') = 6=} , ¥§)

| 1t
x'-%0,¥ 'Y
x'eaM,yleaM
résulte de (3.6) et de la continuité postulde de k sur aM x aM - Dty *
On va ensuite établir que,
(3.10) lin oz, v) =x(zy , v)) -
X=X Y- )
o (o]
xel, yeM

Pour cela, on pose X} ¥l = p (p >0) et, pour chaque « > 0 , on désigne par

@oz une fonction continue sur alM x aM telle que,

(3.11) 0£3d K1 et @a =1 au voisinage de la diagonale M x 3l ,

(3.12) X'yt e/t => g (x',y') =0 ,
(3.13)  sup ’FaM le(xr , y) | 8 (x', ¥") olay') €«
x'exM

r
et Sup ' \m lk(x' ’ Y')! ) (x' ’ Y') O'(dx') S o
ylead o

[une telle fonction @a existe, en ce qui concerne (3.13), puisque k est d'ordre

- 1 par hypothdse]. Posant alors,

(5.19) UCx, ) = Ly 1M, v oley) Ty kG, v nx, xt) ofaxt)

(xeM, yeM),

on écrit,
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U(X ’ .V)

I

vz, ) + UNx, ¥)

)

Y n(y , v') oldy?) 'raﬂ k(x', y") @d(X’ , v') n(x , x') oldx')

f
AMxAM

*
+ n(y , y*) n(x, =) k(x, y)@ =3, x ,5") olax') olay!) .
La fonction (x! ’ v') - k(x! ’ y')(l - @a(x' ’ y’)) étant continue sur le com-—
pact M x 3 , et valant k(xé s yé) au point (xé 9 yé) en vertu de (3.11) et
(3.12), on a, pour chaque «a >0 ,
. _ "

(3.15) M}mﬂ RMC v) =k(x} , v)

O’y yo
en vertu de la proposition 4 du chapitre III, § 5 (page 95), de BOURBAKI [2], puisque

*
les mesures h(x , Jo et h (y ’ .)o convergent vaguement vers €t et ey'

0 0
respectivement en restant dans des ensembles bornés de W(3M) draprés la proposi-

tion A.5.
Ainsi, pour établir (3.10), il reste & montrer, puisque

lim GO(X , y) =0 d'apras le théoréme A.4 ,
X“’X(') ? Y"‘ye)

que
(3.16) Pour chaque ¢ > O , il existe o tel que IU&(X ’ y)l £ & pour tout

] [e]
(x, y) €M x I suffisamment proche de (xé R yé) .

Or, en vertu de (3.12), on peut dcrire

* r
Uz, y) = ! n(y,y)olay) i k(xt,y') s (x',y') nlx, x*) olax)
yx'<p/4 x'x}<p/4 *
*
o 2 oley) ke, y)mle, x) olaxt)
y'x'<p/4 x'xy20/4

dton, puisque y'x' < p/4 ot x'xy < /4 => ¥'Ey < o/2 => ¥'vh20/2,
(3017) IU&(X 9 y)l

r 1 t P * 1 } 1 1 1 1
<4 g Gy x) | olax )”Fy_g)zo/Z I (v, y) | (= 531) | 8 (x', v") olay)

+ raM 8" (y, v | olay® ! In(x, x| ezt , )1 5 (x', y') of@x') .

x'xézp 4
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#
Tenant compte, alors, de la majoration (A.15) dc h et h (n° A.6), ot dc la
propriété (3.13) de 5, + on obtient, & partir de (3.17), pour ;E% < p/8 et

iU&(x, N1 < alc(p/e)™ ‘raM In(x, %) § olaxt)+ c(p/8) ™ f‘aM (v, v*) | o(ay*) ]

l=n, 3, #
< alp/8) (" + o))
D'ol (3.16) dtaprés (A.11) (n° A.5), et la relation (3.10) annoncée.
On établirait de fagon analogue, mais plus simple, les relations

lim G(X ’ Y') = k(x6 ’ Yé) ’
X717

Xﬁ%,y‘eaﬂ
et
k(x!

lim G(X' ’ Y) 0 ? Y6) ]

t el ray!?
AT

o
x'erM, yeM

qui, jointes & (3.10), entratnent (3.9) et le fait que G est un noyau au sens

strict sur M .

(y) G est un royeu d'ordre - 2 sur M . - En effet, puisque GO(X ’ y) est

lui-méme un noyau dfordre - 2 gar M (théoréme A.4), il suffit de montrer qu'il

existe une constante C1 >0 telle que

(3.18) o=, ¥)| < o (xch, yell, x4y ().
Pour cela, posant,
(3.19)  V(x, y') ="y k(x' , ¥7) bz, x*) olax’) (xeM, y'eam) ,

on va établir d'abord l'existence d'une constante Ci >0 telle que,

[o]
(3.20) v(x, )| <o 1o (xeM, y'ea) .
Or, si xy' = p , on peut écrire,
v(x, y') = {____ k(x',y') n(x, x')o(dx')4~r k(x', y")h(x,x*) oldx!) ;
x'yigp/2 x'y'2p/2

(43) v=¢-c (relation (3.14)).
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d'ou, en vertu de la majoration (A.15) de h (n° A.6), ot dn oo gue,

''<p/2 et ' =p = ' 2o/2 ,

(3.21) |v(z, y")|

<ot ™ol _ s " ofaxt) +04(o/2)27 [ ne, x| olax) (+)
x'y<o,

d'ol 1llexistence de Ci en vertu de (A.11) (n° A.5), puisque

f___ x :V' * s(dyt)
x'y'<p/2
est majoré, indépendamment de y' , par Cte x p .

On déduit ensuite (3.18) de (3.20) : posant cette fois Xy = p , on peut écrire,

U, y) =4, R, ) T, v oldyt) + o B (r, yt) Vi, v0) oldyt)

S————

y'x<p/2 y'x2p/2
d'ol, en vertu de la majoration (A.15) de h (n°® A.6),de (3.20), et de ce que,

D

xgo/2 et w=p => y'yzo/2 ,

(3022) lU(X s Y)I

1 2 -
<c(p/2) ey 7P o(ayt) +01(p/2)2 7" ram n*(y yy*) | olay®)
y'xs0/2
r —o
Pour conclure, il reste & montrer que -__ y'x n oldy') est majoré, indé-
' x<p/2

pendamment de x par Cte x p : or, désignant par x, un point de WM réalisant

1

le minimum de la distance de x & A, on a, y'xl.g y'x + = <2y'x (y' e aM);

dtou
2-n |

f T o(ayt) < 2
y'x<p/2 y'x,<p

y'xl G(dy') ?

et le résultat annoncé.

Le théoréme V est ainsi complétement établi.

(44) En désignant par C une constante telle que k(x' , y') < CO x! v‘2 n

(xteaM, y'eal , x! # y') [ C existe puisque k est supposé dlordre - 1
sur M ].

9
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Remarque. = Dans ce paragraphe, on a supposé que n = dim M 3 3 , Lorsque n = 2,
la plupart des développementsu précédontc subsistent.

Toutefois, dans 1'alinda (y) ci-dessus, les majorations écrites doivent &tre
alors modifides (en introduisant des logarithmes), et on obtient seulement que G
est dlordre = 2 + ¢ pour tout ¢ >0 .

\ 0 0
%%+ Qly” u) + T(y” u) .-
Conservant & P et I 1la signification qu'ils ont regu au n° 1.8, on peut envisa-

3.6. Cas d'un opérateur frontitére de la forme ILu = «

ger des opérateurs frontidre LY de la forme
(3.23) IYu=qlu = a{%%-+ Q(yo u) + T(VO u)} (u € c3(m))

ot o est une fonction de CO’X(AM) partout >0 .

Dans ces conditions, si le systéme frontidre (P s L) admet une fonction de
Green G(x ’ y) (no° 2.4), la solution du probldme aux limites Pu == f , I%u=wo

admet la formule de représentation intégrale :

. (' r -1 o
(3.24) u(x) =4, ¢ fdr+ g1 G @ 0 do (xem) .
En particulier, lorsque a(x , v) est une fonction de Green au sens strict, le

noyau de l'opérateur K , qui inverse LY H , est donné par

(3.25)  x(x', y*) = 6(x' , y') &r§77 (x* edM, ytedl, x'#y') .

Ainsi, le cas considéré ci-dessus, oi o = 1 , apparaft comme caractérisé par le
fait que le noyau—-fonction de K est la restriction & aM du noyau-fonction de
1topérateur de Green (résolvant le problime aux limites Pu=-f , Iu=0 ) ;

voir & ce sujet la fin de la remarque (d) du n° 4.9 de 1'exposé n° 3.

§ 4. Construction d'un noyau—fonction sur M pour l'opérateur K inverse de LH,

4.1, - Dans tout ce paragraphe, on suppose n >3 , et on désigne par (p ’ L)
un systme frontidre de classe A, sur M (n® 1.6) pour lequel L est de l'une

des deux formes suivantes ("oas (1)" et "cas (2)") H

(1) Lu = %% + T(«{O u) (u e c?(m)) ,
(2) =2 oy w) + 1 w) (u e c2(n))

Y
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Y

ou 3

- Q cot un opératour clliptiquo sur aM do classe A, relativement & g*

(n® 1.5) ayant la propriété d'unicité sur aM (voir la remarque 1 ci-dessous) ¢
(U,) o € CZ(BM) et Qo = Q0 => ou= o .

- T est un opérateur continu de CZ(M) dans Cl’x(AM) du type auto-adjoint
(45).

introduit dans la proposition 1.9

Le systéme frontisdre (p ’ L) est ainsi elliptique d'ordre 1 dans le cas (1) et
elliptique d'ordre 2 dans le cas (2) (n° 1.7). On suppose, comme au § 3 (n° 3.1),
que sont satisfaites les propriétés atunicité (U) et (Ud)’ et on adopte les mémes

notations.

On suppose de plus dans le cas (2) que Q est de classe AX relativement a la
métrique riemannienne gi sur aM conjuguée de sa partie principale. L'opérateur
de Green de Q (qui existe en vertu de l'hypothese (U')) admet ainsi, en vertu des
résultats du n°® A.3 (appendice A), un noyau-fonction ¥ (relativement & la métri-
que g' ) : % est l'unique noyau-fonction dtordre - 2 sur all caractérisé par

la relation,

(4.1) xag(xt) = (‘AM W(xt, ¥t) acly') olay') = - ¢(x) (x ean, ¢&ci(am) .

En particulier,
(4-2) i € C(BM) et Xy = 0 ==> Vo= o .

v , ¥*
On notera que % est le noyau de l'opérateur de Green de Q (n° 1.3, remarque

2), que, pour tout y' € M ,
iy' € Ciéé(am ~ {y?)) [appendice A, n° A.3, propriété (SFQ)] ’

et que, pour tout couple (H, X) de compacts disjoints de oM , l'application
x! -a»ix, de H dans Cz’x(aM) est continue et que, pour chaque w , O < u <Ay

il existe une constante C“ > 0 de sorte que,

(4.3) grlly < 0y a8, 07 ot IRl s 6, ate, 0T

JawsK N
(x* e, j=1,2)

[appendice A, n°® A.3, propriété (SF3)].

(45) Voir la remarque 2 ci-dessous et la remarque 1 du n° 4.7.
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On désignera enfin par r(x ’ y) uno solution fondamcntale sur M rolative & P

ayant les propriétés (SFl) a (SF5) énoncdes au n° A.3.

Remarque l. = Lihypothese (U') sur Q ne diminue pas la généralité car on peut
toujours remplacer Q par a =Q-ao , o a>0 est assez grand pour que (U’)
soit satisfaite par § (o > llQ1']) . I1 suffit ensuite d'ajouter & T 1lopérateur

0 => 0

Remarque 2. — On pourrait faire sur T des hypoth&ses beaucoup plus faibles. En
particulier, supprimer le caractére autoadjoint, et, dans le cas (2), supposer que
T est seculement dfordre 2 - A et applique Cz(aM) dans CO’K(aM) . Mais les
propridtés requises pour l'adjoint de T (en particulier le lemme 4.6 ci-dessous)

sont alors beaucoup plus difficiles & établir [voir la remarque 1 du n° 4.7
Remarque 3. — Lorsque T est nul, le cas (1) se réduit au probléme de Neumann,
et le cas (2) au probldme de Visik (voir [167).

Par contre, le probléme aux dérivées obliques (cas ot Q est du premier ordre,
non nul) ne rentre pas dans le cadre proposé ici (voir & ce sujet les remarques des

n® 4.4 et 4.7).

4.2. « La méthode employée ci-dessous pour constrrire le noyau~fonction k de

K réclamé par le théordme VI, consiste & chercher k sous la forme,

f
(4-4) k(x! 9 3/!) = F(X3 [ .V‘) + A1 F(X' 9 Ef) Z(g' 9 Y') O'(dg')
(xedl, y'edl, x' #7t) ,
ou, sur afM , F est un noyau-fonction dtordre = 1 & choisir convenablement (46),
et Z un noyau-fonction d'ordre = 1 + (0<p< 1) que 1l'on cherche & détevmi-
ner comme noyau résolvant ¢iune équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espice

dans 1'espace de Banach c(aM) associde & un noyau-fonction N(x' , y') sur BM

diordre - 1 + u (voir & ce sujet l'appendice B) :

(4.5) e, y) = Ly W, @) 2at, 37) olas) = W=, ¥Y)

(x* e, yreal, x#y).

sl T

(46) 3i 7% est dlordre - 1 + u , le noyau-produit FZ est d'ordre -2+u<-1,
ce qui fait que, lorsque k et F ont des symboles principaux, ceux-ci sont les
mémes.
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I1 revient au méme (voir 1'appendice B, ot le n°® 4.7 ci-dessous) d> diro que l'on
cherche a mettre la solution « de 1'équation LHw = - ¢ sous la forme,

(4.6) o) = Ly 7, ) (e olas) (e

o T est une fonction de C(3M) & déterminer par une équation intégrale de deu-

xieme espece de noyau N :

(4.7) (=) - IAM N(x', y') 2(y") olay') = 4(x*) (x' e am) .
Cette réduction va 8&tre possible, grice au résultat suivant :

4.3. - On désigne par F(x' , y') 1le noyau-fonction sur oM identique, dans
le cas (1) au noyau 2r'(x' , y') (restriction & AM du noyau double de la solu-
tion fondamentale T(x R V) s n° 4.1), et dans le cas (2) au noyau de Green

x(z' , y') de Q (n° 4.1).

PROPOSITION (47). - I1 existe un noyau-fonction N sur ™M d'ordre - 1 dans

le cas (1) et dtordre - 1 + W pour tout p >0 dans le cas (2) tel que, pour

tout ¢ € C2YX(M) , et tout x' e M,

(\

(4.8) LR tE do = - e(xt) + I s d
’ M x? ¢ do=-¢ix A Uy © 40 e

Cette proposition résulte immédiatement de la caractérisation de ¥ (relation

(4.1)) et des lemmes 4.4, 4.5 et 4.6 ci—dessous.

B 4.4, LEE (*7). - Si on pose N(1>(X’ y ') = 2{5%'5xv(Y') +p(y?) T, (y*)}
(x*eM, ytedM, x* £y'), N 1) est un noyau d'ordre - 1 sur aM , et
pour tout (¢ € Cz’k(BM) y

v 3 * r 1 48
(4.9) gy A, HECdo == (x) 4oy N;(u) ¢ do (xt ean) (7).
-
En effet, on va d'abord montrer que, pour x € ﬁ ’
r v a 3 _ r a v
(4.10) Ty s ldo =gy Clsp Ty + 2l do - Hp(x)

(47) Sous les hypothéses et avec les notations du n° 4.1.

(48) Voir la remarque ci-dessous.



5-34
Désignant pour cela par V une sous-variété & bord compacte de M tolle quo

xeVeven , et appliquant la formule de Green (1.5) & la variété M \V et aux

v *
fonctions FX et H (¢ , on obtient [ compte tenu de la propriété (SFl) de T
(n° A.3)],

r * v « % . B .
0= yy (EgPr, -1, PHC}dr = jaM Tx 5 ¢ do - IaM €(§§ - pl,) do
r 4 ¥* D v
=y {FX o H {~-HC S?;'Fx PV er} doy .

Dtod (4.10) [en vertu des propriétés (Ll) et (G3) de T (n° 2.2 et 2.4)] en con~-

tractant V au point x .

Paisant tendre alors, dans (4.10), x vers x' € 3 , on obtient, d'aprés les
propriétés (SF4) et (SF5) de T (n° A.3),

Y )

¥* r 1
(4.11) tar Tt Sy B G do=ry z;f Type + 2Ty }dc—-é-g(x') .

Diou (4.9) et le lemme.

Remarque. — Soient Q un operateur différentiel du premier ordre sur A1 de
classe Ax xelaulvement a g' , et Q son adjoint.

On peut obteniJ “a relation (4.12) sulvante lorsque l'opérateur %%-H est rem-
3

p s,
placé par 50 h + Q

e

g U T+ a0 -3 c(x) (e an)

(4.12) faM ?X,{g Hg+Qc} do =

1'intégrale au second mambre étant prise en valeur principale (voir [13], chapitre
II, théordme 15.1V).

B 4.5, Lilde (49)0 —~ I1 existe un noyau-fonction N(Z) sur aM d'ordre
- 1+ y pour tout w >0 tel que, pour tout ( € CZ’X(BM) s

f * :
St X o B C do = f Nl(f) ¢ do (x' e aM) .

(4.13) -

En effet (50), on désigne d'abord, pour chaque « > O , par @a une fonction de
classe € sur al x M , comprise entre 0 et 1 , égale & 1 au voisinage de

la diagonale et telle que

Bpxa

(49) Sous les hypothdses et avec les notations du n° 4.1.
(50) Les iddes de cette démonstration sont dues & J.-M. BONY.



5-35
(4.14) Myl za o= Oz, y) =0 .

On suppose de plus que la famille mg)a>0 a été choisie de telle sorte que,
pour chaque u , O <y A, il existe une constante C“ telle que, pour tout
x'e M et tout o >0,

(4.15) “(Xr H0,u S < CU* o M et Ht 'l -1—“‘ .

(2)

(o) Formellement, le noyau N est donmné par,

x$2)

N3 HXX, (xt e anM)

[il en serait ainsi d'aprds la formule de Green (1.5) (n° 1.3) si Xt appartenait

a ¢ X(AM) Jo En fait, on pose, pour x!' # y! ,

r

(4a18) 1@,y 2 L e, 5 o (a1) Hp(a0) olaar)

%—?HBZ(l - 0x) W) = p(3?) X, (3" Ch,

ol o« est tel que x'y' > o . Le second membre de (4.16) est bien défini puisque

6(y' , .) est continue sur le support de cﬁ%, X , et que ¥_,(1 - or,) étant
KAl 3 Xgt x!

dans CZ’A(AM) (ne 4.1), H[ix,(l —cé:,)] est dans CQ’X(M) s et ce second membre

ne dépend pas de « (pourvu que x'y! >« ), puisque 1l'on a, par dérivation sous

le signe somme,

(4.17) Ho(y!) = raM o(y' , z') o(zt) olaz?)

B

pour tout o € Cl’k(aM) nulle au voisinage de y?! .
() La fonction N(Z) définie par (4.16) e?t)un noyau—~fonction d'ordre - 1 + u
' 2

pour tout y > 0 . En effet, tout d'abord, N est continue sur M x M \AaanM:
cette continuité résulte, pour le premier terme au second membre, de celle de 6
(corollaire 3 de la proposition A.6), et, pour le second, de la continuité de

x> ix‘(l - (‘Oz') de aM dans CZ’X(BM) (n° 4.1) et de celle de H de Cz’)\(BM)

dans C2’X(M)

1]
(51) oyt , z') = 2 p? (y?) est la dérivée normale du noyau de Poisson (appen=—

dice A, n°® A.6), et p est le terme complémentaire de la formule de Green (n° 1.3).
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Ensuite, u > 0 étant donné, N(a) oct dtordre =~ 1 + p ; autrement dit, il

existe une constante Cu > 0 telle que,

T

(4.18) IN(2)(x' , T < Cu xty! (x* eM, y'eM, x'# yt) .

On va examiner sépardment les trois termes du second membre de (4.16) : posant

x'y! = p>0, on a, pour le premier, en prenant o = p/2 ’

1 86 s an) (2 F (a1) oast)]
f

<-

,____ lo(yr , 20| K. (2")] olaz?)
z'x’s@/2

- P i T -’
< Cte x p @ 272 0 oazt) < Cte o2 (P9)

P

z'x'<p/2
puisque
2x' < p/2 et x'y'=p => z'y' 2 /2 ,
et en vertu de la majoration (A.16) de © et de llordre =2 de X

En ce qui concerne le deuxiéme terme, on remarque dtabord qu'il suffit de montrer
1texistence de C pour @ < A . On remarque ensuite que les donnédes qui sont de
classe dk,l (kxk=0,1, 2) sont aussi de classe Ck’u pour 1 < A o En parti-
culier, la proposition (A.5) (appendice A, n° A.5) entraine que l'opérateur %%vH
est continu de Cl’u(aM) dans Co’u(aM) . Ainsi, il suffit d'obtenir une majora-
tion de la forme,

2=n=
p a ’

(4.19) g (1 = ‘9242)"\1,;& <6

ot la constante C' ne dépend ni de x' , ni de p . Or, une telle majoration ré-
sulte sans difficulté de (4.3) (n° 4.1), de (4.15), et de ce que la norme H HO "
’

donne lieu & une inégalité de la forme

lesly, < ote sl el + o lll,)

(y) La relation (4.13) est satisfaite lorsque x! ¢ Supp C ¢ la formule de Green

donne d'abord,

(°2) Dans le cas ou n >3 ; dans le cas gﬁ n=3, ona une majoration par
- — )
cte o [ l1og z'x'| o(dz') < Cte o " .

“aTx'gp/2



(4920) “raIVI ')v(x'(l pri) ay H C, dO' 'rm (g{?ﬁ - P)[ixr(l = cpz')] c d'c ?

puisque i (1 - md ) e Cz’x(aM) . Ensuite, prenant o= %-d(x’ s Supp g) s ON a,

dtaprés (4.17) [appliquée au noyau 6 (x' , 7' = (Y ),
[ d f f o
. H cl = ' 1 ' '
¢ X’ XX 3‘5’ g do 37!_;;"501 rxr(y )Xxl(y )O'(dy ) z"x'22(_ye (y s 2 ) C(Z )U(d—z )
f | . ¢ ¥ o ¥
=r__ gla)olaz) e 0 (3, 2") &, (") X (1) olay?) 5
2'xt3220 vix'<oy X x

dtou

[ oy 2
(4‘21) "BM (an )\.Xl 5\3 H g do

! c(s) olazt) I olat , ) (1) Ko (r) olayt)

zix'>20 vix'<o

en vertu de (A,l7) (no A.6). En rapprochant (4.20) et (4.21), on obtient la rela-—
tion (4.13) cherchée (si x' ¢ Supp € ), en vertu de la définition de N(z)
tion (4.16)).

(re1a~

(8) Enfin, 1a relation (4.13) est satisfaite pour tout ¢ € Cz’x(aM) : en effet,
en vertu de (y) ci-dessus, on a, pour ( € Cz’A(aM) et >0,

(4.22) f X EL-H%[g(l - )] do = f N(Z) Q(l - o ) do .
’ MM *xt 3P x! M Tx! x! :
Lorsque « tend vers O , le second membre tend vers 'NMsi?) { do en vertu du

théorémne de Lebesgue, puisque Ni?) € fl(AM . o) . I1 sufflt donc, pour conclure,

de montrer que le premier membre tend vers OAM xx‘ g; H { do § ou encore, en vertu
de 1tordre = 2 de ¥ , que,
(4.23) lim §§-H [g Xyt) =0 pour tout y' # x' |,

ai0

et qu'il existe une constante C' >0 telle que, pour tout o >0,

=1=\

(4.24) l H[r;co,](y)l < Ct xiyt (xtem, yteam, =x'#£y') .

Pour établir (4.23), on pose x'y' = p , et on remarque qu'en vertu de (4.17), de

, #*
la majoration (A.16) de 8 (n° A°6), et de (4. 15) ci-dessus, on a, pour o £ p/2

oldz!) g Cte Hg“ p_n an-l .

A o . | -n
|55 B [eol, J*) | < cte {gll » T
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Enfin, pour &tablir (4.24), on déduit d'abord de (4.15) 1'existence d'une cons—
tante C" >0 telle que, pour tout o >0 , et x' e dM,

(4.25) el s e o7

B

#*
Posant alors encore x'y! = p , on a, d'une part, en vertu de la continuité de H
de CI’K(BM) dans Cl’X(M) (proposition A.5), et de (4.25),

=1=\

| H [me,](y Y| < Cte p pour tout o > p/2 .

D'autre part, d'apres (4.17), (A.16) et (4.25), on a, pour o < < o/2,

o f

=B *lea 2 )| s cte el o o(azt) < cte gl o7 .

z'x'gp/z
C. Q. Fo D,

(3)

4.6, LEMME. - I1 existe un noyau-fonction N sur oM , d'ordre - 1,

tel que, pour tout ( € CZ’X(aM) ,

[y T
(4-26) T M Kxt T¢ do = - M

NiB) ¢ do (x' € M) .

b

La démonstration de ce lemme est analogue & celle du précédent, mais plus facile

(1e noyau t(x' , y!') de T Jjouant le réle de © ).

4.7. - A partir de la proposition 4.3, on introduit 1'équation intégrale an—

noncée au n°® 4.2 :

T LEMME. - Soient 1T et ¢ des fonctions de ¢(M) . Les deux relations suivan-
tes sont édquivalentes :

() faM (FDL*E"C 4o = = | 4g do pour tout ¢ e €2*M(aw)

(B) N-1n=y.

e

[ F et N désignant les noyaux sur Al intervenant dans la proposition 4.3,

les fonctions FT et N7 sont continues puisque F et N sont dlordre <O
(no 004) . :]

En effet, pour tout ¢ € Cz’k(aM) , on a,
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-faMFn VE ¢ do = 'raM L'E ¢ly') olay) faM F(y* » =) n(x*) olax’)

T
=

[
- Y il

M) olaxt) Ly B, y) 157G olayt)

¢ do + ~'PBM N(x!) o(ax*) IBM M(x' , y*) ¢ly") olay') ,

en vertu de la proposition 4.3 ;

- afaM ¢(n-1nn) do .

D'ou le lemme.

On remarque alors que :

- d'une part, dans le cas (1) comme dans le cas (2), le noyau F est injectif
[dans le cas (1) cela résulte de la propriété (A.4) de la solution fondamentale T
(appendice A, n® A.3), et dans le cas (2) de la relation (4.2)] ;

~ d'autre part, L*H* applique Cz’x(aM) sur un sous—espace dense dans C(3M)
[cela résulte de 1'hypothése d'unicité faite sur (p ’ L) au n° 4.1, et du théore-

me II (n° 1.7) 7.

On déduit, donc, du lemme que

NecCdM) et M=UR=0 => N=0 .

Ainsi, le noyau de 1l'opérateur 1 — N dans C(3M) est réduit & {0} . L'équa-
tion intégrale de Fredholm
(4—-27) 'ﬂ - Nﬂ =

admet donc une solution 1 € C(3M) , et une seule, pour tout ¢ € C(3M) ; et il
existe un noyau Z sur Al ayant la m@me singularité que N (en particulier, 2

est d'ordre - 1 + g pour tout u >0 ), tel que cette solution soit donnée par
'ﬂ=z|;+Z\l;
[voir 1'appendice B, théoreme B.2].

Si on suppose maintenant que { € Cl’x(aM) [dans le cas (2) il suffirait de sup-
poser que { € RERESTY J, et si o€ c22M(aM) est la solution de 1'équation
LHp = - § , on a aussi, en vertu de la formule de Green (1.10) (n° 1.6) appliquée
aux fonctions Hp et H*g ’

r #* 3 r f 2,\
g OL B ¢ do = -y, ClHo do = - g, C§ do pour tout ( e C?7(amM) .
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Appliquant le lemme, on obtient donc
o=Fn=(F+F2)y .

Finalement,-comme on.a.aussi o = Ky “par définition de l'opérateur K (n° 3.1),
on obtient,
K=F+PFZ .

Ltopérateur K admet ainsi le noyau~fonction

f\
k(x' , y') = P(x' , y') + ¥ F(x* , z') 2(z' , y') ofdz?)
(x*eaM, ytedM, x'#£y');

et ce noyau est d'ordre - 1 , puisque, d'une part F est d'ordre - 1 et d'autre
part, Z étant, comme N , par exemple d'ordre - é-, le noyau FZ est dlordre
-1 - %-, donc aussi d'ordre - 1 [voir 1l'appendice B, proposition B.l, propriétés

(2) et (3)].

On a ainsi établi la proposition suivante :

PROPOSITION (53). - L'opérateur K , inverse de ILH , admet un noyau-fonction
k(x! ’ y') d'ordre - 1 (sur A 3 n° 0.3).

On déduit alors du théoreme V (n® 3.4) le théordme suivant :

(54).

THEOREME VI. - Sous les hypothéses faites au n°® 4.1, le systéme frontiére
(P , L) admet une fonction de Green au sens strict

Remarque 1. - Le systéme frontiére (P, L) admet aussi une fonction de Green au
sens strict lorsque l'on remplace l'hypothése faite sur T au n° 4.1 par toute au-
tre entratnant que la conclusion du lemme 4.6 subsiste [la proposition 4.3 subsiste

alors aussi ainsi que la démonstration précédente ].

Remarque 2. - Lorsque l'opérateur Q est d'ordre 1 , ainsi qulon 1l'a laissé en-
tendre au n° 4.4 (remarque), la relation fondamentale (4.8) (proposition 4.3) sub-
siste & condition de prendre en valeur principale 1l'intégrale au second membre.
L*équation intégrale (4.27) qui intervient ci-dessus n'est plus alors du type de
Fredholm car ﬁ est un opérateur de Calderon-Zygmund. La conclusion subsiste ce-
pendant (voir GIRAUD [7] et [9] et MIHLIN [12]).

(53) Sous les hypothéses faites au n° 4.1.
%) no 2.4.
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Appondice A

Noyaux de Green et de Poisson du probleme de Dirichlet

On introduit ci~dessous diverses propriétés fines des noyaux de Green et de

Poisson du probléme de Dirichlet qui sont utilisdes dans le reste de 1l'exposé.

Ces propriétés sont énoncées avec seulement de trés vagues indications de démons-
trations, et des références i des situations particulidres [cas d'un ouvert de R®
et travaux de GIRAUD répertoriés par MIRANDA dans son livre [13] ; cas de donndes
C® et travaux récents sur les opérateurs pseudo-différentiels (voir [4], [10] et
[11]). Ces propriétés apparaissent donc, telles qu'elles sont énoncées, comme des
conjectures raisonnables. Mettre au point des démonstrations compldtes constitue

tout un programme de travail !

A.l1. - Dans tout cet appendice, on désigne par P un opérateur elliptique sur
M de classe Ah
guée de g ; et on suppose que P posséde la propriété d'unicité pour le probléme
de Dirichlet :

(relativement & g 3 n°® 1.1) dont la partie principale est conju~

(Ud) u € CZ(M) , Pu=0 et yo u=0 => u=0 .

Les applications u =-> (Pu, yo u) et u ->» (P*u , yo u) sont alors des
isomorphismes de CZ’K(M) sur CO’X(M) x Cz’x(aM) [de la propriété dtunicité pour
P , on déduit d'abord que u -> (Pu ’ yo u) est un isomorphisme de Cz’X(M) sur
CO’A(M) x Cz’x(aM) (voir exp. 4, n® I.4 et I.5) ; de la formule de Green (1.5)

(n® 1.3) résulte alors la propriété d'unicité pour P* , et le résultat annoncé].

On désigners par Go 1'opérateur de Green, et par H 1'opérateur harmonique du
probléme de Dirichlet associé a P : GO et H sont les applications linéaires
continues de Co’h(M) sur CZ’K(M) et de Cz’h(aM) dans CZ’X(M) respectivement

z

caractérisées par les propriétés :

(4.1) plrowr, 2cf=o0 (r e O )

(8.2) PHo = O ° Ho = o (0 € c2Mam)) (°°) .

(55) Voir exp. 4, n° I.6.
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I d w 4 *
On désignera de méme par G 1l'opérateur de Green, et par H 1'opérateur har-

*
monique du probléme de Dirichlet associé & P .

A.2. - En vertu des propriétés de maximum (exp. 4, n° 1.2, proposition 2), la
propriété (Ud) est satisfaite, en particulier (exp. 4, théortme 1A), lorsque :

* *
(D) P ou P est un opérateur de diffusion [ P1 g 0 (resp. P 10O )] et,
dans chaque composante connexe de M dont le bord est vide, la fonction Pl (resp.

%
P 1 ) n'est pas identiquement nulle.

Les opérateurs GO et H se prolongent alors en des opérateurs positifs (done
continus) respectivement de C(M) dans C(M) et de C(aM) dans C(H) .

A.3. Solutions fondamentales relatives a P (voir le n° 2.6).

™ PROPOSITION (56). - I1 existe, sur M , au moins une solution fondamentale

T(x , y) relative 2 P ayant les propriétés suivantes :
*
(SFl) Y(x, y) =(y , ) est une solution fondamentale relative & P .
(SFZ) La fonction (X ’ Y) -> F(x ’ Y) est de classe Ci’))c\ sur MxM ‘AMxM'

(SF,) Pour tout couple (H, X) de compacts disjoints de M , il existe une
3 ’
constante C > 0 telle que,

2-n~j 2=n=j=\ .

| | =
(8.3) |l <@ a(, X) et ,{rxuj,)\’K@d(H , K) (xe€H, j=1,2)
et

(A.3') Ltapplication X-"Fx de H dans 02’)\(1{) est continue .

(SF4) Les noyaux-fonctions -(%,-I‘x,(y') et %;» f‘x,(y') (xte M, y'e M, x'#£y")
sur "M sont dtordre =~ 1 (sur M ; no 0.3).

(SFS) Pour chaque ¢ € C() ,

(4.4) ‘raM r(x' , y') ¢(y') o(dy') = 0 pour tout x*' e M => (=0 ,

(a41) | E(xt, 3) ¢r?) oldy) = 0 pour tout T e => (=0 ,

(56) Sous les hypothdses faites sur P au n° A.l ; on rappelle en particulier

que g est supposée de classe Cl’)\ (n° 0.1).
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(4.5) Llin J;M 2T, (v ¢(v") o(dy')=%g(x')+faM§er,(y') c(y*)olay') (x'eam)

x-x!
xell
r v N v
(a.51) L SN x(y')g(y')o(dy')=-§-g(x')+~rm§grx,(y')g(y‘)c(dy') (xteam).

o
x€HX

)

[Voir [13], chapitres II, III et IV, et les travaux de GIRAUD qui y sont cités. ]

En particulier, lorsque la variété M est sans bord (M = ﬁ) s la solution fon-
damentale I' est, en vertu du théoréme III (n° 2.4 3 L étant alors l'opérateur
frontidre trivial sur a1 qui est vide), l'unique fonction de Green de 1'opérateur

P, et la relation (2.7) (n® 2.4) s'éerit,

(0.6)  u(x) =~ L T(x, ) Puly) lay)  eem, wect) D).

Remarque 1. - En fait, pour établir 1l'existence de la solution fondamentale T
sur la variété M , on commence par tratter le cas ou M est une variété (compacte)

sans bord : sous lthypothése d'unicité qui se réduit ici (3 =90) a
wecd) et Pu=0 => u=0 ,

on peut utiliser la méthode basée sur la recherche du noyau résolvant d'une équa-
tion intégrale de Fredholm (voir [13], n°® 19, page 49, et l'appendice B) pour cons-
truire T , puis les majorations holdériennes (voir [13], théordme 36.1IV, page 129)

pour obtenir la régularité (SF2).

On passe ensuite au cas ou all # ¢ , en plongeant M dans une variété compacte
sans bord M (son double, par exemple) & laquelle on prolonge l'opérateur P en
A

un opérateur P convenable ; et en prenant la restriction 3 M de la fonction de

A A
Green T de P obtenue comme ci-dessus.

Remarque 2. - Les propriétés (SF4) et (SFS) (relations (A.4) et (A.5)) sont 2 1la
base de la résolution du problime de Dirichlet par réduction & une équation inté-

grale de Fredholm (voir [13], n° 21, page 59).

(57) On peut appliquer, en particulier, ce dernier résultat 3 la varidté M mu-
nie de la métrique riemannienne g' .
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A.4. Noyau de Green.

"'“THéORﬁME”(58). - I1 existe un noyau—-fonction (au.sens strict ; n° 0.2) Go(x , Y)

sur M, et un seul, ayant les propriétés suivantes :

(1) G0 est une solution fondamentale sur M relative & P (no 2.6). '
0
(2) o’ (x, y') =0 pour tout xeM, y'eaMl, x#y'.

De plus, le noyau éo transposé de GO (n° 0.2) est une solution fondameniale

%
sur M relative & P , et :

(3) &%y , X') = O(x' , y) =0 pour tout x' e M, yeM, x' #y.

2,\

loc en ¥

En outre, les noyaux Go(x , y) et éo(x , y) sont de classe C
(no Ou2).

haw

[A partir dlune solution fondamentale T relative & P et de la solution du

probléme de Dirichlet, on établit facilement, comme au n® 2.7, 1l'existence du

[o]
"noyau au sens large" GO (avec la propriété (2) pour x €M ). Le fait que GO

est un noyau dlordre - 2 sur M (relations (0.2) et (0.2'), n° 0.2), la classe

Ciéﬁ en y pour GO et 60 , ainsi que la relation

lim Go(x , y) =0 (xteMm, yteam, x'#y') ,

x-x!

y-y!
résultent ensuite des majorations holdériennes au voisinage d'un ouvert de oM
contenucs dans le théoreme 36.IV de [13]. La propriété de symétrie résulte enfin

a

d'une démonstration analogue & celle de la proposition 2.5 ci-dessus. |

- COROLLATRE 1. — Pour tout u € C°(M1) et tout x € M,

r 0 r o 0 1 ] ?
(7)) w(x) = -4 @ (x, ¥) Pu(y) v(@y) + 2y 55 6" uly?) olay!)
et

1

(1) u(m) = - b O, v) Bl way) + Ly 280060 ) olar)

COROLLATRE 2. — Pour tout £ e CO’M(M) et tout xe M,

(a8) ¢ 2(x) = [, Ox, ¥) 2) lay)

I

et
(a.81) Go*f(x)

il

[ 8, » ) e =, 6, 0 1) ey .

N

(58) Sous les hypothéses faites sur P au n° A.l.
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[Le corollaire 1 résulte dircctomcnt de la formule de roprésontation intégralo de
Stokes-Levi (2.5) (n® 2.3) et de la définition de eO(x , ¥) . Les relations (A.8)
et (A.8'), pour x € ﬁ , résultent du corollaire 1 ; pour x € 3M , elles se rédui-
sent 4 0=0 .]

Du corollaire 2, on déduit, compte tenu de la continuité de Go(x , ¥y) sur
Mox M N Ay (voir le n® 0.4) :

COROLLAIRE 3. - Les opérateurs de Green GO et GO* se prolongent en des opé-

*

rateurs lindaires compacts de £°(M , 1) dans C(M) (encore notés @ ot ¢° )
définis par les relations (A.8) et (A.8').

A.5. Noyaux de Poisson - Pour x €M, y'eall, x #y', on pose

(59) .

(4.9) n(x , y') =2 %y") et b (x, y') =2 0y
W % ¥ x

* #*
h (resp. h ) est le noyau de Poisson relatif & P (resp. P ). Les noyaux
*
GO et 50 étant de classe 02 en y, h et h sont des fonctions continues
O
sur M x 3M , et, en vertu des relations (A.7) et (A.7') ci-dessus, on a, par défi-

%*
nition de H et H (n° A.1) : pour tout o € Cz’h(aM) , (xe M) ,

(2.10) Ho(x) = -!‘aMh(x ,71) o(yt) oldy') et Ho(x) = 'raMh*(x » v") oly?) oldy') .

Ceci étant :

PROPOSITION (59). - Les opérateurs harmoniques H et ' se prolongent (de
fagon unique) en des opérateurs linédaires continus de c(aM) dans C(M) (encore
notés H et H ) définis par (A.lO), et résolvant le probleme de Dirichlet :
Pour tout ¢ € C(3M) , Ho et H © sont de classe ¢® sur M , et

PlHp](x) = P [H o)(x) = 0 (xetm) ,

*
YO Ho = yo Ho=0 .

*
De plus, H et H appliquent continfiment Cl’x(aM) dems clvMm) .

[Dans 1le cas o M est plongée dans R® , les résultats de la premiére partie
sont établis dans le livre de MIRANDA [13], chapitre III ; et la deuxi®me partie
dans GIRAUD [6] ainsi que, avec des donndes C , dans le travail d'AGMON-DOUGLIS
et NIRENBERG [1]. ]

(59) Sous les hypoth®ses faites au n® A.l.
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[~ COROLLAIRE.

(8.11)  sup -faM Intx , y)| olay') = ] <+ =
xelt

ot sup iy WGy, x| olae) = K <4
ye

A.6. ~ Les singularités du noyau de Poisson et de sa dérivée normale a la

frontidre peuvent &tre précisées comme suit :

PROPOSITION (60).

1
(1) Pour chaque y' € aM , la fonction = n(. , y') est de classe 02
(m8me de classe Ciéﬁ ) sur M ~fy'}, et

1
(A.12) PhY (x) =0 pour tout x €M ~ {y'} .

(2) I1 existe une constante C > 0 telle que,

6
(13)  |n(x, y)] <o 322 ey, yreawm, x#y) (OH.
xy' "
-
I COROLLAIRE 1. - Pour tout y' € M ,
(A.14) lim h(x , y*) =0 (x* e, x*#£yY) ,

x-x!

la limite &tant uniforme lorsque x' décrit le complémentaire d'un voisinage de

1
A

COROLLAIRE 2.

_°
T

(A.15) n(x , y")| < (xeM, ytedM, x£y') .

L

r~ 1
COROLLAIRE 3. - On pose 6(x' , y') ='—g§hy (x*) (x*eaM, yte aM, x'#y').
Alors 6 est un noyau~fonction d'ordre 1 sur M ; en particulier, C étant

la constante qui intervient dans (A.13),

(A.16) o(x' , y') <C x'y! (x*eM, y'edM, x'#y) .

(60) Sous les hypoth®ses faites sur P au n® A.l.

(61) a(x , 2M) désignant la distance géodésique (relativement & g ; n° 0.1) de
X é. M .
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En outre,

+*
(a.17) o (y* , x*) =-§7h*x'(y') =o(xt ,y') (x*eaM, yreaM, x #£y').

[La propriété (1) de la proposition précédente peut &tre établie & partir des ma-
jorations hdldériennes au voisinage du bord contenues dans le théoreme 36.IV de
[13]. La majoration (A.13) (qui est tout-3-fait explicite pour le noyau de Poisson
ordinaire d'une boule) réclame une étude fine du "développement en parties homogd-
nes" du noyau h . Dans le cas de donndes o , un tel développement est sans doute
plus ou moins classique (voir [3]). Dans le cas étudié ici, on peut procéder & par-
tir des équations intégrales de Fredholm qui permettent de résoudre le probléme de
Dirichlet (voir [13], n® 21, page 60, équation (21.3)) et fournissent une expres-

sion explicite du noyau de Poisson en fonction d'une solution fondamentale. |

Appendice B

Noyau résolvant pour une équation intégrale de Fredholm

de deuxidme espdce sur C(M)

Les notations sont celles introduites au § O.

B.le. Produit de deux noyaux.

T PROPOSITION. - Soient N' et N" des noyaux-fonctions (62) sur M respecti-

vement dlordres - q! et - q" avec 0<q'<n et O0<g"<n.

(1) Pour tout (x, y) eM xM, x#y, la fonction z =-> N'(x,z) N"(z,y)

est dans El(M g T) , et, si on pose,

(B.1) Nx , y) = FM Nt (x , z) "(z , y) -(ay) ,

on définit un noyau-fonction N sur M (63).

(2) Si q'+q"g<n, N est d'ordre - (q' + q") .

(3) si q* + q">n, N peut 8tre prolongé en une fonction continue sur
MxI.

(4) Pour tout £ e€c(M) ,

(B.2) Nf = N'[N"f]

.

(62) Au sens strict ; voir le n® 0.2.
(63) N° 0.2 ; en particulier, N est continu sur M x M \ &y .0 .
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En effet, on établit d'abord l'existence d*une constante C > 0 telle que, pour
xeM, yeMm, x4y,
—y ey M
(.3 S, D wa, 9]t <cFIET s greqr<n

()
xy

(B.3") £ C log =+ si Q'+ q¢"=n .

Pour cela, on pose xy = p (p > 0) et on majore 1'intégrale en la partageant

comme suit en quatre morceaux :

- '-
I Nt (x , z) N(z , y)|+(az) < Ccte o q"-n I__ zx* " dz < Cte p

zx<p/ 2 zx<p/ 2

q'+q"-n

(puisque zZX < p/2 et Xy = p ==> zy »p/2 ). De mlme,

t +q“_n

J IN’(X ' z) N"(z , y)lT(dz) Cte p .
zy<p/ 2
Ensuite,
L " 1 ",
f . Mt (x , 2) ™ (z , )| v(@z) g Cte pT = oL vr__ w(dz) < Cte p& T4,
2p22x2p/2 ZX<2p
Zyzo/2
Enfin,
f [ —(q'+q"-n)-n
. INt(x , z) N"(z , y)| T(dz) < Cte ¢ ZX r(dz)
zZX22p zZx322p
zyZEX g M
£ Cte pq +a si gq' +q"<n
< Cte log ——= (M) si gt +q"=n

et, de méme pour

I w, 2w, 9] das) -

D'ou (B.3) et (B.3').

On montre ensuite que la fonction (x ’ y) -» N(x ’ y) définie par (B.1) est
continue sur M x M AMxM en utilisant une fonection (x s y) - 8(x . y) con-
tinue sur M x M , égale & 1 au voisinage de Dy ©F & support petit, et en dé-

composant 1l'intégrale en
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J& Nt (x, z) ¥(z , y)(1 - a(x, 2))(1 =~ (= , ¥)) v(as)

qui est fonction continue de (x ’ y) sur M x M , et en un reste qui est petit
avec le support de & . Les propriétds (1) et (2) sont ainsi établies, ainsi que

(4) qui résulte immédiatement de (1).

Pour établir la propriété (3), il suffit de montrer que, pour q' + q" >n ,

(B.4) lim I Nt (x ’ z) N"(z ’ y) t(dz)

X-X,

0

Yo
existe pour chaque Xy € M ; ou encore que, pour tout ¢ >0 , il existe p >0
tel que,
(B.5) j___ W (x , z) ¥(z , y)| v(dz) < e dds que xx < pf2 et yx <o/2 .

zZX <P

O\

Or, pour xx p/2 et yyo /2 , On a,

r J— 1 || JERV D 1 ",
'r___ IN:(x , z) 8%(z , y)| t(dz) < Cte i zy(q +q"-n)-n t(dz) < Cte p2 Y4
ZX,<P Zy<2p
zx>zy
et de méne,
[T
U wx, 2) m(a, )] w(az) < obe 2"+ 2,
ZX <P
2X<zY
C. Q. F. D,

Le noyau N défini par (B.1) sera noté N'N" comme 1'opérateur intégral associé,

et appelé produit de N' et N" .

- B.2. THEOREME. - Soit N wun noyau-fonction (au sens strict) sur M d'ordre
-q avec 0<qg<n (n° 0.2).

On suppose que,
(Uf) neCM) et M=HEN=0 => M=0 .

AMors, il existe un noyau-fonction Z sur M d'ordre = g (et un seul) tel
que,

(B.6) Z-NZ=12 .
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En outre, pour tout ¢ € C(M) , la frnctinn T = ¢ + 3§ eot l'uniqua solution

de 1'équatirn intégralo
(B.7) M=M=y .

7 est le noyau résolvant de 1'&quation intégrale (B.7). — On établit ce résultat
comme suit 3 partir du théoréme de stabilité de 1'indice (exp. 4, n® I.4) [ou seu-
lement du théordme de Riesz (voir [5], page 310)] et de la proposition B.1 ci-

dessus @

(o) Ltopérateur lindaire (associé au noyau) N &tant compact de C(M) dans
c¢(u) (voir le n® 0.4 ci-dessus), l'application linéaire 1 =-N: 7 => T - NT
est un isomorphisme de C(M) sur C(M) (64) en vertu du théoréme de Riesz et de
1'hypothdse d'unicité (Uf).

(B) On cherche & mettre la solution 7T de (B.7) sous la forme T = ¢ + 4§ , ou
Z est un noyau-fonction d'ordre - q' (avec 0 <q' <n ) & déterminer : Tout

d'abord, la relation
(B.8) v+ Zy - N(W + ZW) = 4§ pour tout ¢ € c(m)
est équivalente 3 1'égalité entre noyaux (ou opérateurs),

(B.9) Z-NZ =N .

On cherche alors une solution pour (B.9) sous la forme

(B.10) 2= 5 <. ®) (65 ,

k=1

ou Z(p) est un noyau sur M d'ordre -~ g" , avec 0 <q" <n , & déterminer :

Pour que Z vérifie (B.9), il faut et il suffit que z(P) vérifie

(B.11) 7(P) _ yz(®) _ yo+i

Or, en vertu de la proposition (B.1) (propriétés (2) et (3)), pour p assez
grand, le noyau I\T]p"'1 se prolonge en une fonction continue sur M x M ;3 autrement

dit, x ->»N§fl est une application continue de M dans C(M) . Tenant compte

alors du résultat de (o) ci-dessus et posant, pour chaque x € M ,

(64) Isomorphisme pour la structure d'espace vectoriel topologique de c(M) muni
de la norme uniforme.

(65) e désigne la puissance k-idme de N .



5-51
(B.12) Zip) = (1-m7 @kt

on définit un noyau Z(p) sur M , continu sur M x M et vérifiant (B.11). Le
noyau Z défini, & partir de-ce noyau Z(p) , par (B.10) répond & la question
puisque tous les noyaux Nk et Z(p) sont d'ordre - q d'aprés la proposition

B.1 (propriétés (2) et (3)).
C. Q. F. D.

Appendice C

Impossibilité d'une fonction de Green

lorsque 1'opérateur frontidre L n'est pas quasi-local

Le résultat suivant justifie le caractére quasi-local (exp. 3, n°® 4.2 et 4.7)

imposé aux opérateurs frontiére pour lesquels on recherche une fonction de Green :

On considdére, sur M , un opérateur elliptique P de classe Ah (relativement &
g ) dont la partie principale est conjugudée de g (n° 1.1), et un opérateur fron-

tidre L de la forme (6 )y

(c.1) m=Raroywrm (weciw)

ol Q est un opérateur elliptique sur oM de classe CO’X , et T un opérateur
frontidre de Ventcel! de type intégral (exp. 3, n® 4.4) appliquant continfiment
c®(M) dans cOrMu) .

On suppose que le systéme frontiere (P, L) possdde la propriété d'unicité
(v) u e ci(m) , Pu=0 ot Iu=0 => u=0 .
I1 en résulte, en vertu du théoréme de stabilité de l'indice et du théoréme 3 de

1liexposé n° 4 (no II.4), que l'application u —-> (Pu ’ Lu) est un isomorphisme
de CZ’K(M) sur CO’K(M) x CO’K(BM) .

Dans ces conditions (66) :

PROPOSITION. - On suppose qu'il existe une fonction de Levi au sens large
G(x , y) relative &3 P sur M (n° 2.2) ayant les propriétés (Gé) et (G3)
o]
(n® 2.4) et telle que, pour tout u € CZ(M) et tout xelM,

(66) On aurait un résultat analogue dans le cas elliptique d'ordre 1 (n° 1.7).
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(c.2) u(x) = - f& G, Pu dr ~ ng G, Iu do .
Alors, 1l'opérateur frontidre L ..est quasi-local :

(c.3) uec®n) et Y u=0 == Tu=0 .

L
En effet, soit u € CZ(M) telle que yo u=0 . En vertu du corollaire de la

proposition 2.3, on a,

F F Su O
u(x) = G PudT—'aMGXS—\-?-do (xeM) .

D'ol, compte tenu de (C.1) et de (C.2),

r o
(C.4) "M Gx Tu do =0 pour tout x €M .

On en déduit que Tu = 0 ¢ puisque Tu € CO K(BM) , la fonction x == I G Tu do
coTncide sur N (a'apres (C.2)) avec la solution v € 2 X(M) du systéme Pv 0,
LV'—'—TU.'

Co Q.F' Dv

Appendice D

Un théortme de convergence au bord

Le résultat suivant généralise le théoréme A.11 de 1l'exposé n°® 1 ; il jouera un

rdle important dans 1'exposé n® 6.

r~

D.1. PROPOSITION., - Soit N(x ’ Y) un noyau-fonction au sens strict sur M

d'ordre ~q avec 1 <q <n (n® 0.2). Alors, pour f € C(M) et x €M ’

(D.1) lilrg—;-urD N(x , y) £(y) (ay) = ‘[‘BM Nx , ) £(3') olay') ()
p p

la convergence ayant lieu uniformément lorsque x déecrit M , et f un sous-

Lensemble équicontinu de C(M) .

En effet, pour chaque «o > 0 , soit ©, une fonction de C(M x IM) , comprise en-

tre 0 et 1, égale & 1 au voisinage de la diagonale AMxM et telle que

(67) Avec les notations du n° A.11 de l'exposé n® 1, pour chaque p >0, D

désigne 1'ensemble {x | xeM et dlx, M) < o} . P
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Soit, par ailleurs, H un sous—ensemble équicontinu de c(m) .

On décompose l'intégrale du premier membre de (D.l) en la somme de deux termes au
%-pr Nx(l - mg)f dt , converge, pour chaque

o >0, lorsque p tend vers 0O vers '%M Nx(l - di)f do en vertu du théoréme
A.11 de 1l'exposé n° 1, et ceci uniformément lorsque x déecrit M et f déerit H
[1'ensemble des fonctions Nx(l'-réZ) (x e M) est équicontinu puisque compact
dans C(M) comme image de M par l'application continue x =-> Nx(l - mg) ]

moyen de dd : le premier terme,

Considérant alors le deuxidme terme, %'ID Nx ¢§ f dt , il reste & montrer que,
p

pour tout ¢ >0 , il existe o >0 et °o >0 tels que

(D.3) I-faM N_ oy £ do| < e pour x €M et feH ,

(D.4) I%urD N, o} £dr| < pour x€M, feH et 0<p<p, -
P

La relation (D.3) résulte des majorations suivantes :

e e o £ ol <ot el L 70 ofayn)
y'x
< Cte £ f 73 olayt) < Cte |gf| o7
TIx'<20

len désignant par x' un point de M tel que xx' =d(x, aM) , on a

y'x' y'x 4+ xx' <29'x ] .

En ce qui concerne (D.4), on remarque d'abord que, lorsque x décrit un compact
]
K de M,

dds que p < d(K , aM) . Considérant ensuite un recouvrement fini de 3M par des
cartes locales (Ui ’ Xi) de M , et tenant compte de ce que, sur chaque Ui s la
distance géodésique Xy est localement équivalente a la distance euclidienne

|x - vl (68), on obtient une inégalité de la forme,

(68) On identifie x € Ui et xi(x) € Rn+ .
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1 f o 1 q-n
(D.5) E..Dani N_o f ar| < cte ||f| B'fOsyn<pip ly - x| dy (x e Ui) ,

'y“x '@ia
oh C, est une comstante >0 comvenable. On en déduit (D.4), car, désignant par

z!' la projection.sur 1'hyperplan Rg (exp. 1, n® 1.1) de =z € ol , on a, puisque
|y - xl 3’|Y' - X'I ’

r AN
L - x/20 Ll n - xt|eR
? 0gy, <C;p ly - ="y e 5o oy lyt-x|<C.a byt - 5 ey
ly-xlép.a
1

< Cte o L .

C. Q. F. D.

™ COROLLAIRE. - Soit (@p)‘p0 une famille de fonctions de C (M) telle que

0 < Qp < 1D pour tout p >0, et
p
1 f
lim =~ {1, -3 }dr=0 .
pro P 17D, e

Mors, pour £ € C(M) et xeM,

1 f f
(D.6) lin = N, @pde_ y Y, fdo ,

pl0 M

avec la méme uniformité que dans la proposition D.l1.

e

D.2. - Le corollaire de la proposition D.l peut &tre illustré par la propriété
suivante : On considére un systéme frontidre (P, L) ayant, par exemple, les pro-
priétés postulées au n° 3.1, et admettant une fonction de Green au sens strict
G(x , y) . On désigne par f une fonction de 022 () , et, pour chaque p >0 ,

par u la fonction de CZ’X(M) définie par :

(D.7) Pu =-+3 £, Iu =0

69
p p P p Sl

On désigne, de plus, par u la fonction de c®Mu) aéfinie par

(p.8) Pu=20, Iu = - YO f .

Alors,

(69) (Qp)p>0 étant la famille de fonctions introduite dans le corollaire de la

proposition (D.l).
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1&3 Hup ~ull =0 .

[I1 suffit de remarquer que,

L f
up(x) =<y Oy 3, fdr
u(x) = I G fdo (x e M)
M x ’
et d'appliquer la proposition D.1. ]
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