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FONCTIONS DE GREEN RELATIVES À CERTAINS PROBLÈMES AUX LIMITES

INTÉGRO-DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE

Philippe COURRÈGE

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
10e année, 1965/66, n° 5 9 juin 1966

Désignant par M une variété à bord compacte, on considère, sur M, un opéra-
teur de diffusion elliptique P, et un opérateur frontière de Ventcel’ L de la

forme .

[ V désigne ici la conormale intérieure sur 311 associée à la métrique riemannien-

ne g sur 11 conjuguée de la partie principale de P ; voir dans le présent sémi-

naire [15] les exposés n° 1 (n° 2.8) , n° 3 (n° 1.9 et 4.8) et n° 4 (n° II. 

On suppose que le système frontière (P , L) satisfait aux hypothèses du théorè-

me 3 (resp. du théorème 3’) de l’exposé n° 4 de [l5] qui permettent de résoudre le
problème aux limites

On se propose ici d’ étudier des conditions suffisantes sur P et L pour que la

solution u du problème ( 1 ) s’exprime sous la forme :

où T et 03C3 désignent les mesures riemanniennes sur M et ~M, respectivement
associées à la métrique riemannienne g et à la métrique induite par g sur ~M ;
et où G(x , y) est un noyau-fonction positif sur M , continu sur le complémen-
taire de la diagonale de 1B1 x M et ayant sur la diagonale une singularité (unifor-
me) en (1). Cette fonction G ~ qui est entièrement déterminée par (2) , est

la fonction de Green relative au système frontière (P , L) considéré. En particu-
lier G(x, y) constitue un noyau-fonction pour l’opérateur de Green G du système

( ) n étant la dimension de M (n ~ 3) y et xy désignant la distance géodé-
sique sur M associée à la métrique riemannienne g .
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(P , L) f , LGf = 0 CO203BB(M)); voir l’exposé nO 4 (no et

la restriction de G(x, y y) à 3M x constitue un noyau-fonction pour l’opéraa

teur K qui inverse l’opérateur pseudo-différentiel LH [ H désignant l’opéra-

teur harmonique relatif à P ; voir l’exposé n° 4 (n° 1.6 et 11.5)] ; c’est d’ail-

leurs en construisant directement ce noyau-fonction de K que l’on obtiendra les

propriétés de la fonction de Green G(x , y) à la frontière (voir les paragraphes

3 et 4 ci-dessous).

La définition des fonctions de Green figure au paragraphe 2 (n° 2.4), et les ré-

sultats obtenus dans les théorèmes III (n° 2.4), IV (n° 2.7), V (n° 3.4), et VI

(n° 4.7). Le plan de l’exposé est le suivant : .

- § 0. Terminologie ; Noyaux-fonction (page 5-02).
- § 1. Formule de Green pour un opérateur elliptique ; adjoint d’un système fron-

tière (page 5-05).
- 5 2. Construction d’une fonction de Green au sens large à partir d’une solution

fondamentale ; 9 formule de représentation intégrale de Stokes-Levi (page 5-14).

- § 3. Construction d’une fonction de Green au sens strict à partir d’un noyau-

fonction sur ~1 pour l’opérateur K inverse de LH (page 5-23).
- ~ 4. Construction d’un noyau fonction sur pour l’opérateur K inverse de

LH (page 5-30).
- Appendice A. Noyaux de Green et de Poisson du problème de Dirichlet (page 5-41) .
- Appendice B. Noyau résolvant pour une équation intégrale de Fredholm de deuxiè-

me espèce sur (page 5-47).
- Appendice Co Impossibilité d’une fonction de Green lorsque l’opérateur frontiè-

re L n’est pas quasi-local ( page 5-51).
- Appendice D. Un théorème de convergence au bord (page 5-52).

Les fonctions de Green pour le problème de Neumann et le problème aux dérivées

obli ues ont été obtenues, dans le cas où M 0 est un ouvert de Rn par GIRAUD dans

[6], [7], [8] et [9], et dans le cas d’une variété par S. ITO et aussi

SATO et page 595).

Les résultats obtenus ici (théorèmes IV, V et VI) sont déduits de propriétés fi-

nes des noyaux de Green et de Poisson du problème de Dirichlet qui sont rassemblées

dans l’appendice A sans démonstrations explicitées ni références précises : ces dé-

monstrations semblent être encore à écrire (au moins dans le cadre "peu différen-

tiable" adopté ici).
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§0. Terminelogie ; Noyaux-fonction.

0.1. Notations. - On désigne, dans tout cet exposée par M une variété à bord

compacte de classe C et de dimension n 2) , par 311 son bordy et par

H 0 = M B 9M son intérieur ( 0 ). On désigne, par ailleurs, par À un nombre réel tel

que 0  À  1 . Les espaces C~(M) , C~’~(1,1) , sont dé-
finis comme dans les exposés précédents de ce séminaire [15J 1, n° 1.3 (5) ;
exp.. 3, n° 1.1 et 2.1 ; et exp. 4, n° 1.3]. On dira quiun champs de tenseurs e

sur M est de classe si, pour chaque carte locale (U , x) de M , toutes

ses composantes appartiennent à Ù~’ ~(U) ,
On désigne par g une métrique riemannienne sur M de classe C1,À (exp. ly

n° 2 . 1 ) , par T et o- respectivement les mesures riemanniennes sur M et BU

associées à g et à la métrique g’ induite par g sur NI (exp. 1, n° 2.2 et

2.3)~ par V la conormale intérieure sur 3H (exp. ly n° 2.8) y et par d(x, y)
ou encore xy la distance géodésique sur M (exp. ly n° A. 3) associées à g..

Pour chaque sous-variété à bord V de compacte, de classe C et de même

dimension n que y on désigne par Vv la conormale intérieure sur nV associée

à la métrique riemannienne induite par g sur V (en particulier,M = 1? ), et

par 03C3v la mesure riemannienne associée à la métrique riemannienne induite par g

sur àV.

0.20 - On appellera noyau-fonction au sens strict (ou seulement noyau) sur M

une fonction numérique N : i (x, y) définie et continue sur

M x M 0394MxM ( /4B ). Pour un tel noyau N , on désignera par 1 le noyau transposé

(N(x y y) = N(y , x)) y et, pour chaque x e M , par N x la fonction N(x , . )
définie sur 

On appellera noyau-fonction au sens large (ou seulement noyau au sens large) sur
M une fonction numérique N : (x, y) ~ N(x,y) définie et continue sur

M x (4). Tout noyau-fonction au sens strict sur M induit un noyau au

(2) On ne suppose, ni que M est connexe, ni que chaque composante connexe de M
a un bord non vide, ni même que ~H ~ ~ . Voir à ce sujet la remarque 3 du n° 1.9.
Dans les paragraphes 3 et 4, on supposera n ¿ 3 .

( ) ?1° 1.3 de l’exposé n° 1 du présent séminaire [l5].
( /4B ) désigne diagonale de M . °
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sens large. Si N est un noyau au sens large, et si x E M , on note aussi N la

fonction N(x , .) définie sur ~1 ,[x} . . 

Si q ~ n est un nombre réel y on dira que le noyau N au sens large sur M est

d’ordre - q (5) s’il existe une constante c &#x3E; 0 telle que 

---

(si N est un noyau au sens strict, ces relations valent aussi, par continuité,

pour x E 3M ). On dira que N est d’ordre - q lo calement si, pour tout compact
o 

2014201420142014201420142014201420142014

K de il existe une constante C~ &#x3E; 0 telle que,

On dira que le noyau N (au sens strict ou au sens large) sur M est de classe

C~ en y si~ pour chaque x ~ M ~ la fonction N~ = N(x ~ .) est de classe C~

sur M {x}, et ceci continûment en (x y y) en dehors de la diagonale [autre-
o

ment dit, siy pour tout compact K de M y l’application x ~ Nx est continue de

K dans (exp. 3, n" 1.1)].

On dira que le noyau N est de classe y si, pour chaque x e M ,

N e C m,03BBloc(M (x)) y et siy pour chaque compact K de , l’application x 

est continue de K dans K) .

0.3. - On appliquera, en particulier, les notions introduites au n° 0.2 à la

variété sans bord de dimension n - 1 munie de la métrique riemannienne g’

induite par g (~). Par exemple, un noyau-fonction k sur 9M d’ordre - q

(q  n - 1) est une fonction numérique (x’ , y’) -&#x3E; k(x’ , définie et

(~) Ceci par référence au cas où l’opérateur intégral associé à N (n° 0.4) ad-
met un symbole principal (voir la remarque 3 du n° 2.2) qui est alors "homogène
d’ordre " q ".

(6) 5 (M) désignant le diamètre de M . o

(~) Lorsque n = 2 , ~I est de dimension 1 ; les notions introduites au n° 0.2

pour n j 3 , subsistent pour n = 1 .



5-05

continue sur 3M x pour laquelle il existe une constante C &#x3E; 0 tel-

le que,

O.4. Opérateur intégral associe à un noyau-fonction d’ordre -q (0qn) .)-

Soit N un noyau-fonction au sens large (no 0.2) sur M d’ordre - q localement

avec 0  q  n . En vertu de (0.3), pour chaque x E M, Nx E El(M , r) .

Si A est un opérateur linéaire de dans C(M) , on dira que A admet N
o 

---

comme noyau-fonction (ou seulement comme noyau), si, pour chaque x E M , et

fe C(r.i) ,

Inversement, si N est un noyau-fonction (au sens strict) sur M d’ordre - q . .,

Nx e ï) pour tout et la relation (0.5) [pour x~ et f E 1") ]
définit une application linéaire continue A de T) dans a A est

même une application linéaire compacte , T) dans C (II) [et aussi de

C(M) dans C(M) ] : ô l’image par A de la boule unité de ~(M, T) est un sous-

ensemble équicontinu de C(M) [on établit ce résultat en partageant l’intégrale
(0.5) en deux morceaux selon la méthode habituelle j voir à ce sujet l’appendice B~.

On dira que A est l’opérateur intégral de noyau et on désignera en général

par la même lettre l’opérateur intégral A de C(1.i) dans C(II) et son noyau N .

On appliquera, en particulier, les considérations précédentes à la variété 

munie de la métrique riemannienne g~ . .

§ 1. Formule de Green our un opérateur elliptique ; adjoint d’un systéme 

La formule de Green (voir les et 1 0 6 ci.-dessous) est à la base de la cons-

truction des fonctions de Green cherchées (voir le § 2). Dans ce premier paragraphe,
on introduit les éléments constitutifs de cette formule : adjoint d’un opérateur

elliptique (n° et d’un système frontière (n° 1.5 et 1.6)o

(8) La distance géodésique sur 3M associée à g’ est équivalente à la distance
sur ~M induite par d .
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1.1. Les opérateurs différentiels de classe A03BB. - Soient P un opérateur
sur M y ot n sa partie principal du aecond erdre

(exp. 3, n° 1.2 et 1.4). Si 1r est de classe C1 , on sait (exp. 3, n° 1.7), comp-

te tenu de ce que g est de classe C1 par hypothèse (no 0.1), qu’il existe un

champs de vecteurs X et un seul sur M tel que~

Ceci étant, on dira que P est de classe A. relativement à g (ou seulement
de classe A. ) si n le champs de vecteurs ~ introduit par ( 1..1~ sont de

classe C ~ ~ ~’ 9 et si PI E [ P est alors de classe C’ (~)].

Remarque 1. - On notera que, est une autre métrique riemannienne sur M

de classe C ~ ’ ~ , 1 appartenance de P à la classe A. relativement à g n’en-

traîne pas nécessairement celle relative ~ ~ : utilisant la relation

[elle-même conséquence de la caractérisation de l’opérateur de divergence (exp. 1,
n° 2.6 et 2.2)]~ on obtient en effet à partir 

n’est en général que de classe c Toutefois, on voit que l’indé-

pendance de la classe A03BB vis-à-vis de g a lieu lorsque g est de classe C2,À.

Remarque 2. - Dans le même ordre d’idées, vcj-ci une condition suffisante classi-

que (voir page 9) d’appartenance à la classe A. s’exprimant en termes de

coordonnées ô On dira que P est de classe A~ si, dans toute carte locale

x) de il ( )y P s 1 exprime sous la forme,

(9) Les notations sont celles du n° 1.7 de l’exposé n° 3 ; div désigne l’opé-
rateur de divergence associé à g (exp. 1~ n° 2.6). ~

(1°) Autrement di t , P applique (continûment) c ~ ’ ~ (X ) dans C~~(M) .
( ) La propriété requise ci-dessous est invariante par changement de carte.
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où les aij ( 1  1 , j % n) sont do classe 02,À, les ai da classe O1,03BB, w..ô

où a de classe cO,)... Tout opératour P de classa A03BB ost aussi de classe

~ relativement à g 0

1.2. Adjoint d’un opérateur de classe AÀ . - Si P est un opérateur de clas-

se Ax relativement à g , on définit un opérateur P de même classe £ rela-

tivement à g en posant:

L’opérateur p’ sera appelé l’adjoint de P relativement à g ( ).

P* a même partie principale que P , et (P ) = P .

Lorsque P est un opérateur elliptique sur M (exp. 3, n° 1.9) dont la partie

principale est conjuguée de la métrique riemannienne g (exp. 1, n° 2.5) , les re-

lations ( 1 . 1 ) et ( 1 . 2 ) se réduisent à s

~

On dira alors seulement que P est 1’ad joint de P .

Remarque 1. - Si P est de classe il en est de même de P .

Remarque 2. - Si P est un opérateur de diffusion (exp. 3, n~ 1.8), il n’en est

pas nécessairement de même de P" : P~l = PI - div (X) peut ne pas être partout

~0 .

1.3. - La formule de Green pour un opérateur elliptique de classe A03BB justi-

fie 1~introduction de 1~opérateur adjoint : 1

’ 

PROPOSITION. - Soit P un opérateur elliptique sur M dont la partie princi-

pale est conjuguée de la métrique riemannienne g (n03BF O.l). On suppose que P

(12) divg (uX) = u t- (du , X) (exp, 1, n03BF 2.6, relation (2.1l)).

(~) Cette définition sera justifiée par la formule de Green (n~ 1.3).

(~) A 
g 

désignant l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à g (exp. 1, n~3.3).
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est de classe AÀ (relativement à g ; n° 1, 1) , et on pose (15) :

La relation ( 1.5) résulte de la définition de P" [relation (l.4)] en vertu des

formules de Green (G) et (G") (exp. 1, n° 3.2 et 3.4), et de la propriété de déri-

vation de l’opérateur de divergence [exp. 1, n° 2.6, relation (2.11) :

Remarque 1. - On peut définir un adjoint P~ , de telle sorte que (l.5) ait lieu,

pour certains opérateurs P qui ne sont pas de classe A~ [par exemple ceux de la

classe A~ définie en remplaçant C~ par C~ (m = 1 , 0) dans la définition

de A. ’]. .

Remarque 2. - Lorsque P est un opérateur quelconque de classe A~ relativement

à g y on établit de façon analogue à (l.5) la relation :

[Cette relation se réduit à (1.2) si n = g , puisqu’alors (exp. 1, n° 2.4 et 2.5),

1.4. Adjoint d’un opérateur sur 3M . - Si A est une application linéaire

dans C(9M) d’un sous-espace dense 6L de on dira que A admet un adjoint

relativement à g’ (16), s’il existe une application linéaire A* de 0 dans

C(9H) telle que,

(15) Avec les notations du n° 0.1 ; on notera que  est ici la conormale 

rieure et non extérieure comme dans les formules (G) et (G") de l’exposé n° 1.

1 g’ est la métrique riemannienne induite par g sur &#x26;1 (n° 0.1). o
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L’opérateur A* [qui est entièrement déterminé par (1.7) "(17)J sera appelé l’ad-
joint de relativement à g’ .

Siy relativement à g’ , A admet A pour adjoint, A admet A pour adjoint

On étudiera ci-dessous (n~ 1~9) l’adjoint de certains opérateurs de Levy sur la
variété B?4 (exp. 3, n° 2.4). En ce qui concerne les opérateurs différentiels (sur
la variété 3M )y à partir de la formule de Green (G) (exp. 1~ n° 3.2) et de la

propriété de dérivation de la divergence, on établit comme au n° 1.3 :

r 
PROPOSITION. - Soit Q un opérateur différentiel du second ordre sur On

suppose Q de classe ~ relativement à gt (18). Alors, relativement 

Q ( /19B ) admet un adjoint / qui est aussi de classe A03BB.

On appellera opérateur frontière de classe A. relativement à g , un

frontière L sur M (exp. 3, n° 4.2) de la forme (2°) (21) :

où Q est un opérateur différentiel semi-elliptique sur ~M (exp. 3, n° 1.8), et

T une application linéaire de dans ayant les propriétés suivan-

tes :

- Q est de classe A. relativement à g’ (no 1.1) [en particulier (proposi-
tion 1.3) Q admet y relativement à g’ , un adjoint Q.* de classe J.

’~
- T admet un adjoint T relativement à .

- T et appliquent continûment C~(~M) dans C~(3M) .

Remarque 1. - Un opérateur frontière de classe A. n’est pas exactement un opé-
rateur de Vcntcel’ au donné à ce terme dans les exposés n° 3 et n° 4 (exp. 3,
n° 4-.8 ; exp. 4, n° II. l) : il faudrait pour cela que T soit un opérateur de Levy
sur 3M (exp. 3, n° 407) , et que Q soit un opérateur de diffusion [c’est-à-dire
que Q1~ 0 ; expo 3, n° 1.8].

(17) Cf. est supposé dense dans C(5M) .
( ) On applique ici à la variété 3M et à la métrique gr les notions intro-

duites aux n° 1.1 et 1.2 pour M et g c;

( ) Considéré comme opérateur de dans 

(2°) Avec les notations introduites au n° 0.1 ; V est la conormale intérieure
sur 9M associée à g . Voir à ce sujet le n° 3.6 ci-dessous.

(21) y u désigne la restriction de u à 5H .
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Remarque 2. - Un opérateur frontière L de la forme (108~ est quasi-local (exp.3,
n° 4.2 et 4.7) ; voir à ce nujot l’appondice C.

1.6. - L’adjoint d’un système frontière peut alors être défini comme suit 1

On appellera d’abord système frontière de classe A un couple (P , L~ ~ où P

est un opérateur elliptique de classe ~ (relativement à g ; n° 1,1) dont la

partie principale est conjuguée de g (exp. 1~ n° 2.5), et L un opérateur fron-

tière de classe A. relativement à g (n° 1.5).

Pour un tel système frontière (P , L) , on désigne par L * l’opérateur frontiè-

re (lui aussi de classe A relativement à g ) défini par,

où p désigne la fonction g(X y ~?) qui intervient au second membre de la formule

de Green relative à P (n~ 1.3) E~n notera que L 
* 

ne dépend que de L et non de

sa décomposition sous la forme (l.8)j.

Par définition, l’adjoint du système frontière (p, L) de classe AI. sera le
~E- 

"""’ 

~} 
’’ ’ 

système frontière (?’ ~ L ) .

(p , L ) est aussi de classe AI.’ et son adjoint coïncide avec (p, L) [vé-
rification immédiate, compte tenu des relations P = P (n03BF 1.2), Q Q ,
T 
** 

= T (n03BF 1.4) B et X* = - X (qui entraine p 
* 

==-?)]. s i
*

On dira aussi que L est 1~ opérateur frontière adjoint de L relativement à

p 0

La formule de Green (lo5) (n~ 1.2) admet alors 1~extension suivante (vérification
immédiate à partir des définitions) :

r THÉORÈNE 1. - Soient (p, L) un système frontière de classe AI.’ et (P*, L *)
1 
le système frontière adjoint. Alors:

1~7. Systèmes frontière elliptiques d’ordre 1 et d’ordre 2 . -On dira que

le système frontière (p, L) de classe AÀ (22) est elliptique d’ordre 1 (resp.
elliptique d’ordre 2 ) si, dans la décomposition de L sous la forme (l.8)y Q

(22) no 1.6.
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est un opérateur différentiel du premier ordre [resp. un opérateur elliptique
(exp. 3, no 1.9)] sur ~M, ot si T et T* appliquent continûment 

[resp. C’ (~1) ].

Les théorèmes 3 et 3’ de l’exposé n° 4 entraînent alors y en vertu du théorème de

stabilité de l’indice (exp. 4, n° 1.4) et de la compacité de T [compacité de

dans le cas elliptique d’ordre 1, et de C2,À(~I) dans

dans le cas elliptique d’ordre 2 ], les propriétés suivantes :

(Il) Si (p L) est de classe AÀ et elliptique d’ordre 1, l’application

u ~ (Ri , Lu) est d’indice 0 de C2,À(M) dans C09À(M) x 

(12) Si (p, L) est de classe A03BB et elliptique d’ordre 2, l’application

u ~ (Pu , Lu) de CO,À(ÕM) .

De plus, si (p, L) est elliptique d’ordre 1 (resp. d’ordre 2 ), il en est

de même de (p ,L). En outre, "l’existence" pour le problème aux limites
Pu = f Lu = 0 entraîne "l’unicité" pour le problème aux limites P u = f ,

~!- 
u = ~p 

’ 

tLu=cp:

" 

PROPOSITION. - Soit (p, L) un système frontière de classe AÀ 0 On suppose

que le problème aux limites Pu = - f , Lu = 0 admet une solution u ~ 

pour un ensemble U dense dans C(li) de seconds membres f . Alors 1

u e P*u =OetLu==0===&#x3E;u==0 ( ).

En effet, soit u E c2(M) tel que P*u = 0 et L*u = 0 . On a, d’après la for-
mule de Green (1.10),

D’où

d’après l’hypothèse ; d’où u = 0 , et la proposition.

De la proposition précédente et des propriétés et (12) découle le fait im-
portant que "l’unicité" pour le problème aux limites Pu = f, Lu = co entraîne

"l’existence" pour le problème adjoint 

(23) Comme tous ceux de ce paragraphe, ce résultat reste valable dans le cas où

9M après une adaptation évidente.
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THEOREMR II. - Soit (P 9 L) un système frontière de classe A elliptique
d’ordre 1 [resp. d’ordre 2 ~~ On suppoao que

(U) Pu= 0 et Lu=0 ===&#x3E; u=0 .

Alors, les applications u - (Pu , Lu) et u ~ (P u 9 L*u) sont des iso-

morphismes de 2 À.( ) sur 0 À() x 1 À( ) [resp. de 2 À( ) sur

x C~~(~I) e

On appliquera, en particulier, ce résultat dans le cas où la propriété d’unicité

(U) est assurée par les propriétés de maximum étudiées dans l’exposé n° 4 (n° II~3) .
Plus précisément 1

1.8. - On dira que le système frontière (P , L) de classe A. (n° est

du type (pm) (24) si :

- P est un opérateur de diffusion (exp. 3 y n° 1.8 ) , c’est-à-dire: 0 .

- L est un opérateur frontière de Ventcel’ (exp. 3, n° 4.7 et 4.8 ; et n° 1.5

ci-dessus) : dans la forme ( 1.8) de L y Q est un opérateur de dif-

fusion (Ql # 0) et T est un opérateur de Levy sur 3M .
- Dans chaque composante connexe de M y l’une des deux fonctions PI ou Ll

n’est pas identiquement nulle.

De la proposition 7 de l’exposé n° 4 (no II.2), il résulte que, si (P , L) est

du type 

En particulier, 1" hypothèse (U) du théorème II est satisfaite.

109. Une condition suffisante pour opérateur de Levy sur 3N admette un

adjoint. - Soient ~ une fonction de t(x’, y’ ) un noyau fonction

sur 3M d’ordre ~ avec 0  ~  1 (n° 0.3). On définit une application linéaire
continue T de dans en posant,

En particulier, lorsque T) est une fonction ~ 0 , et t un noyau &#x3E; 0 , T est

un opérateur de Levy sur 3H d’ordre 1 (exp. 3, n° 2.6 et 2.10).

(24) Principe du maximum.
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r 
PROPOSITION. - Si le noyau t est symétrique (t -= t) ; alors l T

défini ost n~ 1~4) !

En effet,03C6 et 03C8 étant des fonctions de C1(~M) , on a y

diaprés la symétrie de t ;

en échangeant les rôles de 03C6

d’où la proposition,

Remarque 1. - On établie comme dans 1~expose n° 4 (n~ 1.8) que, pour que l’opéra-
teur T défini par (1.11) applique dans CO,03BB(~M), il suffit que

et que le noyau t soit de la forme,

où 03B1  1 - 2X et où f est une fonction mesurable bornée sur dM x ôM telle que,

On peut obtenir aussi d ans le même ordre d’ idée, une condition suff isante pour

que T applique C~(â4) dans 5~’~(&#x26;lti) s il suffit pour cela, au moins lorsque
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À eot assez petite quo t eoit de la précédente, et quo lor proprié-
tés suivantes soient satisfaites :

- t(. est de classe C pour tout yi 
- Pour tout champs de vecteurs X sur dM de cl asse C~, le noyau

satisfait aux conditions et du théorème 2 de l’ exposé n° 4 ~n° 1.8) . 4
- Les fonctions xg -~ y~)(x~(y~) - X~(x~)) sont

de classe C ’ sur 6M (avec les notations introduites au n° 2.6 de l’exposé
no 3).

Remarque 2. - On peut établir aussi l’existence d’un adjoint convenable pour T

lorsque le noyau t n’est plus symétrique? mais antisymétrique [donc aussi dans le
cas général, par décomposition de t en parties symétrique et antisymétrique], ou

lorsque T est d’ordre supérieur à 1 , y

(avec les notations du n° 2.6 de l’exposé n° 3) , t étant un noyau d’ordre supé-
rieur à 1 sur ?~M ~) ; la situation est alors plus complexe et exige des hypothè-
ses sur t faisant intervenir un en parties homogènes" [voir à ce
suj.et le théorème 4.4 

Remarque 3. - On notera que, dans le cas où M n’est pas connexe, la valeur de

(cp E x’ sur une composante connexe C de dépen-
dre des valeurs prises par 03C6 sur les composantes connexes de M autres que C

(c’est pour inclure cette éventualité que M n’a pas été supposée connexe).

§ 2. Construction d’une large a partir d’une solution
fondamentale . formule de représentation intégrale de Stokes-Levi. 

’

2.1. ~ Dans tout ce paragraphe, on désigne par (P , 9 L) un système frontière
de classe A sur H ~n° 1.6).

2.2. - On introduit d’abord les fonctions de Levi relatives à l’opérateur el-

liptique P :
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PROPOSITION.... Il cxiste 3ur M t’.u moins un neyau-fonction A(x r y) (au sens

strict; n° 0.2) ayant les propriétés suivantes: i

(L1) A(x, y) est d’ordre - 2 et de classe C2 en y (no 0.2).

(L2) Pour chaque x E M, o E E 1 (M ,T) ( 25 ).

(L3) Pour fI, lim J(W Sl % d03C3v = 1 (26) (la limite étant pri-
V~{x} V

se selon la base de filtre décrôissante 13 des sous-variétés à bord compactes
x 

0 - 0

de M , de classe C~ et de dimension n , telles que x E V C V Cr ?] ) .

Un noyau-fonction A sur FI , ayant les propriétés (Li)’ (L2)’ (L3)’ sera appelé,
ainsi qu’il est de tradition (voir le livre de ï1IRANDA [13J, page 13) , fonction de

Levi relative à P . En outre, on appellera fonction de Levi au sens large relative

à P , tout noyau-fonction au sens large A sur M (no 0$2) ayant la propriété

(Li) ci-dessous ainsi que les propriétés (L2) et (L3) : i

(Li) A(x, y) est d’ordre - 2 localement, et de classe C2 en y (no 0.2) .

Pour établir la proposition précédente, on peut construire A "par recollement":

Désignant par (U ,X) un recouvrement fini de M. par des cartes locales, et,
OE el

pour chaque OE , par une fonction J 0 de x M) à support dans U03B1 x U OE
de telle sorte que 1 o (x , y) = 1 au voisinage de la diagonale de M x M , on

OE 
~~°

obtient une fonction de Levi A sur 14 en posant,

où, pour chaque A est une fonction de Levi relative à P sur U . 0n est
0153 OE

ainsi ramené au cas où 14 est plongée dans # ; .cas où on peut expliciter une
fonction de Levi (voir actuellement à ce sujet le livre de MIRMIDA [ 13], page 13) .

Remarque 1. - On notera l’interdépendance suivante des propriétés (L1)’ (12) et

(13) : la formule de Green (lvs) (no 1.3), appliquée à une variété V ’ V (où
V E a3 , lV E 13 et x E V C V c W ) , et aux fonctions 1 et !B. , montre, comptex x Je

tenu de (11) et (12) qui entraînent lfintégrabilité de A et P*Ax sur FI , que

(25) Voir la remarque 2 ci-dessous.
(26) Avec les notations introduites au n° 0.1*
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donc que lim "’x d03C3v exiote, LA (L,3) apparaft ainei comme uno
~’ ’V 

" ’ 

condition de normalisation.

Remarque 2. - C’est la classe C de g (no 0.1) qui permet la propriété (L~) :
on vérifie, en fait, par un calcul direct sur la fonction de Levi explicitée dans

R y qu’il existe une constante C &#x3E; 0 telle que

Remarque 3. - En fait, une fonction de Levi relative à P "suffisamment réguliè-
re" ne dépend que de la partie principale n de P [c’est-à-dire de la métrique
riemannienne g conjuguée on peut introduire une classe de noyaux-
fonction K d tordre - q ( q entier, 0  q  n ) ayant un symbole principal k

[ k étant une fonction continue sur telle que

( f , h E x E d Y h * 0 pour tout y E Supp Une fonction de

Levi relative à P (c’est-à-dire à apparaît alors comme un tel noyau K dont

le symbole principal k est (l’opposé de) l’inverse de n :

Compte tenu de la propriété multiplicative l’introduction des fonc-

tions de Levi apparaît ainsi comme un premier pas dans "la recherche d’un inverse

pour P " : on commence par chercher le symbole de l "inver~se. Dans le cas Où toutes

les données sont de classe C (ou au moins de classe Cm avec 
. 

m supérieur à

n ), les considérations précédentes sont des cac particuliers de la théorie des
opérateurs pseudo-différentiels actuellement en cours d’édification [voir 
[4] et la bibliographie qui y figure ; 9 en particulier les tr avaux de HÖRHANDER et
de SEELEY]. Pour le cas fipeu différentiable" étudié ici, cette théorie semble être

encore à faire.

Remarque 4. - Une fonction de Levi A relative à P peut aussi être considérée

comme une paramétrix (ou inverse à droite "approché") de P : Si A et f sont

(27) Le signe - est ici à rapprocher du fait que l’opérateur de Green G [dont
le noyau sera une fonction de Levi particulière (voir le n° 2.4 ci-dessous) est
l’opposé d’un inverse à droite de P : PGf = -- f .) Voir aussi la relation (2.3).
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suffisamment régulières, Af est de classe au moins sur et on a, pour
o

x e M ,

(voir [l3], n° 13, page 23).

2.3G Formule de représentation intégrale de Stokes-Levi.

r 
TEÉ0RÈME (28) c - Soit une fonction de Levi au sens large sur M relative à

P . Pour tout u E et tout x ~ fi ,

COROLLAIRE. - Pour tout u E C (M) et tout x E M ,

En effet, soient u ~ x ~ , (U , x) une carte locale de M au voi-

sinage de x (x e U) ~ ety pour chaque p &#x3E; 0 assez petite V 1~ image par )(
de la boule (ouverte) euclidienne de centre )((x) et de rayon p . Appliquant la
formule de Green (l.5) (n~ à la variété compacte M s et aux fonctions

A 
x 

et u y on obtient ( ~)0 )y 
r

[en posant p V = g(X , 1V) (sur ), où X est toujours le champs de vec-

teurs intervenant dans la forme ( 1 ; 5 ) de P 1.2)]. Faisant tendre p vers 0

dans (2.6), et tenant compte des propriétés (11)’ (L ) et (17) de A (no 2.2) , on

obtient (2.5). On en déduit (2.4) y puisque , par définition de Q * T -~ et L * (:~ 1.4
et 1.5), on a,

(28) Sous les hypothèses faites sur (p, L) au n° 2. 1, et avec les notations

des n° 00 1 et 0020

La première intégrale a un sens car les fonctions Ax et p*Ax sont dans

E (11 , T) par définition de A (no 2. 1) . 
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C. ~a Fo D.

2.4. - On appellera fonction de Green au sens large (resp. fonction de Green
au sens strict, ou seulement fonction de Green) du système frontière (? ~ L) sur

M (n~ 2.l)~ un noyau-fonction au sens large (resp. un noyau-fonction au sens
strict (3°)) G(x , y) sur M ayant la propriété (L1) [resp, la propriété (Li) ;
nO 2.2] ainsi que les propriétés (G2)’ (G2) et (G3) ci-dessous :

(G? = 0 pour x e M, y EH, y .

= 0 pour x ~ M et y’ ~ 

(G3) ,Îav G- d03C3v = 1 pour tout x e M , et toute sous-variété à bord V de

n y compacte, de classe et de dimension n telle que 

Une fonction de Green au sens large (respo au sens strict) du système frontière
(P y L) est, en particulier, une fonction de Levi au sens large (resp. au sens

strict) relative à P (n~ 2~2) ~ la formule de représentation intégrale de Stokes-
Levi (n~ 2.3) fournit alors la formule de représentation cherchée : ’

r 
THÉORÈME III. - Soit G une fonction de Green au sens large du système fron-

tière (p, L) 0 Alors, pour tout u e c2(H) et tout x e M y

De plus, si G est une fonction de Green au sens strict de (P 9 L) , la rela-
tion (2.7) a aussi lieu pour tout x E a

La relation (2.7) pour x E M résulte de (2.4) (n° 2.3) ; lorsque G est une

fonction de Green au sens strict, (2.7) est aussi valable pour x E dM , puisque

( ) Conformément aux définitions du n° 0.2, G est alors continue sur M 

y compris au bordo 

(31) Avec les notations introduites aux n° 0.1 et 0.2.
(32) Ces intégrales ont un sens en vertu de la propriété (Li) de G (no 2.2).



5-19

les deux membres sont fonctions continues de x sur M, ainsi qu’il résulte~ pour

le second de la propriété 

r COROLLAIRE 1. - Si le système frontière (P , L) admet une fonction de Grecn

1 au sens large, alors

" 

COROLLAIRE 2. - On suppose que le système frontière (P , L) est elliptique et

admet une fonction de Green au sens strict G(x , y) .

Alors, l’opérateur intégral de noyau G(x, y) prolonge l’opérateur de Green

du système ( P L) 33 en un opérateur compact de r) dans 

" 

COROLLAIRE 3. - Si le problème aux limites Pu = - f, Lu = 0 admet une solu-

tion u E C2(M) pour un ensemble dense dans C(M) de seconds membres f y alors

le système frontière (P , L) admet au plus une fonction de Green.

En particulier, si le système frontière (P , L) est elliptique et du type

(pm) 1-7 et 1 8) , (P , L) admet au plus une fonction de Green G(x, y) ,
et cette fonction de Green, si elle existe, est positive :

Le corollaire 1 ainsi que le début du corollaire 3 résultent directement du théo-

rème III. Le corollaire 2 résulte du corollaire 1, des théorèmes II et III, et des

propriétés des opérateurs intégraux rappelées au n° 0.4. La fin du corollaire 3 ré-

sulte enfin de la proposition 7 de l’exposé n° 4 (n° 11.3).

Remarque. - Ainsi, lorsqu’il y a "existence" pour le problème aux limites Pu=f,

le système frontière (P , L) admet au plus une fonction de Green. On

verra ci-dessous (n° 2.7, § 3 et 03B4 4) que l’existence d’ure fonction de Green pour

le système (P 9 L) est aussi liée à la possibilité de résoudre le problème aux

limites précédent. On pourra alors parler de "la" fonction de Green du système

(P , L) .

2e5. Fonction de Green du système adjoint.

’ 

PROPOSITION. - Soient G(x, y) et y) respectivement des fonctions de
Green au sens large du système frontière (p, L) et du système adjoint (p ? L )

(33) Voir le n° II.5 de l’exposé n° 4. Cet opérateur existe d’après le corollaire
1 et le théorème II.
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(n° 1.6). Alors,

En effet, soient xl et x2 deux points distincts de ~1, et Vl (resp. V2)
un voisinage ouvert de xl (resp. X2) image par une carte locale d’une boule
/ B 

i ~ 
- - - 0 - 0

(ouverte) euclidienne. On suppose que Vl n V2 = Ø, Vi C M et V2 et on

considère la variété à bord compacte N = H , V 1 ’ V 2 . On étend à H les opéra-
* ~ ~*

teurs frontière L et L en des opérateurs L et L en posant,

(P, L) et (p , L) sont des systèmes frontière de classe A sur la variété

adjoints l’un de l’autre; et la formule de Green ( 1, 10) (n° 1.6) appliquée à

M, (P, ) et aux fonctions G et Gt [qui sont de classe C2 sur M d’a-
x1 x2

près la propriété (Li)] donne, compte tenu de ce que, d’après les propriété et

(G2)’

Passant alors à la limite dans (2.8) en contractant et V 2 vers x 1 et x 2
respectivement, on obtient, compte tenu des propriétés (L’) et (G3)’

ou encore,

34 Avec les notations du n° 0.1 ; les signes - proviennent de ce que la co-

normale V. . étant intérieure pour V. est extérieure pour M (i - 1 , 2) .
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Cette relation, ainsi établie pour xi et x2 dans M (Xl -1 X2) , l’est aussi
pour et X2 quelconque wur M en vortu de la continuité de 0

et G hors de la diagonale.
C. Q. F. D.

Remarque. - La proposition précédente fournit un autre cas d’unicité 
de la fonc-

tion de Green du système (P , L) [voir la remarque du n° 2.4J.

2.6. - On appellera solution fondamentale sur M relative à l 1 opérateur P

de classe AÀ (n° 2.l), tout noyau-fonction r(x, y) sur M (35) ayant les pro-
priétés (1~), (G2) et (G3) (n° 2.2 et 2.4).

L’existence de solutions fondamentales sur M est examinée dans l’appendice A

(n° A. 3).

2.7. Construction d’une fonction de Green au sens large à partir d’une solu-

tion fondamentale. - On suppose que (P , L) (n° 2. 1) est un système frontière el-

liptique d’ordre 1 (resp. d’ordre 2 ) ayant la "propriété d’unicité" (n° 1.7) :

On désigne par J~ l’opérateur linéaire continu de (resp. CO,À(6M))
dans C2,À(M) qui résoud le problème aux limites (théorème II, n° 1.7) :

u e C~(M) , P u = 0, L~u = - co [ cp e C ’ ( d11) (resp. o e C~~(3M) )] .

On suppose, de plus, que P lui-même possède la propriété d’unicité (appendi-
ce Ay n° A.l) qui assure l’existence, sur M , y d’une solution fondamentale r(x , y)

de classe [proposition A.3~ propriétés (SF2) et (SF3)’
et n° 0.2].

On va chercher une fonction de Green pour (P ~ L) sous la forme :

où U est un noyau-fonction de classe C‘ en y à déterminer.

Pour x E M, et (G2) imposent à Ux de vérifier :

(35) Au sens strict.
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Ces relations amènent à poser,

en désignant pax L 
* 
r 
x 

l’image par L 
* 

d’ une quelconque ( 36 ) fonction u E C2,03BB(M)
coincidant avec rx au voisinage de ~M. En vertu de la classe C2,03BBloc en y de

r , une telle fonction u existe, et l’application x ~ L r x ainsi définie est

continue de M dans En vertu des propriétés de l’ o--

pérateur J* , il en résulte que U E C2,À(M) pour tout x ~ et que l’applica-
x

tion x -~ U est continue de M dans C2,À(M) . Ainsi en posant, pour x E M ,x ( ~ ~ p 9 p

or~ définit une fonction de Green au sens large pour le système frontière (p, L~ .

Appliquant la même procédure au système (P q L) adjoint de (P ~ L) , et 

lisant la proposition (2.5), on obtient: Q

THÉORÈME IV. - on suppose gue 1e système frontière (p, L) (no 2.1) est el-

liptique (no 1.7), et possède les propriétés d’unicité (U) (ci-dessus) et (Ud)
(pour le problème de Dirichlet relatif à P ; p appendice A, n° 

A.lors 9 les systèmes frontière (p, L) et (p admettent des fonctions

de Green au sens large G et G* (no 2.4), et on a (37),

Les propriétés d’unicité (U) et (U ) sont satisfaites, en particulier, lorsque le

système (P , L) est du type (pm) (n° 1.8). Les noyaux G et G 
* 

sont alors

positifs.

Remarque. - Sous les hypothèses du théorème IV, on obtient, pour le système
(P , L) , un peu plus qu’une fonction de Green au sens large, puisque, en vertu de

(2. 13) , G(x, y) se prolonge continûment pour x E ~1 y y e M . Toutefois, dans
la recherche d’une fonction de Green au sens strict, on ne sait pas actuellement

aller plus loin par le procédé employé ici ; et pour obtenir un prolongement conti-

nu de G à al x M4 , 0394MxM, on construira directement ce prolongement dans les

paragraphes 3 et 4 ci-dessous.

( 36 ) L* est quasi-local (exp. 3, n° 4.2 et 4.7) ; voir l’appendice C à ce sujet.
(37 ) Compte tenu du corollaire 3 du théorème III 2.4) qui assure l’unicité de

G .
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§3. Construction d’une fonction de Greon au sens ctriot à partir d’un noyau-
fonction sur ~M pour l’opérateur K inverse de LH .

3.1. - Dans tout ce paragraphe, on suppose n ~.3 (38), et on désigne par

(P , L) un système frontière de classe A- sur M (n° 1.6). On suppose que
L) est elliptique d’ordre 1 (resp. d’ordre 2 ) et possède la propriété

d’unicité 1.7),

On suppose enfin que P possède la propriété d’unicité pour le problème
de Dirichlet (appendice A, n° 

On adopt.e, en ce qui concerne le problème de Dirichlet, les notations introduites

dans l’appendice A.

Sous les hypothèses faites, les applications

sont des isomorphismes de C’ (IB1) sur (resp. 
( théo rème II , no 1.7).

On désigne (exp. 4, n° 2.5) par J et J respectivement les opérateurs linéai-

res continus de (resp. C~(~l) ) dans C~BN) qui résolvent les p ro-

blèmes aux limites,

On pose ensuite,

K et K sont ainsi des opérateurs linéaires continus de Cl,À(~1) (resp.
C ’ (3M) ) dans inverses des o p érateurs LH et L H respectivement ;

et on a,

(~8) Voir la remarque à la fin du n° 3.5 ci-dessous.
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(voir aussi à ce sujet le n° 1.1 de l’exposé n° 6).
En vertu de la. formule de Green (1.10) 1 . 6 ) , appliquée à des fonctions 3m

* *
et J ~ y K et K sont adjoints l’un de l’autre sur ÕM relativement à g’

(no 1.4).

3.2. - Les hypothèses sur L) faites au n° 3.1 sont satisfaites, en par-
ticulier, lorsque (p, L) est du type (pm) (no 1.8) (39). Les opérateurs J ,

J , K et K sont alors positifs (exp. 4, § II) et se prolongent continûment à

c(xg&#x3E;1) ~

3.3. La fonction de Green au sens large du système (p, L) (no 2.4 et 2.7)
peut être exprimée au moyen du noyau de Green du problème de Dirichlet (no 3.2). -
Il suffit de substituer dans la relation (2.13) le noyau de Green G à la solu-

tion fondamentale F pour obtenir la proposition suivante ?

r 
PROPOSITION. - Soit G(x , y) la fonction de Green (au sens large) du système

(théorème IV, n° 2.7). Pour chaque x e M y

On notera que la relation (30 1) ci-dessus est l’expression, en termes de fonc-

tions de Green, de la relation de Sato et Ueno

qui lie l’opérateur de Green G du système (p, L) à l’opérateur de Green G
du problème de Dirichlet (voir exp. 4 , n° II.5, et exp. 6 , n° 1 .4 ) .

3.4. - L’existence d’un noyau-fonction convenable pour l’opérateur K entrai-

ne alors l’existence d’une fonction de Green au sens strict pour L) :

Lorsqu’une composante connexe C de M a son bord vide, la condition
" 0 sur C ou Ll 7~ 0 sur :1C " qui intervient au n° 1.8, se réduit à la
condition Il 0 sur C " qui intervient dans (D) (no A. 2).

(40) Egalité dans l’espace est défini et appartient à

(resp. C~’~(3K) ), puisque G~ E (théorème A.4) et que

À~~ est quasi-local (exp. 3 y n° 4.2) 0
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THÉORÈME V (41).- On suppose que 11 opérateur K inverse do LE ad-

met, sur un noyau-fonction k(x’ , y’) d’ordre - 1 (sur n° 0.3).

Alors, le systeme Trontiëre (p, L) admet une fonction de Green au sens strict

G(x , y) donné, par les relations,

La recherche d’une fonction de Green au sens strict pour le système (p, L) est

ainsi ramenée à celle du noyau-fonction k de K. On examinera au paragraphe 4

ci-dessous divers cas où le noyau-fonction k existe.

3.5. - La démonstration du théorème V comporte trois parties :

(a) La fonction de Green au sens large du système (p, L) vérifie les relations

(3.3), (3.4) et (3.5). En effet, en vertu de la propriété (1) de G (théorème A.4,

n° A.4) et de la définition de h (relation (A.9), n° on a, pour x e M ,

* 1r

Par ailleurs y K étant adjoint de K sur ~M relativement à g’ , k est un

noyau-fonction pour K ; autrement dit ,

D’où (3.3) et (3.4) en vertu de (À. 10) (n° A.5), et (3.5) en intervertissant les

rôles de (P , L) et (P* , L*) , compte tenu de la relation (2.14) (théorème IV,

n° 2.7).

(41) Avec les hypothèses sur (P , L) faites au n° 3.1.

(~~) Toutes ces intégrales ont un sens puisque, k étant supposé d’ordre - 1

sur ÕM, k(x’ , .) et k(., y’) appartiennent à cr) .
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(a) Désignant par G la fonction numérique sur M x définie par les

relations (3.3) à (3.6), on a, pour y’O~

[compte tenu de la propriété et de la continuité de la fonction de Green au

sens large, il résulte de (3.9) que G est un noyau au sens strict sur M j.

Tout d ’ abord , la relation -

résulte de (3.6) et de la continuité postulée de k sur 3M x ~’1 ~ 

On va ensuite établir que,

Pour cela, on pose x’ y’ = p (p &#x3E; 0) et, pour chaque 03B1 &#x3E; 0 , on désigne par

$ une fonction continue sur ~M x ~M telle que,

au voisinage de la diagonale 3M x 3N ~

[une telle fonction 03A6 existe9 en ce qui concerne (3.13), puisque k est d’ordre
a

- 1 par hypothèse ~. Posant alors,

on écrite
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La fonction ( x ’ , yi) -~ k(x’ , y ’ ) ( 1 - 1 a ( x ’ , yI)) étant continue sur le com-

pact 9M x 5M , et valant au point yà) en vertu de (3.1l) et

(3.12), on a, pour chaque a &#x3E; 0 ,

en vertu de la proposition 4 du chapitre III, ~ 5 (page 95), de BOURBAKI [2], puisque

les mesures h(x y * ) u et convergent vaguement vers ~x’O et ~y’OxO Yo

respectivement en restant dans des ensembles bornés de diaprés la proposi-

tion A. 5.

Ainsi , pour établir (3.10)~ il reste à montrer, puisque

~e :

(3. 16) Pour chaque e &#x3E; 0 , il existe cy tel que lur(x, y) 1 ~ e pour tout

(x , y) E M o x M 0 suffisamment proche de (xà’ YÜ) . 
OE

0r , en vertu de ( 3 , 12) , on peut écrire
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Tenant compte, alors, de la majoration (A~15) do h et h (no A.6)p ot de la

propriété (3.13) de § ~ on obtient, à partir de (3.17) y pour p/8 et

yy’O~ pis,

D’où (3.16) d’après (no et la relation (3.10) annoncée.

On établirait de façon analogue y mais plus simple y les relations

qui, jointes à (3. 10) , entraînent (3~9) et le fait que G est un noyau au sens

strict sur M .

(03B3) G est un sur M . - En effet, puisque GO(x, y) est

lui-même un noyau d’ordre - 2 M (théorème A.4) y il suffit de montrer qu’il
existe une constante C ~ &#x3E; 0 telle que

Pour cela, posant,

on va établir d’abord l’existence d’une constante Cl &#x3E; 0 telle que,

Or, si xy’ = p , on peut écrire,

(43) U = G - GO (relation (3.14)).
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d’où, en vertu de la majoration (A15) do h (no A~6)p nt do oo qne,

d’où l’existence de Ci en vertu de (n° A. 5 ) , puisque

est majorée indépendamment de par Cte x p .

On déduit ensuite (3.18) de (3*20) : posant cette fois xy == p 9 on peut écrire,

U(x.y) = 

y’x~p/2 h*(y,y’)v(x,y’)03C3(dy’)+y’x~p/2 h*(y,y’)v(x,y’)03C3(dy’); 

en vertu de la majoration (A.15) de h (no A.6)~de (3.20)y et de ce que,

Pour conclure, il reste à montrer que ,r- a(dy’) est majoré, indé-

pendamment de x par Cte x p : or, désignant par x un point de ~M réalisant

le minimum de la distance de x à (y’ 
d’où

et le résultat annoncé.

Le théorème V est ainsi complètement établi.

( /AAB ) En désignait par C~ une constante telle que k(x~ ~ / y’) ~ B 5 C x’y’ 
2*-*n

(x1 6 y* e y1) [ C.. existe puisque k est supposé d’ordre - 1
sur ~M ~
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Remarque. - Dans ce paragraphe, on a supposé que n = dim M ~3 ~ Lorsque n s: 2~
la plupart des développements préoédonto subsistent.

Toutefois, dans 1alinéa (y) ci-dessus, les majorations écrites doivent être

alors modifiées (en introduisant des logarithmes) , et on obtient seulement que G

est d’ordre - 2 + E pour tout E &#x3E; 0 .

3.6. Cas d’un opérateur frontière de la forme Lu = a ~u~+Q(03B3O u) + T(y u) .-
Conservant à P et L la signification qu’ils ont reçu au n° 1.8, on peut envisa-

ger des opérateurs frontière La de la forme

(3.23) (u E C2(N)) ,

où 03B1 est une fonction de partout &#x3E; 0 .

Dans ces conditions, si le système frontière (P 9 L) admet une fonction de

Green G(x , y) (n° 2.4) , la solution du problème aux limites Pu =-- f , 
admet la formule de représentation intégrale :

En particulier, lorsque G(x, y) est une fonction de Green au sens strict, le

noyau de l’opérateur K , qui inverse L0153 H , est donné par

Ainsi, le cas considéré ci-dessus, 1 , apparaît comme caractérisé par le

fait que le noyau-fonction de K est la restriction à du noyau-fonction de

l’opérateur de Green (résolvant le problème aux limites Pu = - f, Lu = 0 ) ;
voir à ce sujet la fin de la remarque (d) du n° 4.9 de l’exposé n° 3.

§ 4. Construction d’un noyau-fonction sur our l=o érateur K inverse de LH .

4.1. - Dans tout ce paragraphe, on suppose n ~3 y et on désigne par L)
un système frontière de classe A sur M (n° 1.6) pour lequel L est de l’une

des deux formes suivantes ("cas ( 1 ) " et "cas (2)") :
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où :

- Q cat un opérateur elliptique sur 3M do clasesse A03BB relativcment A g"

(no 1.5) ayant la propriété d’unicité sur ~M (voir la remarque 1 ci-dessous) :

- T est un opérateur continu de C2(M) dans du type auto-adjoint

introduit dans la proposition 1.9 ( /45B ).
Le système frontière (P , L) est ainsi elliptique d’ordre 1 dans le cas ( 1) et

elliptique d’ordre 2 dans le cas (2) (n° 1.7). On suppose, comme au § 3 (n° 3. 1) ,

que sont satisfaites les propriétés d’unicité (U) et (U~), et on adopte les mêmes

notations.

On suppose de plus dans le cas (2) que Q est de classe A~ relativement à la

métrique riemannienne g’ 1 sur 3M conjuguée de sa partie principale. L’opérateur

de Green de Q (qui existe en vertu de l’hypothèse (U’)) admet ainsi, en vertu des

résultats du n° A. 3 (appendice A), un noyau-fonction x (relativement à la métri-

que g" ) i X est l’unique noyau-fonction d’ordre - 2 sur sÎ’1 caractérisé par

la relation,

En particulier,

On notera que est le noyau de l’opérateur de Green de Q ~n° 1.3i remarque

2) , que, pour tout yI 

et que, pour tout couple (H , K) de compacts disjoints de l’application

x’ ~ xx’ t de H dans C2,03BB(~M) est continue et que, pour chaque , 0  ~ À,

il existe une constante C &#x3E; 0 de sorte que, .

[appendice A, n° À.3, propriété (SF3)].
~ -LI -----.-,,-- -.,---- 

(45) voir la remarque 2 ci-dessous et la remarque 1 du n° 4.7.
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On désignera enfin par r(x, y) une solution fondamentale sur M rolative à P

ayant les propriétés (SF1) à (SF5) énoncées au n° A.3.

Remarque 1. - L’hypothèse (U’) sur Q ne diminue pas la généralité car on peut

toujours remplacer Q par Q = Q - a , 1 où of &#x3E; 0 est assez grand pour que (u’)

soit satisfaite par Q. (a &#x3E; B!Q11B) . Il suffit ensuite d’ajouter à T l’opérateur

o - 03B103C6 .

Remarque 2. - On pourrait faire sur T des hypothèses beaucoup plus faibles. En

particulier, supprimer le caractère autoadjoint, et, dans le cas (2), supposer que

T est seulement d’ordre 2 - X et applique C2(ÕM) dans Mais les

propriétés requises pour l’adjoint de T (en particulier le lemme 4.6 ci-dessous)

sont alors beaucoup plus difficiles à établir [voir la remarque 1 du n° 4.7].

Remarque 3. - Lorsque T est nul, le cas ( 1) se réduit au problème de Neumann,

et le cas (2) au problème de Visik (voir [l6]). o

Par contre, le problème aux dérivées obliques (cas où Q est du premier ordre,

non nul) ne rentre pas dans le cadre proposé ici (voir à ce sujet les remarques des

n° 4.4 et 4.7).

4.2. - La méthode employée ci-dessous pour constraire le noyau-fonction k de

K réclamé par le théorème VI, consiste à chercher k sous la forme,

où, sur F est un noyau-fonction d’ordre - 1 à choisir convenablement (46),
et Z un noyau-fonction d’ordre - 1 +  (0    1) que l’on cherche à déte-ni-

ner comme noyau résolvant (L’une équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce

dans l’espace de Banach C(1?I) associée à un noyau-fonction 1.1(x’ , y’) sur ~M

d’ordre - 1 (voir à ce sujet l’appendice B) :

(46) Si Z est d’ordre - 1 + ~ le noyau-produit FZ est 

ce qui fait que, lorsque k et F ont des symboles principaux, ceux-ci sont les

mêmes*
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Il revient au même (voir l’appendice B, et le n° 4.7 ci-dessouo) do diro que l’on

cherche à mettre la solution (o de l’équation LH03C6 = - 03C8 sous la forme,

où ~ est une fonction de C(0M) à déterminer par une équation intégrale de deu-

xième espèce de noyau N :

Cette réduction va être possible, grâce au résultat suivant :

4.3. - On désigne par F(x’, y’) le noyau-fonction sur oM identique y dans

le cas (1) au noyau 2r~x’ 9 (restriction à XK du noyau double de la solu-

tion fondamentale y) ; n° 4.l), et dans le cas (2) au noyau de Green

yI) de Q (n° 4 . 1 ) .

’ 

PROPOSITION 4~ . -- Il existe un noyau-fonction hT sur ~~ d’ordre - 1 .dans

le cas ( 1) et d’ordre - 1 + u pour tout ~ &#x3E; 0 dans le cas (2) tel que, pour

tout E c2~À(M) , et tout x’ E ~I 9

Cette proposition résulte immédiatement de la caractérisation de x (relation

(4.1)) et des lemmes 4.4, 4.5 et 4.6 ci-dessous.

o

En effet9 on va d’abord montrer que, pour x E M ,

(47) Sous les hypothèses et avec les notations du n° 4.1.
4S Voir la remarque ci-dessous.
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Désignant pour cela pax V une sous-variété â bord compaGte do M tollo que

x E V C V c 9 et appliquant la formule de Green (1.5) â la variété M ’- V et aux

fonctions x et H * ç , on obtient [compte tenu de la propriété (SF1) de f

~n~ A° 3~ ~9

D’où (4.10) [en vertu des propriétés (L ) et (G3) de r (n° 2.2 et 2.4)J en con-

tractant V au point x.

Faisant tendre alors, dans (4.10), x vers on obtient, d’après les

propriétés (SF ) et (SF ) de r (n° A.3),

D’où (4.9) et le lemme.

Remarque. - Soient Qi un opérateur différentiel du premier ordre sur ÕM de

classe A. relativement à g’ , et Q. son adjoint.

On peut obtenir la relation (4.12) suivante lorsque l’opérateur ~~H* est rem-

a * * 

placé par + Q :
~T7’~~

l’intégrale au second membre étant prise en valeur principale (voir [ 15], chapitre

II, théorème 15.IV).

r 
4.5. LMME (49)0 - Il existe un noyau-fonction N(2) sur ~M d’ordre

-1+u. pour tout ~ &#x3E;0 tel que, pour tout ~~C ~ (3M) y

En effet (5°), on désigne d’abord, pour chaque a &#x3E; ° par 03C603B1 une fonction de

classe C~ sur oH x ~1 , comprise entre 0 et 1, égale à 1 au voisinage de

la diagonale 0394~Mx~M et telle que

(49) Sous les hypothèses et avec les notations du n° 4.1.
(5°) Les idées de cette démonstration sont dues à J.-M. BONY.
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On suppose de plus que la famille a été choisie de telle sorte que y

pour chaque 0  ~ ~ X y il existe une constante C 
~ 

telle que ~ pour tout

x’ et tout 03B1&#x3E;0 ,

(c~) Formellement y le noyau N~2~ est donné par y

[il en serait ainsi d’après la formule de Green ( 1.5 ) (n° 1.3) si X x 1 appartenait
à C2,À(ôM) ]. En fait, on pose, pour 

où OE est tel que x’y’ &#x3E; a . Le second membre de (4. 16) est bien défini puisque

1(y’ , . ) est continue sur le support de X t , et que £ , ( 1 - /, ) étant
.... x x x

dans C2,03BB(~M) (no 4 . 1 ) , H[X ( 1 - est dans C2,03BB(M) ; et c e second membre
x .x

ne dépend pas de cy (pourvu que x~y~ &#x3E; 03B1), puisque l’on a, par dérivation sous
le signe somme,

pour tout 0152 E C1,03BB(~M) nulle au voisinage de y’ .

( fl) La fonction N(2) définie par (4. 16) est un noyau-fonction d’ordre - 1 + yà

pour tout BJ. &#x3E; 0 . En effet, tout d’abord, N( 2) est continue sur àm x &#x3E;M , ’ à &#x26;lxâ4 :
cette continuité résulte, pour le premier terme au second membre, de celle de 0

(corollaire 3 de la proposition A.6) , et, pour le second, de la continuité de

xl ~ X ,(1 - el’!) de i1M dans (no 4. 1) et de celle de H de C2,À(df-1)
x x

dans C~’~(14) .

(51) 0(y’ , z’ ) est la dérivée normale du noyau de Poisson (appen-
dice À, n° à.6) , et p est le terme complémentaire de la formule de Green (n° 1.3) .
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Ensuite,  &#x3E; 0 étant donnée N(2) est d’ordre - 1 + : autrement dit, il

existe une constante C &#x3E; 0 telle que,
~

On va examiner séparément les trois termes du second membre de (4.16) : posant

p &#x3E; 0 , on a, pour le premier, en prenant p/2 ,

puisque

et en vertu de la majoration (A.l6) de 9 et de l’ordre - 2 de X.

En ce qui concerne le deuxième terme, on remarque d’abord qu’il suffit de 
montrer

l’existence de C pour ~  X . On remarque ensuite que les données qui sont de

classe (k == 0 , 1 2) sont aussi de classe pour ~  X . En parti-

culier, la proposition (A.5) (appendice A, n° A.5) entratne que l’opérateur ~~xH
est continu de dans Ainsi, il suffit d’obtenir une majora-

tion de la forme,

où la constante C’ ne dépend ni de x’ , ni de p . Or, une telle majoration ré-

sulte sans difficulté de (4.3) (n° 4.l), de (4.15)~ et de ce que la norme ~ (~
donne lieu à une inégalité de la forme

(y) La relation (4.13) est satisfaite lorsque x1~ Supp 03B6 : la formule de Green

donne d ’ abord ,

(~~) Dans le cas où n &#x3E; 3 ; dans le cas où n = 3 , on a une majoration par

Cte p-n ,1 |log z’x’t l cr(dz’) .$ Cte 03C12-n-
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puisque Xx (1 - 03C603B1x’) E C2?À(iJM) . Ensuite, prenant a =12 d(x’ , Supp ç) , on a,
diaprés (4.17) [appliquée au noyau e ~~ (x! , y y,) =-~rh ~ (yI)],

en vertu de (A~17) (n° à,6) . ~n rapprochant (4.20) et (4.21) , on obtient la rela-
tion (4e 13) cherchée (s5. x’ / Supp ç ), en vertu de la définition de N(2) (rela-
tion (4. 16)).

(ô) Enfin, la relation (4 . 13) est satisfaite pour tout ç E en effet,
en vertu de (y) ci-dessus, on a, pour ç E et OE &#x3E; 0 ,

Lorsque 03B1 tend vers 0 , le second membre tend vers dcr en vertu du

théorème de Lebesgue, puisque 0) * Il suffit donc, pour conclure,
de montrer que le premier membre tend vers ~ ~ ~ ~ H ç ou encore, en vertu

de l’ordre - 2 de ) , que,

et qu’il existe une constante Cf &#x3E; 0 telle que, pour tout a &#x3E; 0 ,

Pour établir (4.23)? on pose x’y’ t = p , et on remarque qu’en vertu de (4, 17) , de
la majoration (A.16) de 6 (no Ao6), et de (4. 15) ci-dessus, on a, pour p/2
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Enfin, pour établir (4.24), on déduit d’abord de (4.15) l’existence d’une cons-

tante C" &#x3E; 0 telle que, pour tout a &#x3E; ~ ~ et x’ e 3H ~

- 
*

Posant alors encore x’y’ = p , on a, d’une part, en vertu de la continuité de H

de dans (proposition A.5), et de (4.25)~

D’autre part, d’après (4.17), (A.16) et (4.25), on a, pour p/2 ,

4.6. LEMHE. - II existe un noyau-fonction N(3) sur d’ordre - 1 y

tel que, pour tout 03B6 e C2,03BB(~M),

La démonstration de ce lemme est analogue à celle du précèdent, mais plus facile

(le noyau t(x’ , y’) de T jouant le rôle de 0 ).

4.7. - A partir de la proposition 4~3, on introduit l’équation intégrale an-

noncée au n° 4.2 :

r 
LEMME. - Soient ~ et V des fonctions de C(M) . Les deux relations suivan-

tes sont équivalentes :

[ F et N désignant les noyaux sur ~M intervenant dans la proposition 4.3,

les fonctions et N sont continues puisque F et N sont d’ordre  0

(n° 0.4).]

En effet, pour tout 03B6 = C2,03BB(~M) , on a,
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en vertu de la proposition 4.3 ;

D’où le lemme.

On remarque alors que i

- d tune part, dans le cas ( 1) comme dans le cas (2) , le noyau F est injectif

[dans le cas ( 1) cela résulte de la propriété (Ao4) de la solution fondamentale r

(appendice A, n° A.3), et dans le cas (2) de la relation (4.2)~j ;
- d’autre part y L~H~ applique sur un sous-espace dense dans 

[cela résulte de l’hypothèse d’unicité faite sur (P , L) au n° 4.1, et du théorè-

me II (n° 1.7~ ~.

On déduit, donc, y du lemme que

Ainsi, le noyau de 1?opérateur 1 - If dans est réduit à (0) . L~ équa-
tion intégrale de Fredholm

admet donc une solution ~ E et une seule, pour tout 03C8 ~(~M); et il

existe un noyau Z sur ~1 ayant la même singularité que N (en particulier, Z

est d’ordre - 1 + ~, pour tout ~ &#x3E; 0 ), tel que cette solution soit donnée par

[voir l’appendice B, théorème 

Si on suppose maintenant que j e C ~ (3N) [dans le cas (2) il suffirait de sup-

poser que 03C8 ~O,03B3(~M) ], et si (p E C2,03BB(~M) est la solution de l’équation

LH03C6=-03C8, on a aussi, en vertu de la formule de Green ( 1. 10) (no 1.6) appliquée
aux f onctions Hq et H ç ,
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Appliquant le lemme, on obtient donc

définition de l’opérateur K (no 
on obtient,

L’opérateur K admet ainsi le noyau-fonction

et ce noyau est d’ordre - 1 , puisque, d’une part F est d’ordre - 1 et d’autre

part, Z étant, comme N, par exemple le noyau FZ est d’ordre

- 1 .- -~ donc aussi d’ordre - 1 [voir 1?appendice B, proposition B.l, propriétés
(2) et (3)].

On a ainsi établi la proposition suivante 1

PROPOSITION (53). - L’opérateur K , inverse de admet un noyau-fonction

d’ordre - 1 (sur n° 0.3).

On déduit alors du théorème V (n° 3.4) le théorème suivant :

THÉORÈME VI. - Sous les hypothèses faites au n° 4.1, le système frontière

1 (P , L) admet une fonction de Green au sens strict (54).

Remarque 1. - Le système frontière (P , L) admet aussi une fonction de Green au

sens strict lorsque l’on remplace l’hypothèse faite sur T au n° 4.1 par toute au-

tre entraînant que la conclusion du lemme 4.6 subsiste [la proposition 4.3 subsiste

alors aussi ainsi que la démonstration précédente].

Remarque 2. - Lorsque l’opérateur Q est d’ordre 1 , ainsi qu’on l’a laissé en-

tendre au n° 4.4 (remarque9 la relation fondamentale (4.8) (proposition 4.3) sub-
siste à condition de prendre en valeur principale l’intégrale au second membre.

L’équation intégrale (4.27) qui intervient ci-dessus n’est plus alors du type de
Fredholm car N est un opérateur de Calderon-Zygmund. La conclusion subsiste ce-

pendant (voir GIRAUD [7] et [9] et 

(53) Sous les hypothèses faites au n° 4.1. _

(54) N° 2.4.
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Appendice A , 

’

Noyaux de Green et de Poisson du prabléme de Dirichlet

On introduit ci-dessous diverses propriétés fines des noyaux de Green et de

Poisson du problème de Dirichlet qui sont utilisées dans le reste de l’exposé.

Ces propriétés sont énoncées avec seulement de très vagues indications de démons-

trations, et des références à des situations particulières [cas d’un ouvert de Rn
et travaux de GIRAUD répertoriés par MIRANDA dans son livre [13] ; cas de données

C et travaux récents sur les opérateurs pseudo-différentiels (voir et

Ces propriétés apparaissent donc, telles qu’elles sont énoncées, comme des

conjectures raisonnables. Mettre au point des démonstrations complètes constitue

tout un programme de travail !

A.l. - Dans tout cet appendice, on désigne par P un opérateur elliptique sur

M de classe (relativement à g ; n° 1.1) dont la partie principale est conju-
guée de g ; et on suppose que P possède la propriété d’unicité pour le problème
de Dirichlet :

Les applications u ~ (Pu, VO u) et u ~ (P*u, VO u) sont alors des

isomorphismes de C2,À(11) sur x C2,03BB(~M) [de la propriété d’unicité pour
p , on déduit d’abord que u ~ (Pu, VO u) est un isomorphisme de C2,À(M) sur

x (voir exp. 4, n° 1.4 et 1.5) ; de la formule de Green (1.5)
(n° 1.3) résulte alors la propriété d’unicité pour P , et le résultat annoncé].

On désignera par GO l ’opératear de Green, et par H l’opérateur harmonique du
problème de Dirichlet associé à P : GO et H sont les applications linéaires

continues de 0 À( ) sur 2 À( ) et de 2 À( ) dans 2 À( ) respectivementcontl.nues de C’ f1 sur C’ M et de C’ ~M) dans C’ M respecti vernent

caractérisées par les propriétés:

55 Voir exp. 4, n° 1.6.
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On désignera de même par GO* l’opérateur de Green, et par Ô l’opérateur 

monique du problème de Dirichlet associé à P .

A.2. - En vertu des propriétés de maximum (exp. 4, n° I.2~ proposition 2) , la

propriété est satisfaite, en particulier (exp. 4, théorème lorsque :

(D) P ou P est un opérateur de diffusion [ 0 (resp. P 1 ~ 0 )] et,
dans chaque composante connexe de M dont le bord est vide, la fonction Pl (resp.

n’est pas identiquement nulle.

Les opérateurs GO et H se prolongent alors en des opérateurs positifs (donc
continus) respectivement de C(I&#x3E;1) dans C(M) et de dans C(H) .

A.3. Solutions fondamentales relatives à P (voir le n° 2.6).

PROPOSITION ( )~ - Il existe, sur M , au moins une solution fondamentale

r(x ~ y) relative à P ayant les propriétés suivantes :

(SF ) y) = est une solution fondamentale relative à p* .

(SF2) La fonction (x, y) ~ r(x, y) est de classe sur 

(SF~) Pour tout couple (H, K) de compacts disjoints de M , il existe une

constante C &#x3E; 0 telle que,

(SF4) Les noyaux-fonctions ~~x 0393x’(y’) et ~~xx’(y’)
sur ~M sont d’ordre - 1 (sur ~M; n03BF 0.3).

(SFS) Pour chaque 03B6 e 

(56) Sous les hypothèses faites sur P au n° ~,1 ° f on rappelle en particulier

que g est supposée de classe C1,À (n° 0.1). 
.
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[Voir [13], chapitres II, III et IV, et les travaux de GIRAUD qui y sont cites.]

En particulier, lorsque la variété M est sans bord == jZ!) ~ la solution fon-

damentale r est, en vertu du théorème III (n° 2.4 ; L étant alors l’opérateur

frontière trivial sur qui est vide) , l’unique fonction de Green de l’opérateur

P , et la relation (2.7) (n° 2.4) s’écrit,

Remarque 1. - En fait, pour établir l’existence de la solution fondamentale F

sur la variété M , on commence par traiter le cas où M est une variété (compacte)
sans bord : sous l’hypothèse d’unicité qui se réduit ici =03C6) à

et Pu=0 ==&#x3E; u = 0 ,

on peut utiliser la méthode basée sur la recherche du noyau résolvant d’une équa-

tion inté g rale de Fredholm (voir [l3], n° 19, page 49, et l’appendice B) pour cons-

truire 0393 , puis les majorations hödériennes (voir [13], théorème 36.IV, page 129)

pour obtenir la régularité (SF2).
On passe ensuite au cas où    , en plongeant 1«1 dans une variété compacte

sans bord M (son double, par exemple) à laquelle on prolonge l’opérateur P en

un opérateur P A convenable ; et en prenant la restriction à N de la fonction de

Green r de P obtenue comme ci-dessus.

Remar ue 2. - Les propriétés (SF ) et (SF ) (relations (A.4) et (A.5)) sont à la

base de la résolution du problème de Dirichlet par réduction à une équation inté-

grale de Fredholm (voir [l3], n° 21, page 59).

(57) On peut appliquer, en particulier, ce dernier résultat à la variété ~M mu-

nie de la métrique riemannienne g’ .



5-44

A.4. Noyau de Green.

THÉORÈMB (58). - Il existe un noyau-fonction (au. sens strict ; n° 0.2) 
sur M , et un seul, ayant les propriétés suivantes :

( 1 ) G est une solution fondamentale sur M relative à P (no 2.6). ’

(2) G~(x , y’) = 0 pour tout x E M, y’ x~y~ .

De plus, le noyau GO transposé de G (no 0.2) est une solution fondamentale
,j

sur M relative à P y et :

(3) ~(y y xl) = y) = 0 pour tout x’e ~1 ~ y G M , y.

En outre, les noyaux y) y) sont de classe en y

(n~ 0.2).

[A partir d~une solution fondamentale F relative à P et de la solution du

problème de Dirichlet, on établit facilement, comme au n° 2.7, l’existence du

"noyau au sens large" G (avec la propriété (2) pour x ~ M ). Le fait que G
est un noyau d’ordre - 2 sur M (relations (0.2) et(0.2’)~ n° 0 . 2 ) , la classe

C12,À en y pour G et G y ainsi que la relation

résultent ensuite des majorations höldériennes au voisinage d’un ouvert de 5M

contenues dans le théorème 36.IV de [l3]. La propriété de symétrie résulte enfin

d’une démonstration analogue à celle de la proposition 2.5 ci-dessus.]

COROLLAIRE 1. - Pour tout u E et tout x E M , 
’

COROLLAIRE 2. - Pour tout f E et tout M ,

(58) Sous les hypothèses faites sur P au n° A.l.
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[Lo corollaire 1 résulte directement do la formule do ropréoontation intégrale de

Stokes-Levi (2.5) (no 2.3) et de la définition de y) . Les relations (A.S)
et (A.8’ ) , pour x ~ M , résultent du corollaire 1 ; pour x E elles se rédui-

sent à 0 = 0 . ]

Du corollaire 2, on déduit, compte tenu de la continuité de y) sur

M x (voir le n° 0.4) :

COROLLAIRE 3. - Les opérateurs de Green G et G se prolongent en des opé-

rateurs linéaires compacts de dans C(n) (encore notés G et 

définis par les relations (A.8) et (A.8~).

A.5. Noyaux de Poisson - Pour x E M, y’ e x ~ y’ , on pose

h (resp. h ) est le noyau de Poisson relatif à P (resp. P ). Les noyaux
G 0 et &#x26; ~0 étant de classe C 2 en y y h et h ~ sont des fonctions continues

sur M x et, en vertu des relations (A*?) et (A.7’) ci-dessus, on a’ par défi-
nition de H et B~ (n~ A.l) : pour tout (p e C~~(~M) ~ (x e M) ,

Ceci étant:

PROPOSITION (59). - Les opérateurs harmoniques H et H* se prolongent (de
façon unique) en des opérateurs linéaires continus de C(BM) dans C(M) (encore
notés H et E* ) définis par (A. 10) , et résolvant le problème de Dirichlet:

Pour tout 03C6 E C(&#x26;4) , Xo et /v sont de classe C2 sur M , et

l De plus, H et H* appliquent continûment C~B3N) dans 

[Dans le cas où M est plongée dans Rn , les résultats de la première partie
sont établis dans le livre de MIRANDA [13], chapitre III ; et la deuxième partie
dans GIRAUD [6] ainsi que, avec des données C~ , dans le travail d’AGMON-DOUGLIS
et NIRENBERG [1].

(59) Sous les hypothèses faites au n° A.l.
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COROLLAIRE.

À.6. - Les singularités du noyau de Poisson ] et de sa dérivée normale à la
frontière peuvent être précisées comme suit:

PROPOSITION (60).
( l) Pour chaque y’ E la fonction = h( . , y’ ) est de classe C2

(même de classe C§§E ) sur M , (y’} , et

(2) Il existe une constante C &#x3E; 0 telle que,

COROLLAIRE 1. - Pour tout y’ E ~ 9

la limite étant uniforme lorsque x’ décrit le complémentaire d’un voisinage de

y’ .

. 

COROLLAIRE 2.

COROLLAIRE 3. -On pose e(x’ , y ’ ) ==~h~(x~) (x’e 3M, 
Alors 0 est un noyau-fonction d’ordre 1 sur en particulier, C étant

la constante qui intervient dans (A. 13) y

(6°) Sous les hypothèses faites sur P au n° A.1.

(61) d(x, ld-1) désignant. la distance géodésique (relativement à g ; n° 0.1) de
x à 3M .
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En outre,

[La propriété ( 1) de la proposition précédente peut être établie à partir des ma-

jorations höldériennes au voisinage du bord contenues dans le théorème 36.IV de

[l3] La majoration (A. (qui est tout-à-fait explicite pour le noyau de Poisson
ordinaire d’une boule) réclame une étude fine du "développement en parties homogè-
nes" du noyau h . Dans le cas de données un tel développement est sans doute

plus ou moins classique (voir [3]). Dans le cas étudié ici, on peut procéder à par-
tir des équations intégrales de Fredholm qui permettent de résoudre le problème de

Dirichlet (voir [13], n° 21, page 60, équation (21.3)) et fournissent une expres-

sion explicite du noyau de Poisson en fonction d’une solution fondamentale.]

Appendice B

Noyau résolvant pour une équation intégrale de Fredholm

de deuxième es èce sur C(M)

Les notations sont celles introduites au § 0.

B.l. Produit de deux noyaux.

PROPOSITION. - Soient NI et N" des noyaux-fonctions ( ~9 ) sur M respecti-

vement d’ordres - q1 et - q" avec 0  q’  n et 0  q"  n .

(l) Pour tout ( x , 1B1 x ~1, y , la fonction z -~ N’ ( x , z) y)
est dans et, si on pose,

on définit un noyau-fonction N sur M (63).
(2) Si q’ N est d’ordre - (q’ + q") .
(3) Si q’ t + q" &#x3E; n , N peut être prolonge en une fonction continue sur

M x ?1 .

(4) Pour tout f ~C(M) ~

62 Au sens strict ; voir le n° CL 2.

(63) N° 0.2 ; en particulier y N 
. 

est continu sur M x M , 
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En effet, on établit d’abord Inexistence d8une constante C &#x3E; 0 telle que, pour

y e M y x;ty,

Pour cela, on pose xy = p (p &#x3E; 0) et on majore l’intégrale en la partageant
comme suit en quatre morceaux :

ety de même pour

D’où (B.3) et ( B . 3 ’ ) .

On montre ensuite que la fonction (x , y) --~ N(x , y) définie par (B.l) est

continue sur M x en utilisant une fonction (x , y) 4l(x , y) con-

tinue sur M x M , égale à 1 au voisinage de et à support petit, et en dé-

composant l’intégrale en
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qui est fonction continue de (x , y) sur M x et en un reste qui est petit

avec le support de ~. Les propriétés ( 1) et (2) sont ainsi établies, ainsi que

(4) qui résulte immédiatement de (1).

Pour établir la propriété (3) , il suffit de montrer que, pour q’ + q" &#x3E; n ,

existe pour chaque Xo e M ; ou encore que, pour tout e &#x3E; 0 , il existe p &#x3E; 0

tel que, ’,"

C. Q. F. D.

Le noyau N défini par (B.l) sera noté N’N" comme l ’opérateur intégral associé,
et appelé produit de N’et N" .

B.2. THEOREME. - Soit N un noyau-fonction (au sens strict) sur M d’ordre

- q avec 0  q  n (n° 0.2).
On suppose que,

Alors, il existe un noyau-fonction Z sur M d’ordre - q (et un seul) tel

que,
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En outre, pour tout ~ E C(M) , la + ~~~ l’uniquo solution
de Inéquation intégralo

Z est le noyau résolvant de l’équation intégrale (B.7).- On établit ce résultat
comme suit à partir du théorème de stabilité de l’indice (exp. 4, n° 1.4) [ou seu-
lement du théorème de Riesz (voir [5J, page 310)] et de la proposition B.l ci-
dessus :

(a) L’opérateur linéaire (associé au noyau) N étant compact de C(M) dans

C(M) (voir le n° 0.4 ci-dessus) y l’application linéaire 1 - N : Q -~ ’~ -- N’~

est un isomorphisme de sur C(M) (64) en vertu du théorème de Riesz et de
l’hypothèse d’unicité 

( p~ On cherche à mettre la solution de (B.7) sous la forme ’~ = W + où

Z est un noyau-fonction d’ordre - q’ (avec 0  q’  n ) à déterminer : Tout

d ’ abord , la relation

est équivalente à l’égalité entre noyaux (ou opérateurs),

On cherche alors une solution pour (B.9) sous la forme

où est un noyau sur M d’ordre - q" , y avec 0  q"  n , à déterminer :

Pour que Z vérifie (B.9)y il faut et il suffit que vérifie

Or, en vertu de la proposition (B.l) (propriétés (2) et (3)), pour p assez

grand, le noyau se prolonge en une fonction continue sur FI x M ; autrement

dit, x ~ Np+1x est une application continue de M dans C(M) . Tenant compte
alors du résultat de ci-dessus et posant, pour chaque x E M ,

(64) Isomorphisme pour la structure d’espace vectoriel topologique de C(M) muni

de la norme uniforme.

( 65 Nk désigne la puissance k-ième de N .
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on définit un noyau. sur M , continu sur M x M et vérifiant Le

noyau Z définie à partir de ce noyau par (B.lO) répond à la question
puisque tous les noyaux Nk et sont d’ordre - q d’après la proposition
B.l (propriétés (2) et (3)).

C. Q. F. D.

Appendice C

de Green

frontière L n,,’ est as uasi-local

Le résultat suivant justifie le caractère quasi-local (exp. 3, n° 4.2 et 4~7)

imposé aux opérateurs frontière pour lesquels on recherche une fonction de Green :

On considère, sur M , un opérateur elliptique P de classe A. (relativement à

g ) dont la partie principale est conjuguée de g (n° 1.1), et un opérateur fron-

tière L de la forme ( )~

où Q est un opérateur elliptique sur 3M de classe Co,À, et T un opérateur

frontière de Ventcel’ de type intégral (exp. 3, n° 4.4) appliquant continûment

C2(M) dans C~~(n) .
On suppose que le système frontière (P y L) possède la propriété d’unicité

Il en résulte, en vertu du théorème de stabilité de l’indice et du théorème 3 de

l’exposé n° 4 (n° II.4) , que l’application u 2014&#x3E; (Pu , Lu) est un isomorphisme

de C2,À(M) sur x CO,À(~) .

Dans ces conditions (66) :

PROPOSITION $ - On suppose qu’il existe une fonction de Levi au sens large

G(x , y) relative à P sur M (no 2.2) ayant les propriétés (G2) et (G~)
(n03BF 2.4) et telle que, pour tout U E C (M) et tout x E M ,

(66) On aurait un résultat analogue dans le cas elliptique d’ordre 1 (n° 1.7).
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Alors, L -.est quasi-local 1

En effet, soit u E C2(M) telle que y u = 0 . En vertu du corollaire de la
proposition 2.3, on a,

D’où, compte tenu de ~C.1~ et de (C.2),

On en déduit que Tu = 0 : puisque Tu la fonction x ~ ~MGxTu d03C3
coïncide sur M (d’après (C.2)) avec la solution v e C2,À(M) du système Pù= 0 ,
Lv==-Tu .

~ 

C. Q. F. Do

Appendice D

Un théorème de convergence au bord

Le résultat suivant généralise le théorème A. 11 de l’exposé n° 1 ; il jouera un

rôle important dans l’exposé n° 6.

r D.l. PROPOSITION. - Soit N(x, y) un noyau-fonction au sens strict sur M

1 d’ordre - q avec 1  q  n (no 0.2). Alors, pour f e C(M) et x OE M y

la convergence ayant lieu uniformément lorsque x décrit M , et f un sous-

ensemble équicontinu de C(M) .

En effet, pour chaque c~ &#x3E; 0 9 soit c~ 
a 

une fonction de C(?4 x f comprise en-

tre 0 et 1 , égale à I au voisinage de la diagonale et telle que

(67) Avec . les notations du n o A.11 de l’ exposé n o 1, pour chaque p &#x3E; 0 , D

désigne l’ensemble x E M et d(x , ~M~  
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Soit, par ailleurs, H un sous-ensemble équicontinu de C(M) . 
’

On décompose l’intégrale du premier membre de (D.l) en la somme de deux termes au

moyen de (03C603B1 : le premier terme, -’ N (l - converge, pour chaque
~ 

P 
x

a &#x3E; 0 y lorsque p tend vers 0 vers ! o** N x (l - do en vertu du théorème

A. 11 de l’exposé n~ ly et ceci uniformément lorsque x décrit M et f décrit H

[l’ensemble des fonctions N (l - ~) (x eM) est équicontinu puisque compact

dans C(M) comme image de H par l’application continue x -~ N(l -* co-) ]*

Considérant alors le deuxième terme, 2014 D 
P 

Nx03C603B1x f il reste à montrer que,

pour tout e &#x3E; 0 y il existe 03B1 &#x3E; 0 et 0 tels que

La relation (D.3) résulte des majorations suivantes :

[en désignant par x’ un point de 3M tel que xx’ = d(x , OM) , on a

En ce qui concerne (D.4) , on remarque d’abord que, lorsque x décrit un compact
o

K de M,

des que p  d(K, 9M) . Considérant ensuite un recouvrement fini de 5M par des

cartes locales x, i de et tenant compte de ce que, sur chaque la

distance géodésique xy est localement équivalente à la distance euclidienne

jx - y Î ( )y on obtient une inégalité de la forme,

(68) On identifie x e Ui et ~ 
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ou C. est une constante&#x3E; 0 convenable. On en déduit car, désignant par

zr (exp. 1, no 1.1) de z puisque

ty- x 1 ~ jy’ -x’t ,

COROLLAIRE. - Soit (03A603C1) 03C1&#x3E;O 
famille de fonctions de telle que

O~03A6 ~1D pour tout p&#x3E;0 y et
~ 

P

Alors, pour et x E M ,

avec la même uniformité que dans la proposition D.l.

D.2. - Le corollaire de la proposition D.1 peut être illustré par la propriété

suivante : On considère un système frontière (P ~ L) ayant, par exemple, les pro-

priétés postulées au n° 3.1, et admettant une fonction de Green au sens strict

G(x , y) . On désigne par f une fonction de C ~ (M) ~ et, pour chaque p &#x3E; 0 ,

par u 
p 

la fonction de C2,À(M) définie par :

On désigne, de plus, par u la fonction de C2,À(M) définie par

(69) étant la famille de fonctions introduite dans le corollaire de la

proposition (D.l).
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[Il suffit de remarquer que,

et d’appliquer la proposition 
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